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LINEARNE HOMOGENNE DIFERENCIALNE ROVNiICE
) DRUHEHO RADU
RYDZO DISKONJUGOVANE VZHLIADOM NA DERIVACIE

RUDOLF BLASKO, MILOS HACIK,
Zilina,

Majme homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého rddu definovand
na nejakom intervale I;. Funkciu y(t) € Co(I), kde interval I < I, ktord
vyhovuje diferencidlnej rovnici pre vSetky ¢ eI, nazyvame rieSenim tejto
diferencidlnej rovnice.

Nech y(¢) je netrividlne rieSenie homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice
druhého radu. Ak pre t;, tz € I plati: y(t1) = y(f2) = 0 a pre vSstky ¢ € (1, t2)
je y(t) + 0, nazyvame body ¢, fz konjugovanymi bodmi prvého druhu rie-
Senia y(t); ak pre ¢3, t4 €1 plati: y'(f3) = y'(t1) = 0 a pre vietky ¢ e (t3, t4)
je ¥'(t) #+ 0, nazyvame body ¢3,%s konjugovanymi bodmi druhého druhu
rieSenia y(t).

Diferencidlna rovnica, ktorej netrividlne rieSenia nemaji na intervale I
konjugované body prvého druhu, sa nazyva diskonjugovanou rovnicou prvého
druhu na intervale I a diferencidlna rovnica, ktorej netrividlne rie§=nia nemaja
na intervale I konjugované body druhého druhu, sa nazyva diskonjugovanou
rovnicou druhého druhu na intervale I.

Dalej sa budeme zaoberat pripadom, ked interval I je ctvoreny, t. j. I =
= (a,b), a,beE*, a <b, E* = E, U (—0) U () a ked diferenciilna rov-
nica je Jacobiho typu

(9) Yy = q(t)y.

Predpokladajme, Ze q(t) € C2(11), q(t) + O pre vSetky te .

V prici [4] J. Krbila odvodil nevyhnutné a postaéujice podmienky pre
rydzu diskonjugovanost diferenciilnej rovnice (¢) prvého druhu na intervale 1
a ukézal niektoré aplikdcie. V tomto ¢linku odvodime nevyhnutné a posta-
¢ujice podmienky pre rydzo diskonjugovanost diferencidlnej rovnice (q)
druhého druhu na intervale I a uvedieme dve aplikicie.

O tom, Ze pojmy diskonjugovanost diferenciilnej rovnice (g) prvého a dru-
hého druhu na intervale I nie st totoZné, a preto je potrebné zvlist sa touto
otazkou zaoberat, svedéi nasledujici priklad:
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Priklad: Majme diferencidlnu rovnicu
y" = (cos?t — sin t)y,

ktorej jedno rieSenie je y = exp (sin¢) a ktord je diskonjugovans prvého
druhu na intervale I = (—o0, o0). Je zrejmé, Ze této diferencidlna rovnica
nie je diskonjugovand druhého druhu na intervale I.

Spolu s diferencidlnou rovnicou (q) budeme uvazovat jej prvia sprievodnu
rovnicu

—( 1\
(q1) Yy = IQ(t) + V|9(t)l (Vm) Jy

Je zndme, (pozri [2] str. 7], Ze pre kazdy integrdl y(t) diferenciilnej rovnice (q)
je funkecia

(¢
(1 n(t) = T/gllq-i—t)T

integrdlom diferenciilnej rovnice (¢9:) a obritene pre kady integral y(t)

diferencidlnej rovnice (g1) je funkecia yl(t)]/|q(t)| derivaciou prive jedného in-
tegralu y(¢f) rovnice (g), t. j.

(1) y'(t) = 1)}/ 190)] -

Vzhladom na tito vlastnost budeme pojem diskonjugovanosti druhého
druhu diferencidlnej rovnice (g) na intervale I definovat takto:

Definicia 1: Diferencidlnu rovnicu (q) nazveme diskonjugovanou druhého
drubu na intervale I prdve viedy, ak jej prvd sprievodnd rovnica (¢1) je diskonju-
govand prvého druhu na intervale I.

Pozndmka: Ak nosi¢ diferencidlnej rovnice (q) je tvaru

1
q() = —i*-,
(Ct + Dy

kde C, D su Iubovolné redlne konstanty s vlastnostou C2 + D? 4 0, vtedy
rovnica () je diskonjugovand prvého druhu na intervale (—oco, —D/QC),
resp. (—D/C, ). Kedze v tomto pripade rovnica () je totoZni so svojou
prvou sprievodnou rovnicou (¢1) (pozri [3]), je rovnica (q) tiez podla definicie
diskonjugovand druhého druhu na intervale (—oo, —D/C), resp. (—D/C, ).

V sthlase s pracou [4] nazveme diferencidlnu rovnicu (q) rydzo diskonju-
govanou prvého druhu na intervale /, ak md rieSenie y(t) také, ze plati

4
(2) y(t) £ 0, _[ y-23(x)der < o pre vietky tel
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a jej rieSenie y(¢) nazveme hlavnym riefenim prvého druhu na intervale I,
ak m§ vlastnost (2) a ak plati

b
(3) f y2(x)dr = 0 pre vietky tel.
t

Definicia 2: Diferencidlnu rovnicu (q) nazveme rydzo diskonjugovanow druhého
druhu na intervale I prdve vtedy, ked jej prvd sprievodnd rovwica (q1) je rgdzo
diskonjugovand prvého druhu na intervale I.

Definicia 3: Riedenie y(t) diferencidlnej rovnice (q) nazveme hlavngm riesenim

druhého druhu na intervale I, ak y, = y'/V@ je hlavngm rieenim prvého druhu
diferencidlnej rovnice (q1) na intervale I.

Veta 1: Nevyhnutnd a postatujica podmienka pre to, aby diferencidlna rov-
nica (q) bola rydzo diskonjugovand druhého druhu ma intervale I, je aby mala
hlavné riefenie druhého druhbu na intervale I.

Tvrdenie vety je priamym dosledkom vety 1 price [4], ak uvdZime defi-
niciu 1.

V knihe [2] str. 31—101 je vybudovand tedria kruhovych fiz diferencidlnych
rovnic (¢). Pod prvou kruhovou fizou bézy (u, v) rieSeni rovnice () rozumieme
funkciu «(t) € C5(I) definovanii na intervale I s vynimkou nulovych bodov
rieSenia »(t) vzorcom:

Pomocou fazy «ft) mdéZeme vyjadrit nosié rovnice (¢) nasledovne:
at) = —{tgalt), t} tel,
kde symbol {X,t} = (X"/2X')" — (X"[|2X')? je tzv. schwarzovskd derivicia
funkcie X(t) v ¢&isle £.
Tamtiez na str. 63 je zavedeny pojem oscilicie prvej kiuhovej fizy a(t)
0() = e — dI,
kde
¢ = lim «(t), d =1lim qz(t)

t>a+ t->b-
a pomocou neho st rozdelené neoscilatorické rovnice (9) na vSeobecné a Spe-
cidlne. Podla odseku 16 str. 79 neoscilatorick4 rcvnica (¢) typu 1 je v8eobecnd,
resp. ¥pecidlna podla toho, &i pre kruhova fizu «(t) plati 0 < 0(x) < =, resp.
Ola) = m.
Druhou kruhovou fdzou bizy (u, v) rieSeni rovnice (¢) rozumieme funkciu
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B(t) € C1(I) definovant na intervale I, s vynimkou nulovych bodov funkcie
v'(t) vzorcom
u'(f)

4 ——
(4) tghlt) = — .

Pomocou fizy B(t) mézeme vyjadrit nosi¢ prvej sprievodnej rovnice (qi)
takto:

(5) qu(t) = —{tg (t). &} tel.
Analogicky pod oscildciou druhej kruhovej fazy f£(f) na intervale I rozumieme
¢islo
0(p) = ¢’ — d'l,
kde
¢ =lim g(¢), d' = lim ()

t->a+ t>b-

a neoscilatorickd diferencidlnu rovnicu typu 1 budeme nazyvat vssobecnou
resp. §pecidlnou druhého druhu podla toho, ¢éi pre fazu f(t) plati 0 < 0(f) < =

resp. 0(f) = =.
Dalej budeme potrebovat vysledok uvedeny v knihe [2] str. 38, ktory zhrnie-

me do lemy:

Lema 1. KaZdd druhd kruhovd fdza diferencidlnej rovnice (q) je prvou kru-
hovou fdzou rovnice (q1) a obrdtene.

Veta 2. Rydzo diskonjugovand diferencidlna rovnica (q) druhého drubu na
intervale I je neoscilatorickou diferencidlnow rovnicou typu 1 vseobecnow druhého

druhu a obrdtene.
T4to veta je priamym désledkom vety 2 price [4], ak uvdzime definiciu 1

a lemu 1.
V préci [5] je zavedeny pre neoscilatorické diferenciilne rovnice (¢) pojem

prvej hyperbolickej fizy o(t) bazy (u(f), v(f)) vztahom

u(t)
tg h «(t) z%

na otvorenom intervale ¢ < I;, na ktorom platf |u(t)|‘< lo(t)|. Nosi¢ dife-
rencidlnej rovnice (¢) méZeme na intervale 7 vyjadrif vztahom

glt) = —{tg h a(0); 1}.

Prvi hyperbolicktd fézu «(t), ktord mé na intervale i = (a;, b;) vlastnost

326



lim a(t) = —sgna’ . c0, lim () =sgne’ . oo,
t>air t->be—

nazyvame prvou hlavnou hyperbolickou fidzou na intervale i.
V préci [5] je zavedeny aj pojem druhej hyperbolickej fazy g(t) bazy (u(t),
v(t)) vztahom
w'(t)
v'(¢)

(6) tgh f(t) =

na otvorenom intervale j < Iy, na ktorom plati |w'()| < |v'(¢)|- Nosi¢ di-
ferencidlnej rovnice (q1) méZeme vyjadrit pomocou fézy B(f) na Intervale j
nasledovne:

(7) @(t) = —{tg h p(t); &}
Druht hyperbolickt fazu f(¢), ktord mé na intervale j = (a;, bi;) Vlastnost

lim B(t) = —sgn ' . co, lim B(t) = sgn f’. oo,

t->a5+ t->bs-
nazyvame druhou hlavnou hyperbolickou fézou na intervale j. Z vysledkov
price [5] bezprostredne vyplyva:

Lema 2. KaZdd druhd hyperbolickd fdza diferencidlnej rovnice (q) je prvou
hyperbolickow fdzou diferencidlnej rovnice (q1) a obrdtene.

Veta 3. Nevyhnuind a postaéujica podmienka pre to, aby diferencidlna rov-
nica (q) bola rydzo diskonjugovand druhého druhu na intervale I, je, aby mala
druhd hlavnd hyperbolicky fazu na intervale I.

Dékaz urobime tym istym spdsobom ako pri vete 3 v prdci [4], ak zo-
berieme do uvahy definiciu 1 a lemu 2.

O vzijomnom vztahu druhych hlavnych hyperbolickych fiz rydzo diskon-
jugovanej diferencidlnej rovnice (¢) druhého druhu na intervale I hovori
nasledujica veta:

Veta 4. AL B(t), 6(t) st druhé hlavné hyperbolické fdzy riydzo diskonjugovanej
diferencidlnej rovnice (q) druhého druhu na intervale I, tak potom plaii:

B(t) = eo(t) + k,

kde ¢ =1, resp. e = —1 ak sgn §' = 1, resp. sgn p’ = —1 a k je redlne éislo.
Tvrdenie vety je priamym dosledkom vety 4 price [4], ak uvaZime defi-
niciu 1 a lemu 2.
V dalSej Casti uvedieme dve aplikdcie druhych hlavnych hyperbolickych
faz. :
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Teéria kruhovych fdz tvorila v knihe [2] zdklad pre vybudovanie tedrie
transformécif. V tomto é&ldnku pouZijeme druhé hlavné hyperbolické fazy
na transforméciu rydzo diskonjugovanych diferencidlnych rovnic (¢) druhého
druhu.

Majme diferencidlnu rovnicu

@ Y =QDY 2

B Car )
kde Q(T) S Oz(Jl), Jl = (A]_, Bl), Al, B] EE;, A]_ < B]_.
Nech J = (4, B) < J,. Pripominame, Ze transforméciu rieSeni rovnice (@)
do rieSeni rovnice (g) realizuji rieSenia X(¢) Kummerovej nelinedrnej diferen-
cidlnej rovnice 3. ridu:

(@9) —{X, 8} + QX)X = q(t).

Vzfah medzi rieSeniami rovnic (@), () je taky, Ze ak X(¢) je rieSenim rovnice
(@9) a Y(T') je Tubovolnym rieSenim rovnice (), potom funkcia

YIX(#)]
(8) yO) =y

Vix'o)
je v definiénom intervale funkecie X(t) rieSenim rovnice (Q). Ak diferencidlnu
rovnicu (q) resp. (@) vySetrujeme na intervale I, resp. J, tak transforméciu
nazyvame tUplnou, ak plati: X(I)=J.

Veta 5: Nech f(t) resp. B(T) je druhd hlavnd hyperbolickd faza rydzo diskonju-
govanej rovnice (q) druhého druhu, resp. rydzo diskonjugovanej rovnice (Q)
druhého druhu na intervale I, resp. J. Potom existuje riesenie X(t) dbelovskej
SJunkciondlnej rovnice B[ X (t)] = B(t), ktoré realizuje uplnit transformdciu rieseni
rovnic (q1), (@1) v zmysle vzorca (8).

Do6kaz: Z definicie druhych hlavnych hyperbolickych fiz je vidiet, Ze
plati: B(I) = B(J) = (— 0, ), odkial je zrejma aj platnost dbelovskej
funkciondlnej rovnice B[X(f)] = f(t) pre kazdé t € I, ako aj rovnost X (I) = J.
Z uvedenej funkciondlnej rovnice mdme na intervale I identitu

!
tg b B[X(t)] = tg h ()
a po prevedeni schwarzovske] derivicie vztah:
—{X,t} — {tgh B, X} X? = —{tgh B, t},

ktory je podla (9) totoZny s rovnicou (@i91). Tym je dokaz ukondeny.

328



Funkeciu X(t), o ktorej hovori veta 5, mézeme vyjadrit explicitne vo tvare
X(t) = B [6®)],

kde B-1(T) je inverznou funkciou k druhej hlavnej hyperbolickej fize B(T).

V 8pecidlnom pripade, ked rovnica (¢q1) je totoznd s rovnicou (@), dosta-
neme explicitné vyjadrenie Gplného, t. j. na intervale I definovaného rieSenia
Kummerovej rovnice (¢191), ak pouZijeme vetu 4, vo tvare

(9) X(t) = paleB(t) + k1,

kde f(t) je druhd hlavna hyperbolickd fiza rovnice (¢) na intervale I a f(f)
je k nej inverznd funkecia, ¢ = 4-1 a k je Iubovolna konStanta. Vzorom (9)
su vyjadrené centrilne disperzie druhého druhu (tieto st pre prvy druh al-
gebraicky definované v praci [1]) rydzo diskonjugovanej diferencidlnej rovnice
(¢) drubého druhu pomocou druhych hlavnych hyperbolickych fdz.

Skor nez uvedieme druhd aplikdciu, zdéraznime, Ze ak je diferencidlna
rovnica (¢q) rydzo diskonjugovand druhého druhu na intervale I, tak je tito
vlastnost dedi¢nd pre kazdy interval I < I;. Existuji teda aj druhé hlavné
hyperbolické fazy p(t) rovnice (¢) na intervale I a v pripade, ked interval I
mé koneénd dizku, nech maji nasledujicu vlastnost:

(10) lim g'(t) = lim B'(¢) = oo sgn B'.
t>a, t>b_
Funkecie
sin h f(t) cos h ()
t = T t _ ——0F—
w8 =" "0 ="

st bdzou rieSeni rovnice (g1) s nosi¢éom (7), na intervale I spliiuji nerovnost
|lua(t)] < |vi(f)], a preto moéZeme pomocou nich definovat redlnu funkeiu

(11) r1l) = Vv‘f — Ul

ktord vyhovuje diferencidlnej rovnici hyperbolickych amplitid
(1) 1‘1’ = ql(t)r] — TIS,
kde ¢1(t) je nosié rovnice (g1).

Z vlastnosti (10) dostdvame tvrdenie nasledujiicej vety:

Veta 6: Nech q(t) € C2(I) a nech diferencidlna rovnica (q) je rydzo diskonju-
govand druhého drubu na intervale I. Ak a, be By, a < b, a, b € I, potom exis-
tuje riedenie ri(t) nmelinedrnej diferencidlnej rovmice (r1), ktoré spliia okrajové
podmienky

lim 7(¢) = lim r1(¢) = O,
t>a, t->b_
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a je nim rieSenie r1(t) = ¢|f'(t)| "%, kde e = +1 a B(t) je druhd hlavnd hyper-
bolickd fdza rovnice (q) na intervale 1a, b) spliujica vztah (10).
Vzhladom na vztah (1) moézeme (11) pisat v tvare

I

=
Vi qul

kde s(t) je druhd hyperbolickd aplitida diferencidlnej rovnice (g), ktord vy-
hovuje nelinedrnej diferencidlnej rovnici (pozri [5])

(12) ri(t) =

) ?® q
(s) 8 =gs——+— .
s q

Za predpokladu, Ze plati vztah (10), vzhladom na (12) a vetu 6 dostdvame
nasledujicu vetu:

Veta 7: Nech q(t) € C2(I) a nech diferencidlna rovnica (q) je rydzo diskonju-
govand druhého druhu na intervale I. Ak a, be E1, a < b, a, b € I, potom exis-
tuje rieSenie s(t) nelinedrnej diferencidlnej rovnice (s), ktord vyhovuje okrajo-
vygm podmienkam

lim s(t) = lim s(t) = 0

t>a, t->b-

a je nim rieSenie s(t) = &|/|q| |B'(t)|7V2, kde ¢ = +1 a p(t) je druhd hlavnd hyper-
bolickd fdza rovnice (q) na intervale (a, b), ktord md vlastnost (10).

Zéverom tohto élinku dakujeme RNDr. J. Krbilovi, CSe., za jeho cenné
rady a pripomienky.
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LINEAR HOMOGENEOUS SECOND ORDER DIFFERENTIAL
EQUATIONS
PURE DISCONJUGATE WITH REGARD TO THE DERIVATE

Rudolf Blasko, Milo$s H48ik
Summary

In the present paper the differential equation (q) y¥” = q(t)y, ¢(t) € C2(I1), q(t) = O
for every ¢ € I, is investigated. There is introduced a notion of the pure disconjugate
differential equation (q) of the second kind in the interval I = (a,b) < I.

In Theorems 1, 2, 3 there are proved the necessary and sufficient conditions for pure
disconjugacy of (q) of the second kind in the interval I. By means of the second main
hyperbolic phases defined in the interval I (the structure of these phases is introduced
in Theorem 4) the transformation of solutions of differential equation ¥ = Q(7)Y,
Q(T) € Ca(J1), Q(T) + 0 for every T € J, is investigated which is pure disconjugate in
the interval (4, B) = J < Ji, into solutions of (q) (Theorem 5) and a boundary problem
is solved of the non-linear differential equation 77 = qi(t)r1 — 1/r$, where ¢i(t) is a bearer
of the first accompanying equation towards (q) (Theorem 6) and a boundary problem
of the non-linear differential equation s” = ¢s — ¢2/s3 + ¢’s’/q as well (Theorem 7).
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