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Mat. Čas. 25, 1975, No. 1, 49—58 

АБСТРАКТНОЕ ПОСТРОЕНИЕ МЕРЫ ЛЕБЕГА 
ИЗ МЕРЫ БОРЕЛЯ 

БЕЛОСЛАВ РИЕЧАН (ВЕ^О8^АV Ш Е С А ^ 

Целью настоящей заметки является пополнение меры определенной 
на некоторой подструктуре К заданной структуры II. Определение меры 
и условия накладываемые на II мы приняли следуя В. С. В а р а д а р а я н у 
(см. [1]). Проблема абстрактного пополнения была автору поставлена 
Г. Е. Ш и л о в ы м и здесь она полностью решена для вероятностных мер 
являющихся оценкой (см. пример 2.1 и предложение 2.3). 

1 . Логика как область определения меры 

Пусть дана структура Н с наименьшим элементом 0 и наибольшим 

элементом 1 (см. [2]; структурные операции мы будем обозначать через 

и и П). Отображение _]_ : а -> а х называется ортодополнением (огтЛю-

сотр1етепЪатлоп) если выполнены следующие условия (см. [1], также 

[3], [4]): 
1.1. Отображение _|_ взаимооднозначно. 
1.2. Если а, Ъ е Н и а ^ Ъ, то Ъ1- <; а1-. 
1.3. Для всех а Е II справедливо а1-1- = а. 
1.4. Для всех а Е Н справедливо а Г\ а1- = 0. 
1.5. Для всех а Е Н справедливо а и а 1 = 1. 
Структура Н с ортодополнением _|_ называется л о г и к о й , если более 

того выполнены следующие условия: 
1.6. Для всякой последовательности {ап}™ х элементов из // существует 

00 00 

в II верхняя грань \/ ап и нижняя грань Д ап. 
п 1 п=1 

1.7. Если ах, Й2 Е II и а\ ^ а2, то существует такой элемент ЪЕН, 
что Ъ ^ а1 и Ъ и а\ = а*. 

Простыми примерами логики являются с одной стороны множество 
всех подмноя^еств данного множества X упорядоченное включением 
I с теоретико — множественным дополнением в качестве ортодополнения; 

€ другой стороны—логикой является множество всех замкнутых линейних 
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подпространств гильбертова пространства, упорядоченное включением, 
с соответствием Е -> Е1 (ортогональное дополнение) в качестве орто
дополнения. Именно этот второй пример играет некоторую роль в кван
товой теории. 

Лемма 1.1. Если а, Ъ е II, а ^ Ъ, то Ъ = а и (Ъ п а1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу 1.7 существует с ^ а± так, что Ъ = с и а. 

Но тогда с й Ъ, с ^ а1, значит Ъ = с и а ^ ( а 1 П Ъ) и а. На другой 

стороне а1 П Ъ й Ъ, а ^ 6, значит ( а 1 П Ь) и а ^ 6. 

Определение 1.1. Элементы а, Ъ логики Н мы будем называть орто
гональными и писать а _]_ 6, если а ^ Ъ1 (или, что есть то же самое, 
если Ъ ^ а1-). 

Лемма 1.2. Пусть а ±Ъ, Ъ й с. Тогда (а и Ъ) П с = (а п с) и Ъ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . [1], гл. VI., стр. 123. 

Лемма 1.3. Если Ъ, с е Н и Ъ й с, то Ъ = с п (с п Ъ1)1-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в лемме 1.2 а = с1. Тогда сП(с П Ъ1)1 = 

= (с1- и 6) п с = ( с 1 п с) и Ъ = &. 
Приведем теперь несколько определений следуя Г. Е. Шилову и Б . Л . 

Гуревичу (см. [5] §8, п. 7). (Конечно, мы эти определения переносим на 
любую логику.) 

Определение 1.2. Подструктуру К логики Н мы будем называть коль
цом, если из а, Ъ е К вытекает а П Ъ1 е К. Кольцо К называется а-колъ-
цом, если для всякой последовательности {ап}^=1 элементов из К ограни-

00 

ченной сверху элементом из К также \/ап принадлежит К. Кольцо на-
п=\ 

зывается И-колъцом, если для всякой последовательности {ап}^ г элементов 
00 

из К также \/ап принадлежит К. 
п=\ 

Примечание 1.1. Очевидно, всякое 27-кольцо является сг-кольцом. 

Если 1 е К и К является а-кольцом, то К является 27-кольцом. 

Примечание 1.2. Иногда пользуются другими названиями (см. П. Р. 
Халмош [6]). ст-кольцо в смысле Халмоша — это 27-кольцо в смысле Ши
лова—Гуревича. Тогда удобно ст-кольцо в смысле Шилова—Гуревича 
называть д-кольцом (см. предложения 1.1 и 1.2). 

Предложение 1.1. ЕслиК—кольцо и если для всякой последовательности 
оо 

{ап}п-1 элементов из К и /\ап принадлежит К, то К является а-кольцом. 
п=\ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, апеК, ап ^ а (гс = 1, 2, . . . ) . Тогда 
а П а х 6 К, значит по условию предложения 

а п (Уап)1 = а п Да« = /\(а л а х ) 6 К. 

Но из леммы 1.3 следует, что 

\/ап = а П (ап (Уап)1)1 е К. 

Обратное утверждение справедливо при несколько более сильных усло
виях накладываемых на Н. 

Определение 1.3. а-полная структура 8 называется а-непрерывной, 
если для всякой не убывающей последовательности {ап}п=\ из 8 и всякого 
а е $ справедливо У(ап п а) = (Уап) П а; и двойственно. 

Предложение 1.2. Если Н — а-непрерывная логика и К — а-колъцо, 

то К замкнутое относительно счетных нижних граней. 
п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Ъп = \/а^ (п = 1, 2, . . . ) . Тогда а\ П 
;=1 

п п 

П Ьп = а\ П (\/а^) = «1 П (Д^г)"1 еК, а\ п Ъп й а\ (п = 1, 2, . . . ) , зна-
I 1 г = 1 

оо 

чит \/ (а\ с\Ъп) е К. Кроме того, {Ъп}™=\ не убывающая последователь-
п 1 

00 00 

ность, значит V ( а 1 п &») = а * п (\/Ьп)- Таким образом 
/г 1 п=1 

00 00 00 

«1 П ( Д а я ) х = « 1 0 0/<С) = а±п( уЪп) е К 
п 1 п-1 п=1 

и наконец по лемме 1.3 

00 00 

/\ап = а\ п (ах П (Лап)1)2- е _К\ 
« 1 п 1 

Определение 1.4. Нустъ К <-= 7/ любое не пустое множество. Знаком 
а(К) (соотв. 27(К), ^(К), 8(К)) мы будем обозначать наименьшее а-колъцо 
(соотв. Е-колъцо, соотв. множество замкнутое относительно нижних 
граней не возрастающих последовательностей и верхних граней ограни
ченных в ^(К) не убывающих последовательностей, соотв. множество 
замкнутое относительно нижних граней не возрастающих последователь
ностей и верхних граней не убывающих последовательностей) содержа
щее К. 

Предложение 1.3. Пусть Н — а-непрерывная логика. Если К — 
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структура, то Е(К), 8(К) структуры. Если К — кольцо, то ^(К), 8(К) 
кольца. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К — кольцо, Ъ еК фиксированный элемент. 
Положим Е = {а; а П Ь1 е Е(К)}. По условию Е => К. Пусть ап е Е, 

• 00 со 

ап ^ ап+г (п = 1, 2, . . . ) . Тогда (/\ап) П б 1 = /\(ап П б 1 ) е Е(К), зна-
п 1 /г—1 

со 

чит /\ап Е Е и Е замкнут относительно образования счетных нижних 
п=1 

граней. Пусть, наоборот ап й ап+1 й ао, #о, ап в Е (п = 1, 2, . . . ) . Тогда 
а„ П Ь 1 е Е(К), ап П б 1 ^ а0 п &1 е А>(А), значит (\/Яя) П Ь 1 = \/(апп 
С\Ъ1-)е^(К), значит и \/апеЕ. Мы доказали, что Е =э Е(К). Ввиду 
ТОГО а СЛЪ1- е ^(К) для всяких а е ^(К), Ъ е К. 

Пусть теперь а е ^(К) фиксировано. Положим М = {Ъ; а П 5 е ^(К)}. 
По предыдущему Ж => А". Пусть 6^ е М, Ъп ^ Ъп+± (п = 1, 2, . . . ) . Тогда 
# П б 1 ^ а е #(А"), а П й^ 1 <; а П й 1 ^ (п = 1, 2, . . . ) , значит 

со со со 

а о (Д6,,)1 = а о (У^) = У(« п 6 » ) е ^( 70 
9 4 - 1 П=1 11=1 

с о 

п Дйтг е 71/. Пусть, наоборот йЛ ^ Ьп+1-, Ъп е М (п = 1, 2, . . . ) . Тогда 
п-1 

а П й 1 е />(А), а П й 1 ^ а П б 1 . ! (гс = 1,2, . . . ) , значит 

а П ( у ^ ) 1 = а п Д й 1 = Д ( а П й 1 ) е А>(А) 
и = 1 »» 1 

со 

и Дй/г е Л/. Таким образом М замкнуто относительно назначенных опе-
п-1 

раций и 71/ => # ( А ) . 

Предложение 1.4. Пусть II — а-непрерывпая логика. Если К — кольцо, 
то ^(К) = сх(А), #(А) = ЦК). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно по предл. 1.1 и 1.2 о(К) является зам
кнутым относительно образования нижних граней не возрастающих по
следовательностей и верхних граней не убывающих последовательностей 
ограниченных элементами из о(К). Значит о(К) => А>(А). С другой стороны, 
по предл. 1.3 ^(К) является кольцом замкнутым относительно нижних 
граней счетных подмножеств. Но тогда ^(К) а-кольцо, значит Ю(К) => 
-="> а(К). Равенство Я(К) = Е(К) доказывается таким-же образом. 

Предложение 1.5. Пусть Н — о-непрерыепая логика. Пусть К — струк
тура, а е 8(К), Ъ е ^(К), а й Ъ. Тогда а е ^(К). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Е = {с е 8(К); сГ\ЬеЕ(К)}. Е => А, 
так какЕ(К) является структурой. Пусть сп е Е, сп й сп г (п — 1, 2, . . . ) . 



Тогда Сп П 6 е ^(К), сп Г\Ъ й сп+1 п б ^ Ъ е ^(К) (л = 1, 2, . . .) ,зна-
Ч И T 

(Vc») r-i 6 = \/(cnr\b)eD(K). 
П 1 

и \/ сп е ^. ЕСЛИ, наоборот сп е^, сп ^ сп+1 (п = 1, 2, . . . ) , то сп п 
n 1 

п Ь ^ с^п п б (и = 1, 2, . . . ) , значит 

(ДсО п б = /к(спс\Ъ)е^(К) 

и Д с п е X. Таким образом Ь замкнуто относительно верхних граней не 
и 1 

убывающих последовательностей и нижних граней не возрастающих 
последовательностей. Из этого следует, что ^ => $ ( К ) . Из того, что а е 
е 8(К) теперь следует, что а = а П Ъ е ^(К). 

2. Определение и свойства меры 

Определение 2.1. Пусть К —- подструктура логики II содержащая 
ну лесой элемент 0. Мерой на К мы будем называть всякую функцию не 
отрицательную \х (оо может входить в область значений), определенную 
на IV, принимающую в точке 0 значение 0 и счетно-аддитивную, т. е. 
выполняющую следующее условие: 

Если {ап}^ х любая последовательность попарно ортогональных эле-
00 00 со 

ментов из К и \/апеК, то р(\/ап) = ]Г [л(ап). 
п-1 п = 1 п 1 

Предложение 2.1. Пусть К является кольцом и /л мерой на К. Тогда 
справедливо: 

п п 

а) [I является конечно-аддитивной, т. е. МV а г ' ) = ^ М а 0 &ля всяких 
; 1 / = 1 

попарно ортогональных элементов а% из К. 

Ъ) /г является не убывающей функцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если #1, . . ., ап попарно ортогональны, то мы 
можем положить Ъ^ = а% (г = 1, . . ., га), Ъ{ = 0 (ъ = га, п + 1, . . . ) . 
Тогда &1, &2, • • •, Ъп, . . . опять попарно ортогональны п 

п оо оо п п 

АУ<ч) = мО/М = 2 ММ = 2 Мь.) = 2 .«(<*.) • 
?" 1 ^ - 1 г 1 г = 1 1 = 1 
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Если а 5̂  Ъ, то ввиду леммы 1.1 Ъ = а V (о м а1), а _1_ (Ь п а ' ) , значит 
^(6) = //(а) + [л(Ъ П а 1 ) ^ [л(а). 

Предложение 2.2. Пусть К — кольцо, [л — не отрицательная конечно-
-аддитивная функция па К. Функция [л является мерой тогда и только 
тогда, если она полунепрерывная снизу, т. е. если из ап е К, ап й ап 1 

СО 00 

(п = 1, 2, . . . ) , \/ап

 е К следует [л(\/ап) = Н т /л(ап). 
? г = 1 ?г 1 ?г->со 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [л является мерой и апеК, ап й ап+\ (п 
СО 00 

= 1, . . . ) , \/апеК. Очевидно [л(У ап) ^ Н т [л(ап), значит равенство 
я 1 л 1 /г-кх> 

справедливо, если [л(ап) = со для какого-нибудь п. Пусть [л(ап) < со 
для всех п. Положим Ъ± = а1, Ъп = ап П а^ г (п = 2, 3, . . . ) . Тогда по 

?г 

лемме 1.1 ап = VМ• Более того, все Ъп попарно ортогональны, так как 
г 1 

Ъ^ = (ап П а^ 1 ) ± = а,| ^ а^-1 ^ ая_1 ^ Ья_1. Значит 

оо оо со ?г 

[л(\/ап) = [л(\/Ъп) = 2 М М = Нт 2 М М 
и 1 и 1 н 1 ?г->оо г 1 

?г 

= Н т (ММ + 2 М а * п ^-1)) • 
?г->оо г 2 

Снова используем лемму 1.1. Тогда 

со п 

М V а » ) = Н т ([л(а{) + 2 (ММ — М а * М ) ) = Н т М М • 
? г = 1 ?г->со г 2 ?&->оо 

Пусть наоборот [л полунепрерывная снизу и пусть {Ъп}^ г последователь-
и 

ность попарно ортогональных элементов. Положим ап = V М Тогда 
[ 1 

мм = 2 мм п 

г - 1 

00 00 Г4 п оо 

М V М = [л(\/ап) = Нт/*(а я ) = Н т / * ^ М = 1 1 т 2 М М = 2 М М • 
? г - 1 ? г = 1 ?г->оо ?г->оо г = 1 ?&->оо г 1 ?г 1 

Определение 2.2. Функция [л определенная на некоторой структуре А 
называется оценкой, если 

/л(а) + [л(Ъ) = М а и Ъ) + М а п 6) 

для всяких а, Ъ е А. 
К сожалению, не всякая мера на логике должна быть оценкой. 

Пример 2.1. Пусть Н — множество всех линейних подпространств 
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двумерного Эвклидова пространства В2. Если ^ одномерно и его от
клонение ос от оси абсцисс замкнуто между 0 и л/2, то мы положим //(X) = 

ос. Если п/2 < ос < л, то //(-Ь) = тг — а. Наконец для нульмерного 
подпространства положим р(0) = 0 и [л(В2) = тг/2. Тогда /л является 
мерой, но не оценкой. 

Пример 2.2. Вот простой пример меры на подлогике являющийся 
оценкой. Пусть К — множество всех конечномерных подпространств 
некоторого гильбертова пространства; мера подпространства из К —• 
его размерность. 

Определение 2.3. Пусть II — логика, а, Ъ е II. Мы будем писать а <-> Ъ 

(см. [1]), если существуют такие попарно ортогональные элементы а\, 

а2, аз, что а = а\ и а2, Ъ = а2 и аз. 

Предложение 2.3. Если р, мера на структуре К <-= II и а <-+ Ъ, то р(а) + 
+ /*(Ь) = //(а и Ь) + /г(а П Ь). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, а = а± и а2, 6 = а% и аз, где 
#1, ^2, аз попарно ортогональны. Но тогда а и 6 = а± и а2 и аз. На 
другой стороне по лемме 1.2 а п Ь = аг и ((а± и а2) п аз) = а2 и 0 — аг, 
так как аг и а2 _1_ аз. Значит 

/л(а и Ь) + ^(а п Ъ) = //(ах и а2 и аз) + р(а2) = 

= /^(а1 и а2) + //(аз) + р(а2) = /*(Я1 и аг) + [л(а2 и аз). 

3. Пополнение меры являющейся оценкой 

Следующие названия заимствованы из книги [5]. 

Определение 3.1. Пусть II — любая логика, р — мера на структуре 
К с II. Мера /л называется борелевской ("соотв. обобщенной борелевской), если 
К — а-колъцо и р конечна (К — Е-колъцо). Мера р называется полной, 
если изайЪ,ЪеК,аеН, р(Ъ) = 0 вытекает а е К. Мера /л называется 
конечно-лебеговской (соотв. лебеговской), если она полна и борелевская 
(соотв. обобщенная борелевская). 

Приступим теперь к конструкции пополнения. 

Определение 3.2. Пусть Н — логика, К <=• II, К — кольцо, р, — мера 
па К. Положим 

К = {а е II; существуют а\, а2 е К, а± ^ а й а2, 

/л(а±) = р(а2)} 
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и определим функцию р, на К равенством 

/1(а) = р(аг) = р(а2) • 

Примечание 3.1. Заметим, что определение функции р корректно. 
Если также Ъх й а й Ъ2, Ъх, Ъ2 е К и р(Ъх) = р,(Ъ2), то Ъ2 ^ ах, а2 ^ Ъг, 
значит 

р(Ъ2) = /г(&1) ^ [л(а2) = 1л(а{) <, р(Ъ2). 

Предложение 3.1. Если К <= Н, К — структура и р не убывающая 
оценка на К, то К является структурой. /I является не убывающей оценкой 
и продолжением [л. Если а й Ъ < с, а, с е К, /1(а) = р,(с), то Ъ еК. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, ЪеК, а\ <, а <, а2, Ъ\ < Ъ <, Ъ2, /л(а\) = 
= /и(а2), р(Ъх) = /л(Ъ2). Тогда ах и Ъ± ^ а и Ъ ^ а2 и Ъ2, ах и Ъх еК, а2 и 
и Ъ2 е К, [л(а2 и Ъ2) = ц(а2) + р(Ъ2) — /л(а2 П Ъ2) = 1д(ах) + /л(Ъх) — р(а2п 
п Ъ2) <; р(ах) + р(Ьх) — р,(ах П Ъх) = р(а\ и Ъх) й р(а2 и Ъ2), значит а и 
иЪеК. Подобным способом доказывается, что аПЪеК. Более того, 
1х(а2 и Ъ2) = /2(а и Ъ), р(а2 П Ъ2) = /1(а П Ъ), значит 

(1(а и Ъ) + [1(а п Ъ) = //(я2 и 62) + /г(#2 п 62) — 

= р(а2) + ^(бг) = /2(я) + /1(6). 

Предложение 3.2. Пусть К ^ Н, К — кольцо, р — мера на К явля
ющаяся оценкой. Если К — о-колъцо (соотв. И-колъцо), то К — струк
тура являющаяся замкнутой относительно счетных нижних граней (со
отв. нижних и верхних граней) и р, является на К мерой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К — ^-кольцо, апеК, Ъп, спеК, Ъп <, 
п 

й ап й сп, р,(Ъп) = /и(сп) (п = 1, 2, . . . ) . По предл. 3.1 также с1п = /\а( е 
г 1 

0 0 оо 

Е К (п = 1, 2, . . . ) . Положим Ъ = /\Ъп, с = /\сп. Тогда Ъ, с е К, Ъ й 
и 1 и 1 

00 

й /\ап й е н 
п 1 

П ,1 

/А(С) -= 1ип 1л(/\Сг) = Ит /г(Д6*-) = р(Ъ), 
ИНЮО I 1 П^ОО 1 1 

оо 

значит /\ап е К. Утверя^дение касающееся случая когда К — ^-кольцо 
п 1 

доказывается подобно. 
Пусть наконец {ап}™ ] последовательность попарно ортогональных 

оо 

элементов из К, таких, что а = \гап еК и пусть Ъ, Ъп, с, сп еК такие, 
а 1 
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что Ъ ^ а <; с, Ъп й ап й сп, /л(Ъп) = р,(ап) = [л(сп) (п = 1,2, . . . ) . Тогда 
Ъп также попарно ортогональные, ибо Ъг ^ аг <> а± й Ь/- для ^ Ф у. 

ОО 00 

Но тогда существуют \/Ъп ^ ^ с й ^ с и 
W 1 

2 АЫ - 2 ММ = М\/Ьп) • 
/* 1 «=-1 п - 1 

00 М Н 00 

С другой стороны /л(\/Ъп) = Н т /л(\/Ъг) = Н т /и(\/сг) = /и(\/сп), значит 
?? 1 n->oo г 1 w->-oo / 1 /? I 

A(Va») = MVbn) 
n = l M - 1 

и предложение доказано. 

Теорема 3.1. Пусть К ^ Н, К — структура, /и — конечная мера на К 
являющаяся оценкой. Если К — кольцо (а-колъцо) содержащее наиболъщий 
элемент 1, то К также колъко (а-колъцо) и /I полная мера на К являющаяся 
продолжением [г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что /I — мера и К — структура мы уже до
казали. Остается доказать, что из а е ^ следует а^еК, ибо тогда из 
а, Ъ еК следует а п Ъ1- еК. Пусть аеК, Ъ ^ а й с, Ъ, с еК, //(Ь) = 

/л(с). Тогда Ъ1 ^ ах ^ с1-, Ъ1, с1 е К и 

/.(&•-) = /.(i) — JИØ) = /iU) — M<0 = M* x ) , 

значит а 1 6 ќ. 
Пример 3.1. Пусть Н — логика всех линейных подпространств 3-мер

ного пространства В3. Пусть К состоит из нульмерного пространства О, 
всего пространства В3, некоторого одномерного пространства Ь± и его 
ортогонального дополнения. Пусть /л(0) = [л^{) = 0, ^(Ьх) = [л(В3) = 1. 
Тогда /а является вероятностной мерой и оценкой на К. С другой стороны 
К ф К, так как в К входят все одномерные линейные подпространства 
пространства ^^. Значит, пополнение меры содержательно. 

Пример 3.2. Пусть Н — логика всех линейных подпространств дву
мерного пространства В2, К состоит из {(#1, Хъ)\ х± = 0}, {(х±, #2); Хг = 0}, 

{(#1, #2); Хг — Х±} II {(#1, # 2 ) ; 002 = %{} - ПуСТЬ //(0) = 0, [л(В2) = 2 II 

/г(Х) 1 во всяком другом случае. Тогда К — подлогика логики //, /а — 
мера являющаяся оценкой. В этом случае К = К Ф Н, значит попол
нение меры не является распостранением на всю логику Н. 

С другой стороны никакое одномерное пространство из К не является 
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измepным (в cмыcлe Kapaтэoдopи), тaк кaк ecли a, b нe opтoгoнaльны, 
тo a n b = 0, a n b1 = 0, знaчит 

fл(a) = 1 ф 0 = fЩ + fл(0) = fл(a П b) + fл(a n b- . 

Mы видим, чтo в cлyчae лoгик нe пpимeнимa тeopия Kapaтэoдopи. 
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