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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 11, 4, 1961

POZNAMKA O F-TRIEDACH
V KOMUTATIVNYCH HAUSDORFFOVYCH
BIKOMPAKXTNYCH POCLOGRUPACH

IiMRICH FABRICI. Bratislava

Ako je zname z prace [1], kazdd Hausdorffovu bikompakint pologrupu & mozno
pisat ako disjunktny sucet K-tried. Rovnako je zname z prace [3]. z¢ kazdu polo-
grupu mozno napisat ako disjunktny sucet F-tried. Cielom tejto poznamky je vv-
skamat vzajomny vzfah K-tried a F-tried komutativnej Hausdorffovej bikompaking)
pologrupy, najmi so zrelefom na operaciu uzaveru.

Aby sme sa v priebehu Gvah nemuseli zvIasSt odvolavat. uvedicme nicktoré po-
znatky z prac [1], [2]. [3], ktoré v dalSom pouzZijeme.

Nutna a postacujuca podmienka na to, aby dva prvky x. 3 komutativnej polo-
grupy S patrili do tej istej F-triedy je, ze bud n = y, alebo existuji také a. he S.
7Ze x = ay, v = bx. V komutativnej pologrupe kazdad maximalna grupa G, patriaca
k idempotentu e, je F-triedou a kazda F-trieda obsahujlica idempotent je maximalnou
grupou. Ak S je Hausdorffova bikompaktna pologrupa, budeme hovorit. 7e pryvok
ae S patri k idempotentu e,, ak e, je jedinym idempotentom pologrupy A4 =
= la, a®, a. ...1* Kazdy prvok a € S patri k jednému a len jednému idempotentu.
Znakom K, budeme oznacovat mnozinu vSetkych prvkov patriacich k idempotentu ¢, .
Plati S = U K,. MnoZiny K, su disjunktné a kazda z nich obsahuje ako podmnozinu
isti maximalnu grupu G,, ktora je uzavreta a ktora ma e, za jednotkovy prvok.
Ak ae K,. potom A = la. a* a*....) = K,. Ak S je komutativna Hausdorffova
bikompaktna pologrupa a ak a € S patri k idempotentu e¢,, b € S patri k idempo-
tentu e,, potom ab patri k idempotentu ¢,¢,. Z toho vyplyva, 7ze K, je (v komuta-
tivnom pripade) pologrupou. Budeme ju volat maximalnou pologrupou patriacou
k idempotentu e,. K-triedy K, nemusia byt uzavreté. To znamena, 7e K, mdZe obsa-
hovat prvky patriace k inému idempotentu nez e,. Ak K, nie je uzavreta. potom K,
obsahuje aspoti jeden idempotent = ¢,. Ak K,n K; + 0, potom ¢, € K,. Ak K, n
N Ky % 0. potom v komutativnom pripade pre maximalnu grupu G, plati G, <
< K, — K,. Ak x € S, uplny systém okoli elementu x oznacime ((x).

* Pruh nad znakom mnoZiny znali uzaver.
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Definicia 1 (podla [3]). Nech S je komutativna pologrupa. nech x e S. Poton:
mnozinu 1= (X0 Sy nazyvame hlaviyni idedlom vyieorenym prokonn x.
Hlavny ideal vytvoreny prvkom x budeme oznacovat ().

-

Detinicia 2 (podla [3]). MnoZinu vSetkyeh prkoc x € S vvtedrajicich ten isty hlavny
idedl nazycame F-triedou.

f-tricdu obsahujicu prvok x budeme oznaCovat F.. Kazdy prvok pologrupy &
patri do urcitej F-triedy. Pologrupa 5 sa da napisat ako sucet (disjunktnych) F-tried.

Veta 1. KaZdd [I-trieda komutativnej Hausdorffovej bikompaktnej pologrupy je
uzavreld.

Daokaz, Uvazujnie Tubovolnt Fetriedu F. Cheeme ukazat, Je¢ F = F. Pretoze
I < . stadi ukazat. 7 F je tiez F-triedou. To znamenA. treba dokézat, Ze pre Tubo-
volné v, e Flox % 1 existuj také a, be S, 7¢ plati

No=ay, = hx.

Nech to nie je pravda. Potom bud rovnica v = ay, alebo 1 = ax nema rieSenic
aes.

Nech rovnica v = gy nema rieSenie a € S. Ku kazdému prvku c € S, ked 7¢ S je
Hausdorffov priestor, na zaklade spojitosti operacie nasobenia vyplyva existencia
takych okoli O (x) € ((x). O.(v)e ((y) a O(c) € ((c), Ze plati:

O (x)N [0O(c) . O(y)] = 0.

Uvazujme systém [O(c)}. ¢ € S. Zrejme S < | O(¢). Pretoze S je bikompaktna,
ceS
existuje kone¢ay systém O(c¢y). O(cy), ... O(c,), ktory pokryva S. Pre i = 1. 2. ... n.
plati:
O ()N [O(cy) . 0. (»)] = 0.

Zrejme  existuji okolia  O(x) € 6(x), O(y) € €(y), Ze plati: O(x) = ) O.(x) a
n i=1
O(y) = ) O, (r). Potom zrejme plati:
i
O(x)n [O(c;) . O(p)] = 0,
re i=1,2,...n Kedze § = | O(c¢;), na zaklade predchadzajucich vztahov do-
i=1

stavame:

0(x)n [S. O(y)] = 0.

Ukazeme. Ze posledny vztah neméze byt splneny. PretoZe x € F, y € F, odtial vyplyva,
7¢ v kazdom okoli prvku x a prvku y existuje asponi jeden prvok z F. Teda existuji
také &, n,ze e Fyne Fa e O(x), ne O(y). A kedze &, np patria do tej istej F-triedy F.
existuje z€ S. ze ¢ = zn. Teda je £ € O(x), E€S. O(y). To je spor.
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Tym sme dokazali, Ze rovnica v = ¢y ma pre kazdé x. ye F riesenic ¢ € S. Po-
dobne sa dokaze, Ze aj rovnica v = hx ma ricsenic ¢ € S pri danom . v e F. Tym
je veta dokazana.

Veta 2. Nech S je komutativna Hausdorffova bikompakind pologrupa. Potom kazda
maximdina pelogrupa K,, patriaca k idempotentu e, je suctom F-ivied pologrupy S.

Dokaz. Staci dokazat, ze vSetky prvky danej F-triedy patria k tomu istému
idempotentu.

Uvazujme [Tubovolnt F-triedu F pologrupy S. Nech xove £l v & vo Prvok v
nech patri k idempotentu e, . prvok y nech patri k idempotentu e,. Naseu dlohou jo
vkazaf, 7e ¢, = e,. 7 predpokladu, Ze v, ye F a x % vy, vyplyva cxistencia takyveh
prvkov a. b e S, ze plati:

X = ay, y = bx. )]

Nech prvok a patri k idempotentu e}, prvok b nech patri k idemipotentu ¢;. Prvok cr
potom patri k idempotentu eje, . Prvok by patri k idempotentu ehe, . Ale z rovnie (1)
vyplyva. Ze musi platit:

¢y = ey, €y = ¢3¢y,

' . - . 2 . . . .
kdee). e5 € S. Vytvorme Se; = Sele, = S7¢, @ Se,. Ale Se; = Se, v {e)) = Se, =
= {¢;] U Se,. Dostali sme. Ze plati:

(e3) = (ey). (2)
Podobne dostaneme, Ze plati:
(ey) = (7). (3)

Zo vztahov (2), (3) dostaneme rovnost (¢;) = (¢,). To znamena. 7¢ ¢,. ¢, patria
do tej istej F-triedy F', vSeobecne réznej od F. Ale podla poznamok v tvode musi
plutif, Ze e, = e,. Cize prvky x, y € F patria k tomu istému idempotentu. Tym je
veta uplne dokazana.

Veta 3. Nech K, je lubovolnd K-trieda a F [ubovolnd F-trieda komutativnej Haus-
dorffovej bikompak tnej pologrupy S. Potom nastdva prdve jeden = nasledujicich pripador:

(A) Fc K,

(B) Fc K, —K,.

(C) Fe S~ Ea

Dokaz. Ze nastava najviac jeden z uvedenych pripadov jo zrejmé z toho. 7o
mnoziny K,, K, - K,. S — K, su disjunktné. Dokazeme, 7e nastava aspoi jeden
z pripadov (A), (B), (C). Ak Fn K, & 0, potom F < K,_, ako to vyplyva z vety 2.
Teda nastava pripad (A).

Nech Fn K, = (). Ak dokonca Frn K, = 0, potom F < S — K,. takZe nastava
pripad (C).

Ostava pripad Fn K, = 0, ale Fn K, + 0. DokaZeme, Ze viedy nastava priped
(Bl L j. Fe K, — K,. Vzhladom na predpokiad Fn K, = 0 stati dokazai. Z¢
"< K,.



Vermime Tubovolné ve F. Dokazeme, 7e ve K.

Kedze -0 K, + 0. existuje nejaké ye Fn K. Prvky x. ¥ s 7 e istej F-triedy £
preto bud v =y, alebo v = ay pre nejaké ¢ € S. V prvom pripade v = ye Fn
A K, K,. i vek, ¢ sme mali ukézat.

Ak vSak v = gy, zo spojitosti operacie nasobenia vyplyva, 7e¢ k Tubovolnéniu
okoliu O(x) prvku v, existuji také okolia O(a). O(y) prvkov a, v, 7e O(d) . O(y) <
< O(x). Prvky x, v stz tej istej F-triedy a preto aj z tej istej A-triedy, teda patria
K tomu istému idempotentu, Ktory oznalime e,. Idempotent, ku ktorému patria
vietky prvky K-triedy K, oznacme e,. ldempotent, ku ktorému patri prvok a,
oznacme e 72 rovnosti v = ay vyplyva platnost rovnosti: e, = e, . e, Kedze
yeR,, existuje € O(v)N K,. Zo vztahu O(a)’. O(y) < O(x) vyplyva potom vztah
aze O(v). KedZe ye K, potomicey e K, a podla [1] plati: e, = ¢,0,. Listime. Kk akému
idempotentu patri prvok az e O(y). No prvok «z patri k idempotentu ¢ e, =
e fege,) = (e e, = ege, = e, Teda aze K,. Tym sme dokazali, Ze v Tubo-
velnom okoli O(x) prvku x existuje prvok z K,. ¢o znamena, 7¢ xe K,, ¢o bolo
treba dokazat.

Vsiladom na poznamky, ktoré sme uviedli v tivode, mohla by vzniknut otazka,
¢iosnad kazda f-urieda z 1\71 — K, nie je maximalnou grupou. Na nasledujicom
jednoduchom priklade sa mézeme presvedcit, Ze to tak nie je.

Priklad. Nech S je mnozina, ktorej prvky st dvojice realnych Cisiel (a, b) také,
70 =<a=21,0<h =1 Ked ju uvazujeme ako mnoZinu bodov v rovine, tak §
je vnutro a hranice Stvorca s vrcholmi: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Nech topoldgiou
jo obyajnd topoldgia v rovine. Potom S je Hausdorffov bikompaktny priestor.
Nasobenie v S definujeme takto: (a,, b,).(a,, b;) = (aya,, b b,). Nasobenie jc
zrejme asociativiie a komutativne, nevyjdeme s nim z uvedeného Stvorca a je spojité
v danej topolégii. Teda S je komutativna Hausdorffova bikompaktna pologrupa.
S ma 4 idempotenty: e, = (0,0), e, = 0,1), ¢35 = (1,0), ¢, = (I,1). Maximalne
pologrupy, patriace k jednotlivym idempotentom st:

Il

Ki={a.b):05a<1,0<bh< 1],
K,=Wa.b):0=a< 1, b=1},
Ky={(ab)y:a=10<h<]|]
Kst: {(']»l)}'

Maximalne grupy patriace k jednotlivym idempotentom su: G, = {(0.0)},
Gy = (0D, Gy = (1.0}, G4 = {(1,1)}. Ako lahko sa mdZeme presveddit, victky
F-triedy s jednobodové mnoziny.

Ky =hK,U Gy. K, = Ky;v G;. V obidvoch pripadoch pribudne uzaverom len
maximalna grupa a teda jedna F-trieda. Ale ked urobime uzéver K, = K, U K, U
W Ay Ay = S ta pribudnt i dalSie F-triedy. ktoré nie st maximalnymi grupami.

Nakoniee urobime poznamku o vzajomnom vztahu F-tried z K, k F-triedam
7 N, — K,, vzhladom na c¢iastoéné usporiadanie medzi F-tricdami, ktoré v dalSom
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zavedieme. Nech .4 znamena mnozinu vsetkych K-tried komutativie) Hausdortloyves
bikompaktnej pologrupy S. V tejto mnozine zavedieme Clastocné usperiadanie
tymto spésobom: Budeme hovorit, Ze K, < K. plati viedy a len viedy. ok ¢, = .

Dalej nech .7 znamena mnoZinu vietkych F-tried tej istej pelogripy S,V wjto
mnozine zavedieme ¢iastoéné usporiadanic tymto sposobom: Budeme hovorit. e
F. < I, plati vtedy a len vtedy, ak (v) < ().

Budeme potrebovaf nasledujicu lemmu,

Lemma 1. Nech I, Foe 7, K,. Kye 5o nech I = kK, F o< Kyanech K, <k
a K, # Ky. Potom bud I, < I, alebo I I, sii neporocnaielié.

Dékaz. Budeme dokazovat nepriamo. Predpokladajme, Ze je 7/ < # oa F = [
t.J. (1) < (v) a () #+ (v). Potom existuic element ¢ € 5 taky. 7¢ v = av. AK @ pati

o

A

k idempotentu e, mame ¢, = ee,, L. J. ¢pe, = o0y = ee, = ¢, L. ¢0, = ¢ Podla
predpokladu je ale K, < K, teda ¢,¢5 = ¢,. Teda je ¢, = ¢;. Co je spor s predpokia-
dom.

Veta 4. Nech K, je nejakd K-trieda komutativnej Hausdorfforej bikompakinej polo-
grupy. ktord nie je uzavretd. Nech Iy K, a I, < K, — K,. Poiom bud F < I' .
alebo F,, F, su neporovnatelné.

Okaz. Kazda F-trieda z K, — K, patri nejakej K-triedy. Teda 1 F-trieda /-
Dok Kazda F-tiied K, — K, patri do nejakej A-triedy. Teda i F-trieda /
patri do nejakej K-triedy K, € .#". A podla avodnych poznamok vieme, Z¢ pre idem-
potent e. plati: e,e, = e,. To pravda znamend, K, < K.. Tym sii splncné predpo-

klady lemmy | a tvrdenie vety je uz zrejmé.

LITERATURA

[1] Schwarz 8., K meopuu xaycoopgossix Gurosmaxmuslx no.vepynn, Yex. var. wypHai 5 (80).
(1955), 1—23.

[2] Schwarz S.. K mcopuu nepuoduueckux no.avepynn. Yex. mart. wypua: 3 (78). (1953). 7

[3] Green J. A., On the structure of semigroups, Annals of Math. 54 (1951), 163—172.

[4] Kolibiarova B., O komutativaych periodickych pologrupdch, Matematicko-fyzikalny Casopis
SAV 8 (1958), 127—133.

21

Doslo 27. 4. 1961. Katedra matematiky
Slovenskej vysokej Skolv technickey
v Bratislave

3AMETKA O F-KITACCAX B KOMMYTATUBHbIX
XAYCAOPDPOBLIX BUKOMITAKTHBIX MOJIVIPYVITITAX

Umpux ®abpuun

Pe3iome

[Mycts S — kommyTaruBHas xaycnophoBa OMKOMIAK THAs NOJyrpynmna. byaes roBopurb, 410
IEMEHT X € S NPUHALNCKUT K UAEMIOTEHTY €,, €CJIU €, SIBJSIETCA €IMHCTBEHHBIM HAEMIIOTEHTON

Monyrpynrsel {\\‘. .\'2. .. } (yepTa O3HAYAET 3aMbIKAHHUE). MHOXECTBO BCCX MNIEMEHTOB, NPHHAITC-
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ARQHUIN K TLICMIOICHTY ¢4 Ha3osen K-knaccom n 0003Haunm yepes K. Tlycrs S — kommy raiisnaa
noayipynna. fiye b ve S. MiomectBo (xv) == {x} U Sx na3biBacM LIaBHbiM MIEaI0M, HOPOAK.ICH-
HBIND YICMCHTON v, MHOKCCTBO BCEX WICMEHTOB X € .5, HOPOKAAIOWNX OAMH W FOT KC FIAaBHLIT
HACRIL, HABOBUM JSRAGACCON.  F-Kitace, coaepKalinii aeMeHT v, 0003HauuM 4vepe3 Fx. B padore
PACCAMATPHBAIOTCS B3AUMOOTHOUICHUs K-KJIACCOB M F-kitaccoB. J1OKA3LIBAIOTCH CHACAYIOUIHC 1e0-
peNIbl:

1. Kwkitblil F-k1ace konvivy ratuBroi Xaycaop$hoBoit OHKOMIAKTHOH 1TONYEPYRITb] 3AMKHY 1.

20 Ecan S ROy raruBHasg XaycaopPoBa OMKOMUIAKTHAS TOAYTPYNNHa, 1O BCIKWMi K-Kkiace K.
HPHIULICARN TN K HACMIOICHTY €4, SIBISCTC OOBCAWHSHUEM [XKIIACCOB HOJYTpymnsL S.

3obean Wy HPON3BOIbHBIH K-KIACC W CCllit £ -~ OPON3BOABHBIH  F-KJTACC KOMMY 1A THBHOI
NV IOPPOBOH OHKOMIQAKTHOW NOAYTDYIALL S, TO HPOUCKONAUT OMH U TOIBKO OIlltH W3 CHCAYIONIX
cayuaes: AL fa i, Bl e K, - K. € FaS - K,

4 e 47 SHOKCCTBO  BCeX  K-KI1ACCoB KOMMYTATUBHOM Xaycaop@oBOi OUKOMBAK 1101
HOANEPY G TIyers - # 0315a%aeT MHOKCCTBO BCex F-KaccoB Toi ke noayrpymisl S, Hyctn /.
I've 7. Lyaes 1oBopitis, uto Fy < F\. Bbinonnaetcs. ecin () ().

ean Ryed o0, lve Foneem Fya Kyn By Ky— Ky, 1o smdo F < Fyomido Il L
HOCPABHATLL.

A NOTE ON F-CLASSES IN COMMUTATIVE
HAUSDORFF BICOMPACT SEMIGROUPS

Imrich Fabrici
Summary

Let S be commutative Hausdorfl' bicompact semigroup. We say that the element x e S belongs
to the idempotent e, if ¢, is the only idempotent of semigroup ix, x2,x3, ... !(the line means the
closure). The set of all elements belonging to the idempotent ¢, will be called K-class and denoted
by K,. Let S be commutative semigroup and x € S. The set (x) {x} W Sx is called a principal
ideal generated by an element x. The set of all elements v e S, generating the same principal idea |
is called an F=class. The F-class containing an element x is denoted F. In the paper the mutual
relation of K-classes and F-classes is investigated. The following theorems are proved.

. Every F-class of commutative Hausdorff bicompact semigroup is closed.

2. 1f S is commutative Hausdorff bicompact semigroup, then every K-class K, belonging to an
idempotent ¢, is the sum of F-classes of S.

3. If K, is arbitrary K-class and F arbitrary F-class of commutative Hausdortf bicompact semi-
group S, then just one case of following can take place: A. Fc K, ,B. F < K, K,C. F < S —K,.

4. Let-4 be the set of all K-classes of commutative Hausdorfl' bicompact semigroup S. Let .7
be the set of all F-classes of S. Let F,. F,e F. We say that F, < F, is valid if (x) = (»).

It Kye A Fy. FoeFand if FeaK,. F, < K, — K,. then cither F, < F,.. or F, and £, are
incomparable.
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