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MATEÍVXATTCKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAY. 11.. 4, 19U 

POZNÁMKA O F-TR1EDACH 
V KOMUTATÍVNYCH HAUSDORFFOVÝC H 

BIKOMPAKTNÝCH POLOGRUPÁCH 

i M R í C H 1 A B R 1 C Í , Bratislava 

Ako je známe z práce [1], každú HausdorfTovu bikompaktnú pologrupu S mo/.no 
písať ako disjunktný súčet K-tried. Rovnako je známe z práce [3], že každú polo
grupu možno napísať ako disjunktný súčet F-tried. Cielbm tejto poznámky je \y-
skúmať vzájomný vzťah K-tried a F-tried komutatívnej HausdorfTovej bikompaktnej 
pologrupy, najma so zřete Tom na operaci u uzávěru. 

Aby sme sa v priebehu úvah nemuseli zvlášť odvolávat uvedieme niektoré po
znatky z práč [1], [2], [3], kíoré v ďalšom použijeme. 

Nutná a postačujúca podmienka na to, aby dva prvky x, y komutatívnej polo
grupy S patřili do tej istej F-triedy je, že buď x = \\ alebo existujú také a, b e S. 
že x = ay\ y = bx. V komutatívnej pologrupe každá maximálna grupa Ga patriaca 
k idempotentu ea je F-triedou a každá F-trieda obsahujúca idempotent je maximálnou 
grupou. Ak S je HausdorfTova bikompaktná pologrupa, budeme hovoriť. že prvok 
aeS patří k idempotentu ea, ak ea je jediným idempotentom pologrupy .4 = 
= (a, a2, a3, ...}.* Každý prvok a e S patří k jednému a len jednému idempotentu. 
Znakom Ka budeme označovat'množinu všetkých prvkov patriacich k idempotentu cx. 
Platí S — u Ka. Množiny Ka sú disjunktně a každá z nich obsahuje ako podmnožinu 
istú maximálnu grupu Ga, ktorá je uzavretá a ktorá má ea za jednotkový prvok. 
Ak aGKa, potom Á = {a, a2, a3, ...} c Ka. Ak S je komutatívna HausdorfTova 
bikompaktná pologrupa a ak a e S patří k idempotentu e{, b e S patří k idempo
tentu e2, potom ab patří k idempotentu exe2. Z toho vyplývá, že Ka je (v komuta-
tívnom případe) pologrupou. Budeme ju volať maximálnou pologrupou patriacou 
k idempotentu ey. K-triedy Ka nemusia byť uzavřete. To znamená, že Kx móže obsa
hovat' prvky patriace k inému idempotentu než ea. Ak Ka nie je uzavretá, potom K7 

obsahuje aspoň jeden idempotent =-= ea. Ak Ka^ K({ 4= 0, potom e^ e Ka. Ak Ky n 
n Kf{ 4= 0, potom v komutatívnom případe pre maximálnu grupu Gfi platí G/; c 
c Ka — Ka. Ak xe S, úplný systém okolí elementu x označíme C(x). 

* Pruh nad znakom množiny značí uzávěr. 
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Definíeia 1 (podlá [3]). Nech S je komutatfvna pologrupa, nech x e S. Potom 
množinu I = [x] u Sx nazýváme hiavným ideáiom vytvořeným prvkom x. 

Hlavný ideál vytvořený prvkom x budeme označovat' (x). 

Definíeia 2 (podfa [3]). Množinu všetkých prvkov x e S vytvárajúcich ten istý hlavní 
ideál nazýváme F-triedou. 

F-lriedu obsahujúeu prvok x budeme označovat' Fv. Každý prvok poíogrupy S 
patří do určitej F-triedy. Pologrupa S sa dá napísať ako súčet (disjunktných) F-tried. 

Veta 1. Kazda F-frieda komutativně j Hausdorffovej hikompaktnej poíogrupy je 
uzavřela. 

D ó k a z . Uvažujme 1'ubovoínú F-triedu F. Chceme ukázat', že F = F. Pretože 
I cz F, stačí ukázat", že F je tiež F-triedou. To znamená, třeba dokázať, že pre [libo
volné v, r e F, x =}= r existujú také O, h e S, že platí 

.v = a\\ y = hx. 

Nech to nie je pravda. Potom buď rovnica x = a\\ alebo r = ax nemá riešenie 
a e S. 

Nech rovnica x = ay nemá riešenie a e S. Ku každému prvku c e S, keď že S je 
Hausdorffbv priestor, na základe spojitosti operácie násobenia vyplývá existencia 
takých okolí Oc(x)eC(x), Oc(y) e (0(y) a O(c) e @(c), že platí: 

Oc(x)n [0(c).Oc(y)] = 0. 

Uvažujme systém (O(O)}, ce S. Zrejme S c (J 0(c). Pretože S je bikompaktná, 
ceS 

existuje konečný systém 0(cx), 0(c2), ... 0(cn), ktorý pokrývá S. Pre i = 1, 2. ... n. 
platí: 

0Ci(x)n [0(c.yOCi(y)] = 0. 

Zrejme existujú okolia O(x) e 6(x), 0(y) e 0(y\ že platí: 0(x) cz f) Oc.(x) a 
n i = 1 

O(r) cz p | Or.(r). Potom zrejme platí: 
/ i 

0(x)n [0(c,).0(y)] = 0, 

// 
re i = 1, 2, ... n. Keďže S = \JO(C;), na základe predchádzajúcich vzťahov do-

/ = i 

stáváme: 
O(x)n [S .O(y)] = (•). 

Ukážeme, že posledný vzťah nemóže byť splněný. Pretože x e F, y e F, odtiaí vyplývá, 
že v každom okolí prvku x a prvku y existuje aspoň jeden prvok z F. Teda existujú 
také £, r/, že č e. F, n e Fa š e O(x), r\ e 0(y). A keďže £, Y\ patria do tej istej F-triedy F, 
existuje z e S, že Q = zrj. Teda je č e O(x), č e S . 0(y). To je spor. 
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Tým sine dokázali, že rovnica x = ay má pre každé x. y e F riešenie a e S. ?o-
dobne sa dokáže, že aj rovnica y = bx má riešenie a E S při danom v. v e F. Tým 
je veta dokázaná. 

Veta 2. Nech S je komutatívna Hausdorffova bikompaktná pologntna. Potom každá 
maximálna pologrupa Ka, patriaca k idempotentu ex je súctom F-iried pologrupy S. 

D o k a z . Stačí dokázať, že všetky prvky danej F-triedy patria k tomu istému 
idempotentu. 

Uvažujme [ubovomú F-triedu F pologrupy S. Nech x, r e F, x =}= v. Prvok x 
nech patří k idempotentu e{, prvok y nech patří k idempotentu e2. Našou úlohou je 
ukázať, že e, = e2. Z předpokladu, že x, y e F a x 4= r, vyplývá existencia tak\ch 
prvkov a. be S, že platí: 

x == ay, y = bx. i 1) 

Nech prvok a patří k idempotentu e\, prvok b nech patří k idempotentu e2. Pr\ok i-y 
potom patří k idempotentu e\e2. Prvok bx patří k idempotentu e'2ex . Ale z ro\ \\\c (I) 
vyplývá, že musí platit*: 

e, = e\e2, e2 = e2e^ 

k d e e i , e'2 e S. Vytvořme Se, = Seie2
 c S2(-J2 ^ Se2-AleSei = Se, u je,] zz Se2 = 

= [e2] u Se2. Dostali smc. že platí: 

(e2) => (e,). (2) 
Podobné dostaneme, že platí: 

(e,) =>(e2). (3) 

Zo vzťahov (2), (3) dostaneme rovnost' (e,) = (e2). To znamená, že e,, e2 patria 
do tej istej F-triedy F', všeobecné róznej od F. Ale podlá poznámok v úvode musí 
platit, že ex = e2. Čiže prvky x, ye F patria k tomu istému idempotentu. Tým je 
veta úpíne dokázaná. 

Veta 3. Nech Ka je lubovoíná K-trieda a F íubovolná F-trieda komutativněj Haus-
dorffovej bikompaktnej pologrupy S. Potom nastává právě jeden z nasledujúcich prípadov: 

(A) Fez Ka, 
(B) FcKa - Ka, 
(C) Fez S - Ka. 

D o kaz . Ze nastává najviac jeden z uvedených prípadov je zřejmé z toho, že 
množiny Ka, Ka — Ka> S — Ka sú disjunktně. Dokážeme, že nastává aspoň jeden 
z prípadov (A), (B), (C). Ak Fn Ka =)= 0, potom Fa Ka, ako to vyplývá z vety .?. 
leda nastává případ (A). 

Nech Fn Ka = (). Ak dokonca Fn K2 = (), potom Fez S - Ky. takže nastá\a 
případ (C). 

Ostává případ Fn Ka = i), ale Fn Ka 4= 0. Dokážeme, že vtedy nastává případ 
(B), t^ j . Fc Ka - Ka. Vzhíadorn na předpoklad Fn K7 = 0 stačí dokázať. že 
I c= K7. 
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Ve/mime [libovolné xe F. Dokážeme, že x e Ky. 
Keďže Fn Ky 4= 0, existuje nějaké y e Fn Ka. Prvky .v. y sú z tej istej F-triedy F, 

prcto buď x = \\ alcbo N = ar pre nějaké a e S. V prvom případe .v = ye Fn 
n Ky cz Ka, i. j . .ve Ky čo sme mali ukázať. 

Ak však x = ar, zo spojitosti operácie násobenia vyplývá, že k [libovolnému 
okoliu O(N) prvku .v, cxistujú také okolia O(O), O(y) prvkov a, y, že O(O) . 0(y) c-
c: O(.v). Prvky .v, y sú z tej istej F-triedy a preto aj z tej istej K-triedy, teda patria 
k tomu istému idempotentu, ktorý označíme e^. Idempotent, ku ktorému patria 
\setky prvky K-triedy Ky označme ea. Idempotent, ku ktorému patří prvok O, 
označme e.. Z rovnosti x = ay vyplývá platnost' rovnosti: e/} = e., . efi. Kcďžc 
r e A r existuje ze 0(v)n Ky. Zo vztahu O(a)'. O(y) cz 0(x) vyplývá potom vztah 
az e O( v). Kcďžcy e K , potom i ep e Ka a podía [1] platí: ea = efiea. Zistíme, k akému 
idempotentu patří prvok az e 0(x). No prvok az patří k idempotentu e .ea = 
--- e .(CpCy) = (eyes>)eu = efiey = e7. Teda az e Ka. Tým sme dokázali, že v l'ubo-
\ofnoin okolí O(;v) prvku x existuje prvok z Ka, čo znamená, že xeKa, čo bolo 
třeba dokázat'. 

V/híadom na poznámky, ktoré sme uviedli v úvode, mohla by vzniknut' otázka, 
či snáď každá F-trieda z Ka — Ka nie je maximálnou grupou. Na nasledujúcom 
jednoduchom příklade sa móžeme přesvědčit', že to tak nie je. 

P ř í k l a d . Ncch S je množina, ktorej prvky sú dvojice reálných čísiel (a, b) také, 
že 0 = a = I, 0 s b _ I. Keď ju uvažujeme ako množinu bodov v rovině, tak S 
je vnútro a hranice štvorca s vrcholmi: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Nech topológiou 
je obyčajná topológia v rovině. Potom S je Hausdorftbv bikompaktný priestor. 
Násobenic v S definujeme t a k t o : (aí9 bx) . (a2, b2) = (axa2, bxb2). Násobenie je 
zrejme asociativně a komutativně, nevyjdeme s ním z uvedeného štvorca a je spojité 
v danej topologii. Teda S je komutatívna HausdorťTova bikompaktná pologrupa. 
S má 4 idempotenty: ex = (0,0), e2 = 0,1), e3 = (1,0), e4 = (1,1). Maximálně 
pologrupy, patriace k jednotlivým idempotentom sú: 

K! = {(«, b) : 0 = a < 1, 0 = b < 1], 

K2 = {{a. b) : 0 = a < 1, b = 1}, 

K3 = {(a, b) : a = 1, 0 = b < 1], 

* 4 = [ ( M ) } . 

Maximálně grupy patriace k jednotlivým idempotentom sú: G, = [(0,0)}, 
G2 = 1(0,1)1, ^ :3 = !(K0)}, G4 = {(1,1)}. Ako íahko sa móžeme přesvědčit', všetky 
F-triedy sú jednobodové množiny. 

^2 = K2 u G4^ K3 = &3U G±- V obidvoch prípadoch pribudne uzáverom len 
maximálna grupa a teda jedna F-trieda. Ale keď urobíme uzávěr K, = Kx u K2 u 
u K3u K4 = S, tu pribudnú i ďalšie F-triedy, ktoré nic sú maximálnymi grupami. 

Nakoniec urobíme poznámku o vzájomnom vztahu F-tried z Ka k F-triedam 
/ K7 — Ky, vzhladom na čiastočné usporiadanie medzi F-tricdami, ktoré v ďalsom 
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zavedieme. Nech Jf" znamená množinu všetkých K-tned komutatívnej Hausdorťfo\e; 
bikompaktnej pologrupy S. V tejto množině zavedieme čiastočné usnoriadanie i 
týmto spósobom: Budeme hovořit, že Kx <\ Kp. platí vtedy a ieii \íedy. ak c7ej; = cx. 

Dalej nech /\F znamená množinu všetkých F-tried tej islej pologrupy S. V tejto 
množině zavedieme čiastočné usporiadanie týmto spósobom: Budeme .hoxoriť. že 
Fx -< Fv. platí vtedy a len vtedy, ak (x) cz (r) . 

Budeme potřebovat" následujiseu lem mu. 

Lemma 1. Nech Fv, Fv e .¥, Ka., K/{e ./{\ nech /• x c kx, I\. cz A/; a nech Ky <_ /-, 

a Ka =# Kp. Potom buď Fx < F„, alebo Fx, Fv sú nejwrovnatelné. 

D o kaz . Budeme dokazovat'nepriamo. PredpokJadajme, že je Fr < Fx a Fy 4 i\ . 
t. j . (Y) cz (x) a (y) 4= (x). Potom existuje element */ e S taký. že r = ax. Ak a pat: i 
k idempotentu e, máme efi = eey, t. j . e/}ea = ,:v̂ ' — era — c^, t. j . cyz — efi. Podlá 
předpokladu je ale Ky <\ K/{ teda eaej} — ca. Teda je ey = e/}< eo je spor s predpokía-
dom. 

Veía 4. Nech Ka je nějaká K-trieda komutatívnej Hausdorffbvej hikomjHtktnej j\)lo-
grup)\ ktorá nie je uzavře ta. Nech Fx cz K% a Fv cz K% — Ka. Po i oni buď Fx < l\ . 
alebo Fv, Fv sú nejwrovnatelné. 

D o kaz . Každá F-trieda z Ks — Ka patří do nějak ej K-triedy. Teda i F-trieda I 
patří do nejakej K-triedy Ky e .%'. A podlá úvodných poznámok vieme, že pre idem-
potent e.; platí: exey = ea. To pravda znamená, Ka <, K.. Tým sú splněné předpo
klady lemmy 1 a tvrdenie vety je už zřejmé. 
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3 A M E T K A O T-KJTACCAX B K O M M y T AT M B H bl X 

xAycjropooBbix BHKOMriAKTHbix nojiyVpynnAx 

HMpnx <Pa6pnun 

Pe3K)Me 

ílycTb S — KOMMyTaiMBHaH xayc/4opc|)OBa ÓHKOMnaKTHaa nojiyrpynna. ByneM roBopiiTb, HIO 
ĴIeMeH7 xeS npHHajuiOKHT K MireMnoreHTy ea, ecjiH ea flBJíaeTCfl exiMHCTBeHHbíM nne.\inoTeHTOM 

nojiyrpynnbi {*, x2, . . .} (nepra o3HanaeT 3aMbiKaHHe). MHowecTBo Bcex -wieMeHTOB. riptmaxie-
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жащих к илемно1ен1\ е т , назовем А-классом и обозначим через А а. Пусть 5 — коммуки ивная 

полм руина. Пус ь д- б 5. Множество (л*) -- {л} ^ 5л называем главным идеалом, порожден

ным элементом л. Множество зсех элементов т е 5*, порождающих один и гот же главным 

идеал, назовем /"-классом. Г-класс, содержащий элемент л, обозначим через Гх. В работе 

рассматриваются взаимоотношения А"-классов и /--классов. Доказываются следующие 1 со

ре мы: 

1. Каждый /--класс коммутативной хаусдорфовой бикомпактной полугруппы замкну!. 

2. Если .V коммутативная хаусдорфова бикомпактная полугруппа, то всякий /\-класс А\., 

принадлежащий к идемпементу е а , является объединением /^-классов полугруппы Л". 

3. Если Лд произвольный А"-класс и если I'—произвольный /-'-класс коммутативном 

хаусдорфовой бикомпактной полугруппы 5', то происходит один и только один из следующих 

случаев: Д. /с~А'а, В. /<~К7 - Аа, С А с 5 - - Ку. 

4. Пусль •'/{ множество всех /^-классов коммутативной хаусдорфовой бикомпактное! 

полу» руппы. Пусть-^ означает множество всех А-клаесов той же полугруппы /5*. Пусть Ал.. 

КуЕ /' • Ьудем юворпть, что Ал- -< Рх выполняется, если (л")с:(г). 

Если Кхе •/> . Ал, Гуе-/' и если АЛ. с: Ку и /•"., с: Ка — А"а, то либо Гх -< Куч либо / -Л., /•',. 

несравнимы. 

A N O T E ON F - C L A S S E S IN C O M M U T A T I V E 

H A U S D O R F F B I C O M P A C T S E M I G R O U P S 

Imrich E a b r i c i 

S u m m a r y 

Let S be commutative Hausdorff bicompact semigroup. We say that the element x e S belongs 

to the idempotent ea, if e a is the only idempotent of semigroup U, A-2, .v3, ... | (the line means the 

closure). The set of ali elements belonging to the idempotent e a will be called AT-class and denoted 

by A'a. Let S be commutative semigroup and XE S. The set {x) \x\ u Sv is ealied a principal 

ideal generated by an element .v. The set of all elements XE S, generating the same principal ideal 

is called an F-class. The A-class containing an element A- is denoted Fx. In the paper the mutual 

relation of K-classes and F-classes is investigated. The following theorems are proved. 

1. Every F-class of commutative Hausdorff bicompact semigroup is closed. 

2. If S is commutative Hausdorff bicompact semigroup, then every K-class Ka belonging to an 

idempotent e a is the sum of E-elasses of S. 

3. If A"a is arbitrary K-elass and F arbitrary T-class of commutative Hausdorff bicompact semi

group S, then just ont case of following can take place: A. Fez Ka, B. F cz Ka — K, C F cz S — Ka. 

4. LQ{/{ be the set of all A-classes of commutative Hausdorff bicompact semigroup S. Let •> 

be the set (^ all E-cIasses of S. Let Av, Fy e ^ . We say that Fx -< Fy is valid if (x) cz (y). 

If KXE-'/{\ Fv, A v e - ^ a n d if A vczK a, Fy cz K, — K a . then either Fx < Tv, or Fx and Fv are 

incomparable. 
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