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\!ATEMATICKO-FYZIKAL^Y ČASOPIS SAV. 11. 4. 

NIEKTORÉ VLASTNOSTI TĚLESA OPERÁTOROV 

J O Z E F E L I Á Š , Bratislava 

V článku [l] sme definovali těleso operátorov f(K), ako podielové těleso nad 
oborom integrity K všetkých komplexných funkcií {a(n)} nezáporného celočíselného 
argumentu. Připomeňme, že pre dve funkcie a = {#(/?)}, b = \b(n)} z K je súčet a + b 
definovaný obvyklým spósobom a + h = \a(n) + b(n)} a súčin Ob vzorcom fab(n)] = 

= { x (̂« ~ 0 * 0 ' - !)}• 
/ = i 

Účelom tohto článkuje podrobnejšie vyskúmať niektoré vlastnosti tělesa T(K). 
Dokážeme, že nie je algebraicky uzavřete. Ďalej dokážeme, že všetky jeho elementy 
sú tvaru a + P(S), kde ae K a P(s) je polynom operátora tvorby diferenci: v (pozři 
[I], § 4). Označenie sú tie isté ako v [1]. 

Nech {fv]^=1 je postupnost' funkcií patriacich do K. Budeme hovoriť, že postu p-
nosť {fY}v=í konverguje k funkciifG K, ak pre každé n = 0, 1, ... platí: lim fx(n) = 
= fl"). 

JO 

Rad Yjfv — fi +f2 + •••- kde fv £ Á', budeme nazývat' konvergentným. ak po-
V = 1 v 

stupnosť jeho čiastočných súčtov {sv = £/.•}*=. Je konvergentná. 
i = i 

V ďalšom sa budeme zaoberať radom 

= 1 v - 1 V — 

kde Ov sú komplexně čísla a lv = <í )> sú funkcie definované v [l], § 3. 

Pre každú postupnost* {av}*=1 komplexných čísel je rad (1) konvergentný. 
Aby sme to dokázali, zvoíme n0 e E = (0, 1, 2, ...}. Pretože pre v > n{) + 1 je 

"^ ) = 0, platí: s„0 + 2(n0) = -?„<, +3("o) = •••> limsv(/70) zrejme existuje. 

Rady tvaru (1) budeme nazývat* potenčnými radmi. Ukážeme, že majú analogické 
vlastnosti, ako potenčné rady reálnej, resp. komplexnej premennej. Pretože rad (V) 
je konvergentný pre všetky n e F, definuje nejakú funkciu. 
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Veta 1. Ak Y ajl = ]T bf, potom al = b,-, pře i = 1, 2, ... 
/="i i = i 

D ó k a z . Nech [/(/?)} = X tff a {#(")} : := Z V- P o d , a předpokladu [/(//)! 

1^//)] pre // = 0, 1 či že 

n + \ / \ n + i / \ 

,?,*(.•-•)-,?.»'(.-.) 
pre // = ( ) , . , . . . 

Teraz dokážeme indukciou, že O, = b, pre i = 1, 2, ... Pre / = 1 je to zřejmé. 
Nech O, = b, pre ' = 1, 2, ..., n. Potom z rovnosti (2) ihneď vyplývá, že a,, + 1 = b/l+ i . 

Veta 2. Ncrh fe K. Rovnost' f = Y a,-/' /?/Oi/ vtev/r a /en vtedw keď 
í~?\ 

Gi = A[~\f(0) (3) 
/)/v / = 1, ž, . . . 

D o k a ž . Pod Fa vety 1 stačí dokázat", že 

/= £ /-řj(0)/\ (4) 
ř = 1 

t . j . 

;(„) = |7-/(0) (.«. 
pre // = 0, 1, 2, ... Avšak to je známy vzťah medzi hodnotami funkcie a jej diferen
ciální (pozři [4]). 

P o z n á m k a 1. Podlá vety 2 vieme každú funkciu z Kjednoznačné vyjadriť v tvare 
<X TO 

potenčného radu (4). Nech {f(n)} = £.#,•/' a í^(w)} ~ H^f- Všimnime si, že 
i = i i = i 

<x <x oo 

!./(„)!{?(«)} = ( £ a/) ( £ b-f) = 1 ( 1 «A) /'. 
i = 1 i = 1 i = 1 jU + v = i 

Z vety 1.1a vety 1.2 a z tohto vyjadrenia súčinu dvoch funkcií vyplývá tvrdenie: 
Ak // = fif, potom 

Akh(0)= X zťy(0)zfg(0). 
fi + v = k- i 
H^0, v ^ O 

Funkciu {f(n)\ z K budeme nazývať rozložitelnou, ak existujú funkcie JV/(//)}, 
{/)(//)] také. že 

{/(//)} = {a(n)}{b(n)}. 

Ak funkcia [/(//)} nie je rozložitelná, nazýváme ju nerozložitelnou funkciou. 

Veta 3. Funkcia [/(/'/)] je rozložitelná vtedy a len víedy\ ak f(0) = 0. Ak f(0) = 0, 
Af(0) = 0 Ak~ \f(0) = 0, ale Akf(0) ^ 0, k = 1, /?OtO/H /?/•<> hibovolné newzhzi-
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tefné funkcie {ax(n)}, {a2(n)x
h .... {ak(n)} existuje právě jedna nerozložitelná funkcia 

{ak j ,(/?)] tak, ze platí: 

{f(n)) = {ax(n)} ... \ak(n)}{ak + í(n)}. 

Dókaz. Nech f(0) je rózne od nuly. Potom neexistujú funkcie |O(n)], {b(n)} tak, 
aby platilo {f(n)} = {a(n)}{b(n)}, pretože podía definície 1.1 z [1] sa hodnota súčinu 
[O(n)}{b(n)j v bode n = 0 rovná nule pre íubovoíné funkcie {a(n)}< {b(n)}. 

Nech {/(n)} je taká, žef(0) = 0, ale 4/(0) ^ 0. Ak íunkciu {/(/?)} napíšeme v tvare 
potenčného radu, dostaneme: 

{/(n)} = Af(0)l2 + A2/(0)13 + A3/(0)l4 + ... 

Zvolme si lubovoTnú íunkciu {a(n)} = a(0) 1 + Aa(0) l2 + .... kde a(0) # 0. Ak 
existuje funkcia {b(n)} = b(0) 1 + Ab(0) l 2 + ..., b(0) # 0 taká, aby {f(n)\ = 
= (O(n)]{b(n)}, musí platiť: 

{/(n)} = Af(0)/2 + zl2/(0)l3 + ... = a(0)b(0)/2 + [a(0)Ab(0) -
+ Aa(0) b(0)] /3 + ... 

Porovnáním oboch stráň dostaneme, že musí platiť nasledujúci systém rovnosti: 

Af(0) = a(0) b(0), 
A7(0) = a(0) Ab(0) + Aa(0) b(0), 
A3f(0) = a(0) A2b(0) + Aa(0) Ab(0) + A2O(0) b(0). 

Pretože a(0) ?- 0, je možné určiť z prvej rovnosti b(0) takto: 

/(0) 
Ь(0) = 

fl(0) • 

Naopak, keď b(0), Ab(0), A2b(0), ... volíme tak, aby spínali ten systém rovnosti. 
Z ďalšej rovnice móžeme určiť Ab(0), potom A2b(0) atď. 

Naopak, keď 6(0), Ab(0), A2b(0) 
je zřejmé, že {f(n)} = {O(n)}{b(n)}. 

Nechf(0) = 0, Af(0) = 0, ..., ^ " 7 ( 0 ) = 0 a Af(0) # 0. Nech {ax(n)\ 
{ak(n)} sú [libovolné funkcie, pre ktoré platí: #,(0) ^ 0, i = V 2, ..., k. Podlá uve
deného existuje funkcia {bx(n)} taká, že {/(/?)} = {^i(n)}{b,(n)j. Okrem toho z druhej 
časti dokazu vyplývá, že bt(0) = 0, Abj(0) = 0, ..., Ak~2bx(0) = o, Ak~xbx(0) ^ 0. 
Podía druhej časti dokazu existuje funkcia {b2(n)} taká, že {bx(n)\ = [O,(n)}{b2(//)J, 
kde zasa b2(0) = 0, Ab2(0) = 0, ..., Ak~3b2(0) - 0 a A^2b2(0) =£ (), atď. 

Postupné skonštruujeme funkcie {bi(n)} {bk-i(n)}< pričom platí: \bk„x(n)\ = 
= {ak(n)}{bk(n)}> kde už b,(0) # 0. 

Ak položíme {bk(n)} = {Í7 U 1 (/Í)J , dostaneme: 

{/(«)} = X W K M " ) } = {al(n)}{a2(n)}{b2(n)} = ... = 
= {ay(n)){a2(n)} ... {ak(n)}{ak +,(„)}. 
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J e d n o z n a č n o s t ' f u n k c i e {crk + í(n)\ vyplývá z toho, že v okruhu K niet deliteíov 
nuly. Ak by existovali dve nerozložitelné funkcie {ak + fn)} a {a'k+l(n)} také, že by 
p l a t i l o : 

{./(//)] = .<</.(/.)} ... W//)}{í7 A + 1(«)} 
a zároveň 

{./(/O] = {«.(/.)} -{ak(n)}K+,(«)}, 

ich odčítáním dostaneme: 

0 = {a{(n)}{a2(n)} ... K(/i)}[{^ + 1 («)} - {a'k+l(n)}}. 

P r e t o ž e {ax(n)\ ... {aA(/?)J ¥^ 0, m u s í byť {a^ + 1(n)] - {a'k+x(n)} = 0. Odtiaí vyplývá, 
^ [^+i(")l = Wk+\(n)}. 

Nech [./(//)] = X ^fv- Nech #i = #2 = ••• = tf*-i = 0 a Í ? ^ 0. Potom číslo k 
v = 1 

budeme nazývat' indexom funkcie {/(//)} a označovat' indf 

Nasledujúca veta podrobné vyjadřuje strukturu tělesa T(K). 

Veta 4. Ncr/? ir e T(K) je íubovoiný operátor a nech je tvaru w = f/g,fe K, # 6 K. 
Operátor w je funkciou z K vtedy a len vtedy, ak indf> mág. V tomto případe 
ind w = i n d f — ind g. 

Ak indfrg ind g, potom existuje funkcia heK a taký po/ynóm P(s) stupňa 
/. = ind g — ind f operátora s, ze w = h + P(s). 

Dokaž. Predpokladajme, že funkcie {f(n)} SL {g(n)} majú nasledujúce rozvoje: 

;f(/7)} = avr + aY+lr
+1 + ..., 

aY ^ 0 : jej index je v. 

{g(n)} =b/' + b,l+lr
+> + ..., 

híL ^ 0 ; jej index j e //. 

N e c h n a j s k ó r v > u. S tač í k e ď d o k á ž e m e , že existujú t a k é čísla O,, O2, ..., p r e 
k t o r é p l a t í : 

I "Z c„ 
1=-y-~ = 2>/. 
I VJ' ,=1 

./ = /* 

Ak t a k é čísla exis tujú . m u s í p l a t i ť : 

í «/' = I </ I V' = W + ' + (A^i + V2)/" + 2 + 
./ = v í = l j = // 

+ U ' A + ť 2 lVn + ^ l ' V + 2 ) l " + 3 + •- + ( < \ - A + ^ - „ + 1 ^ - 1 + ••• + 

+ <'A-„K + (V, + r-„ + ... + í \ . _ ( l + 1 c t l ) r + 1 + .... 
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Aby platila posledná rovnost', musia koeficienty _-,•, af. b- spíňať nasleduiúci systém 
rovnic: 

(-A = o, 
c2bft + c\bu + x = 0, 

<+A, + ci'nn+\ + c\bn+2 = 0, 

cv-n-\bfl + cv-,lb,,*-\ + ••• + c\by-2 = 0 . 

< jv-,A + cv-fl+íbfl_í + ... + cxhv_, = Í / V , 

í'v-/.+ A/i + <\-„ + 2^ i-1 + ••• + <Av = í 'v-1-

Pretože h 7- 0, z tohto systému možno čísla c,,c2,... jednoznačné vypočítat'. 
Přitom cv-„-1 ~ 0 a cv_;< i=-- 0. Ale i naopak, ak existujú čísla cl .O 

atď., ktoré spíňajú systém (1.5), je zřejmé, že platí: T̂ O,/' = £ r,7' y b,-/'. 
./ = v / = 1 / - 1/ 

Vyšetříme teraz podiel {/(/?)}/{,?(//)], ak v ^ //. Teda tento podiel má t\ar: 

Ov/
V+ av+ll

v l + ... 

btJ" + bu + ]í /.+ ! + ľ 
a,r + av+ir

+l + 
bur

í + /'„.,/" + 'л + ľ r 
; / / ( / / ) ! 

= _*{/'.(«)} = [-**/'(")} + - 1 K " 1 / Í ( 0 ) + ••• + sK~lh(0). 

Pretože K = // — v + 1 a podía toho, co sme už dokázali //(O) 7- 0. z tejto rovnosti 
vyplývajú už všetky ostatné tvrdenia vety. 

Dosledok. Každý operátor p e T(K) možno písať v tvare 

P = X "/, (6) 

kde v je celé číslo a O,-, / = v, v + 1, ..., sú komplexně čísla. 
Ak vo vyjádření (6) operátora p se Ov 7̂  0, číslo v nazýváme indexom operátora p 

a značíme ho ind p. 
Je zřejmé, že táto nová definícia indexu nie je v spore s už zavedenou a operátor p 

je funkciou vtedy a len vtedy, keď jeho index je kladný. Ďalej pre lubovolné d\a 
operátory /;, ^ je 

ind pcj = ind p + ind cj. 

Teraz už máme prostriedky na to, aby sme mohli dokázat', že těleso operátoro\ 
nie je algebraicky uzavřete. Nato, aby sme to dokázali, stačí ukázat", že existuje taká 
algebraická rovnica nad telesom T(/v), ktorá nemá riešenie v T(K). To sa nám podaří 
pomocou pojmu indexu funkcie. 
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Veta 5. Těleso operútorov nie je algebraicky uzavřete. 
Dokaž. Uvažujme rovnicu x2 = /, kde / = {1}. Pre žiadnu funkciufe K nie je 

I'2 — /, prelože hodnota funkcief2 v čísle n = 0 je nula, pre akékoTvekfe K a hod
nota / v čísle // = 0 je 1. Připusťme, že existuje operátor pe T(K) taký, že platí 
p2 — /. Teda podlá dokázaného a podlá vety 4 /; = f/g, pričom indf* = ind g. Podía 
násho předpokladu je f2/g2 = /, čiže f2 = g2L a teda ind/ 2 = ind g2 4- I. To je 
spor, leho / nerovnosti indf ^ ind g vyplývá 

indf2 g ind g2 < ind g2 + 1 = ind g2l. 
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПОЛЯ ОПЕРАТОРОВ 

Йозеф Э л и а ш 

Р е з ю м е 

В работе [I] определено поле операторов Т{К) как поле отношений над кольцом К всех 

комплексных функций, определенных на множестве всех целых неотрицательных чисел. Сло-
п 

жение и умножение в определяются по формулам а \ Ь = {а(п) 4- Ь(п)}, аЪ -=•- { 2^ а(л/—/) 
1 = 1 

/>(/' I)] для всех а, Ь (Е к. 

В сгагье доказываются следующие теоремы: 

Всякий )лемент/?(Е Т(К) может быть представлен в виде 

Р -• Е V' 
I — V 

где 1 {!], г 0 — целое число и а,-, / — г, V ] 1, . . . — комплексные числа, ах -{- 0. 

Опера т р /; принадлежит А* тогда и только тогда, когда г > 0. 

Функцию У 2., <7//'' можно писать в виде/ — #7,', #, // 6 А" тогда и только тогда, когда а{ ~ 0. 
/ 1 

Поле /(А) а.'псбраически незамкнуто [в самом деле, доказывается, что уравнение .V2 -• / 

не ИМСС1 решения в 7"(/0]. 
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S O M E P R O P E R T I E S O F T H E F T E L D O F O P E R A T O R S 

Jozef El ias 

S u m m a r y 

In the paper [1] the field T(K) of operators is defined as the quotiend-field over the ring A of all 

complex-valued functions defined on the set of all non-negative integers. The addition and multi-
n 

plication in K is defined by formulae a l b \a(ti)-\-h{n)\ and ah \2^a(n-i)h(i-\)\ 
i 

respectively (for every a, be K). 

The following theorems are proved. 

Every element p e T(K) can be written in the form p — 2^ a.l', where l — {I J, v - 0 is an integer. 

and at-; i = v, v ~f- \, ..., are complex numbers, av # 0. 

The operator p belongs to K if and only if v 0. 
00 

The function f — 2^ -V c a n D e written in the form f — #h, #, // e K, if and only if </, 0. 
/ = l 

The field T{K)\s not algebraically closed [in fact it is proved that the equation v2 / is not solvable 
in l\K)l 

Исправление к стате 

М А Т Р И Ч Н Ы Й П Р И Е М Р А С Ч Е Т А К О Л Е Б А Н И Й 

С Т Е Р Ж Н Е В Ы Х С И С Т Е М 

К. К. П о н о м а р е в , Москва 

На стр. 192 тома II (1961), Л« 3, строка 9 снизу напечатано уравнение 1 ( 1 ^ ' _ / 4 /4 0. 
Вместо него должно быть 

.Я4 

№)-~у.- 0. 
/4 ' 
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