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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 11.. 4, 1%1 

T R A N S F O R M Á C I A J A C O B I H O T R A N S C E N D E N T 
D R U H É H O D R U H U NA TVAR S REÁLNÝM 

A R G U M E N T O M 

JÁN C H R Á P Á N , Bratislava 

Podlá Jaeobiho detinície [I . str. 96. resp. 2, str. 150] 

d , „ / " K'\ 0o(v; k) 

uva/ujme ťunkcie 

z i ( ' ' : k) = -r- ln J, - P : i 
dr ' \ IK " K J 0 , 0 ; k) ' 

7 , ; . d . a ( v • • K ' \ 0 2 ( < > : k) 

Z2< r. *) = — In S 2 ( ^ . , - ^ j = ^ - - ^ , (2) 

7 Í ; \ d r a /' , ; • K ' \ 0 ' ^ - l<) 
iy(v; k) = --— In 3 , — ~ - ; ( ' — áv Ó\2K K J G3(v; k) " 

kde 

V0(X;T) = 6> 0 (v ;k ) ; 

^ ( x ; r ) = 6 > l v v ; k ) ; (3) 

V , 2 ( A ; T ) = 6> 2 (v ;k ) ; 

,9 3 (x ; r ) = 6> 3 (v;k) 

znamenají) Jaeobiho thétaťunkcíe [I, str. 71, resp. 2, str. 138] argumentu x = --—--, 
2K 

K' 
parametra r = i — - a hodnoty K; K' sú konstanty periody Jaeobiho eliptických 

A 

ťunkcií (úplné eliptické integrály prvého typu) [2, str. 142]. Argument v a modul k 
ťunkcií (1), (2) móžu byť TubovoFné čísla. Funkcíe (1) a (2) sú Jaeobiho transcen-
denty druhého druhu (dzétaťunkcie). 
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Druhé logaritmické derivácie funkcií (3) [2, str. 142] 

!.-'»^«-v-(r) 
do \ ,i0 

d" , ,, , !)o (!¥, \- !):(x: T) 
- , - ln .90 .v; r) = •- - - - i - 'y 

d.v2 ,9„ \!>0J ,90(.V:T) 

d.x2 ,90 U J 3.( .V:T) 

d ' |„ _ , „ . , , ' ^ . _ t » i V ^ ( -^T) ln,92(x; т) 
d.v' ' ,90 \ , 9 0 / ,9;(.V:T) 

^In^^^-^-Y^-' 
d.v " ,90 \ 3 0 / ,ř^(.v: T) 

upravme substitúciami [2, str. 142-144, rcsp. 3, str. 289. 6.196] 

li\ = TuV jV^; ^ 3 — -K: ' -;• = k: 

У l ( X ; T ) fc.sn ( * : * ) : 
.9„(.v; T) ^ 

•9,(.V;T) ; " F 
2V = ; . cn(r : k): (4> 

,V0(.v; r) \ /c' 

«3(-V:T) I , , . , 

= ._. . an (r: K): 

!)0{x:r) sk-

£ - « ' £ - « • ( ' - £ ) • 
kde E znamená úplný eliptický integrál druhého typu, na tvar [3, str. 423]. 

d 2 - ln S0 (~- ; T)=\ - E - khn2(v; k); 
dv2 \2K J K 

--- ln ,9, f--—- ; T) = 1 - ----- - ns2(v: k): 
dv2 \2K J K 

-l\lnB2(-V--.:r)=l-.L-ůe>{v:k): 

dv2 \2K J K 

-'-, ln »3 (-•-; T)=\- - - - k2
Cd\r. Jt). 

dr 2 \ 2K J K 
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polom na základe detiničných vzťahov (1) a (2) po úpravě dostaneme 

^ r Z 0 ( ( ' ; A) = - ~ + dn 2 (y; A); 

^ Z l ( ř , A ) = - A . - c s 2 ( r ; A ) ; 

T-Z2(v: A) = - ~ - - A' 2 sc 2 (i ; A); 
civ K 

• d
d - r Z 3 (i-:A-)= " Y + ť 2 | l d 2 ( ' ' : *)• 

(5) 

Integrováním relácií (5) vychádza 

Z„(«>; A) = - - - - г d n 2 ( c ; A)dľ 

Z,(ľ; A ) = - ~ - - г - cs 2(ľ; A)dľ; 

sc (v; k) dtҷ Z 2 ( ľ ; A) = - — ľ - Å-'2 

(6) 

/..,(/>; A) = - - j ^ - ľ + A'2 n d 2 ( ľ ; A)dľ. 

Ak je argument 
v = ia 

\o vzťahoch (6) imaginárny, pomocou Jacobiho imaginárnej transformácie 
[2, str. 149] bude 

Z 0 ( i a ; k ) = — ia + i 

Z,(ia; k) = ^- ia + i 
K 

d c 2 ( a ; k ' ) d a ; 

X 

ns 2 (a; k') da; 

Z 2 ( / a ; k ) = — — - ia -f- ik ' | s n ^ ( a ; k ' ) d a ; 

(7) 

Z,( ia ;k ) = ia + i k ' 2 

Гv 

c d 2 ( a ; k ' ) d a . 

245 



Na základe vzťahov [3, str. 124-126] 

d c 2 ( a ; k')da = i - d n 2 (a; k')da + sc(a; k')dn (a: k'); 

n s 2 ( a ; k ' ) d a = a + | c s 2 ( a ; k ' ) d a ; 

k'2 s n 2 ( a ; k')da = a + k2 sc 2 (a; k') da — sc (a; k') dn (a; k'); 

,г | c d 2 ( a ; A')da = a - kЧ n ď Ҷ a : k') áy. 

prepíšme relácie (7) do tvaru 

Z0(ia; k) = — — i a + i <a dn2 (a; k')da + sc(a; k')dn(a; k') ,1 

Zj(ia; k) = — - - ia + i <Ja + | es2 (a; k')da \\ 

Z 2 ( ia ;k ) = — ^ - i a + i<|a + k2 | s c 2 ( a ; k ' ) d a - s c ( a ; k ' ) d n (a; k')\; 

(8) 

Z3(ia; k) = — — ia + i{a 

a 

- k2 n d 2 ( a ; k ' ) d a i 

Z rovnic (6) pre reálné hodnoty argumentu a a komplementárny modul kr 

\ yplýva 

E' 
Z0(a; k'ì = a + 

K' 

d n 2 ( a ; k ' ) d a ; 

E' 
Z,(a; k') = a 

K 

E' 

cs2 (a; k') da; 

Z , ( a ; k ' ) = - - a - k 2 s c 2 ( a ; k ' ) d a ; 
K' ' 

(9) 

£' 
Z-(a :k ' ) = a + k2 

K' 

n d 2 ( a ; k ' ) d a . 

246 



Dosadením 2 rovností (9) do vzťahov (8) máme výsledky 

Z 0(ia;k) - - Z 0 (a;k ' ) - sc(a; k') dn (a; k') + a 

Zx(\z;k)= — i <Z г(a; k') + a 

- 1 + _ Ľ _ , 
к к' 

\-

K K' 

Z2(ia, k) = — i <Z2(a; k') + sc(a; k')dn(a; k') + a 

Z 3(ia;k) = - i J z 3 ( a ; Г ) + a 

E E' 
-— + — 
K K' 

E E' 
-- + 
K K' 

/ ktorých vzhfadom na Legendreovu reláciu [2, str. 129] 

EKr + E'K - KK' = ~ 

\ychádzajú transformačně vztahy Jacobiho transcendent druhého druhu {(1); (2)'f 
na tvar s reálným argumentom 

Z,(ia;k) = - U z , ( a ; k ' ) 

Z0(ia;k) = - i І Z 0 ( a ; k ' ) - sc (a; k') dn (a; k') + 

2KK ' 

Z2(ia;k) = - i iz 2 (a;/v ' ) + sc (a; k') dn (a; k') + 

7тa 
2KK ' 

2KK' 

яa 

2KK' 

(Ю) 

Z 3(ia;k) == - Z 3 (a;k ' ) + 

Vytvořme rozdiei Z2(v\k) - Zoi^k). N a základe definičných relácií (I) a (21 

Z 2 ( r : f c ) - Z o 0 ' ^ ) = -^-ln-
d Э - ' ^ : ' 

v . K' 
2 ; ' T 

ľ . K' 
; ' Ҡ ЧJÌČ'- ' 

resp. vzhíadom na rovnosť (4) 

Z2(v;k) - Z0(v;k) =-• -]ncn(v;k) = 
^ ; dv 

^ — sc (v; A) dn (v; A). (П) 
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Pomocou vztahu ( I I ) možno rovnice (10a) a (10c) prepísať do jednoduchého m i m 

Z „ ( i a ; A ) = - i l z 2 ( a : A - ' ) 
2KK' 

( 1 2 ) 

Z 2 ( i a ; A - ) = - i J z „ ( 2 ; A ' ) + W , } . . 
( 2KK' \ 

ktorý je analogický s tvarom rovnic (10b) a (10d). 

Zhrnutie: 

Podlá Jacobiho defmície (1) sa v práci uvažujú funkcie (2), ktoré spolu s funkcou (1 ) 

sú Jacobiho transcendenty druhého druhu (dzétafunkcie). Úpravou druhých loga

ritmických derivácií [2, str. 142] Jacobiho thétafunkcií (3) odvodené relácie {5) 

integrováním dávajú vztahy (6), z kterých na základe Jacobiho imaginárně] trans-

formácie [2, str. 149] vychádzajú rovnosti (7), Úpravou integrálnych výrazov \ ro\-

nostiach (7) formulované vztahy (8), vzhfadom na rovnosti (9), po použití Legendreo\ ej 

relácie [2, str. 129] poskytuji! transformačně vztahy (10), resp. (12) Jacobiho trans-

eendent druhého druhu na tvar s reálným argumentom. 
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П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е Т Р А Н С Ц Е Н Д Е Н Т Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Л К О Б И В Т О Р О Г О Р О Д А В В И Д С В Е Щ Е С Т В Е Н Н Ы М А Р Г У М Е Н Т О М 

Ян X ра па н 

Р е з ю м е 

По определению Якоби (1) в работе рассматриваются функции (2), которые вместе с функ

цией (1) являются трансцендентными функциями Якоби второго рола (дзета-функции). Пре

образованием вторых логарифмических производных [2, стр. 142] тзта-фчнкций Якоби (3) 

найденные соотношения (5) интегрированием дают сотношепия (6), из которых на основе 

мнимого преобразования Якоби [2, стр. 149] получаются уравнения (7). Преобразованием 

интегральных выражений в уравнениях (7) формулированы соотношения (8), из которых 

используя равенство (9) и применив соотношение Лежандра [2, стр. 129] получаются соотно

шения трансформации (10) и (12) трансцендентных функций Якоби второго рола в вит с ве

щественным аргументом. 
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T R A N S I O R M A T I O N D E S J A C O B I S C H E N T R A N S Z E N D E N T E N 

Z W E I T E R G A T T U N G A U E D I E F O R M M I T R E A L E M A R G U M E N T 

Jan C h r a p a n 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Nach der Jacobischen Defin i t ion ( I ) werden in der Arbeit die Funkt ionen (2) betrachtet, die 

zusammen mit der Funkt ion (1) Jacobische Transzendenten zweiter Gat tung sind (Ze ta-Funktionen). 

Die durch Anordnung der zweiten logar i imischen Derivationen [2, S. 142] der Jacobischen Theta-

lunkt ionen (3) abgeleiteten Relationen (5) ergeben durch Integr ierung die Beziehungen (6), aus 

denen auf Cirund der Jacobischen imaginären Transformationen [2, S. 149] Identitäten (7) entstehen. 

Durch Ano rdnung der Integralausdrücke in den Identitäten (7) formulierten Beziehungen (8). mit 

Rücksicht auf die Identitäten (9) nach Anwendung der Legendre-Re lation [2, S. 129], ergeben die 

rrans.brmationsbeziehungen (10), resp. (12) den Jacobischen Transzendenten zweiter Gattung auf 

die Form mit realem Argumen t . 
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