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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, 11, 4, 1961 

OSCILATORICKÉ RIEŠENIA ISTEJ NELINEÁRNEJ 
D I F E R E N C I Á L N E J ROVNICE D R U H É H O RÁDL 

Š T E F A N B E L O H O Ř E C , Bratislava 

V práci [1] našiel F. V. Atkinson nutnú a postačujúcu podmienku na to. aby 
všetky riešenia rovnice 

y"+f(x)y2n+l =0 (y.) 

(J(x) > 0, spojitá pre x > 0, // _• 1 prirodzené číslo) boli oscilatorické. J. Jones \ [2] 
zovšeobecnil jeho výsledok pre rovnicu 

r " + I j ; ( . v ) . ' 2 í + 1 = 0 (/,') 
i--= 1 

(f(x) _• 0, / = 1,2, 3 n spojité pre x > 0, f(x) > 0 pre nějaké k, ffx) e L(a. x )). 
Z dókazov oboch viet vidieť, že tvrdenia zostanú zachované aj pre diferenciáluu 

rovnicu, v ktorej exponenty 2/+ I (/" = 1,2, ...,n) nahradíme číslami V, > I. 
pričom o Nř předpokládáme, že N, = p,/O, (/ = 1, 2, 3 //), kde /;, a qt sú ne-
párne prirodzené čísla. Ciefom tejto práce je nájsť takúto podmienku \ případe. 
že 0 < N, < 1. 

Oscilatorickým riešením budeme v ďalšom rozumieť riešenie, ktoré má aspoň 
jeden nulový bod v intervale (t, oo) pre lubovolné t. 

Veta. Nech 0 < N, < I (/ = 1, 2, 3, .... n) a nech N, = />,•/#.-, kde p, a cfi sú ne-
párne prirodzené čisla. Nech súfunkcief(x) (/ = 1, 2, ..., n) nezáporné, spojité v inter
vale (0, oo), pričom existuje index k a číslo a tak, že fk(x) > 0 v (a, oo). Nech sú (fale/ 
funkcie f\(x) také, že každé riešenie diferenciálnej rovnice 

y"H- í f ( - v ) y V ' = 0 (1) 
/ = i 

dá sa rozšířit na celý interval (0, oo). 
Potom všetky riešenia rovnice (1) sú oscilatorické vtedy a len vted\\ ked 

-f 

ľІ.vv:/;.(.v)d.v= x . 
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Do kaz. 1, Nech y(x) je neoscilatorické riešenie rovnice (1). Nech pre .v > a 
je už v(x) > 0 (podobné by sme postupovali pre y(x) < 0). Potom y"(x) < 0. 
t. j . y'(x) klesá, existuje teda lim y'(x) = c ^ 0. integrováním rovnice (1) dostaneme 

/(-v)- r'(0) + Jl/(/)r' v '(/)d/ = 0. 
O 

Existencia limity y'(x) pre .v -> oo nám zaručí existenciu integrálu 

£/(.v) r^(.v)d.v 
i= 1 

o 

a pretože lim v'(x) = 0, móžeme napísať 
.Y - / 

00 

v'W = Jt//(')A0d/, 

Integrujme poslednú nerovnosť v intervale <a, x>. Potom pre x > a dostaneme 

л > a. 

ľ(.v) - y(a) = 
£/(/)y'v'(,)d/dH = 

= (* - «)J.!/(')r'V i(ť)d/ + J (/ - a) £/ ,( /) /<( /) dr. 
-V o 

Z tejto nerovnosti vyplývá, že 

.K.v) = (-V - fl)J £/,(/)/'(/)d/. 
.x 

Umocněním na N} (j = 1, 2, 3 n) a ďalšou elementárnou úpravou dostaneme 

/,(*)/<*) j J í / ^ A O d í } " * ^ (x - a)N'f,{x). 
x 

n 

Pretože £f(.v) yNi(x) = J)(x) yNj(x) ^ 0, z predchádzajúcej nerovnosti máme 
/ = i 

Í (v - apUx) = £ í £/(.v-) /"(*)} | j£/(/) /•(/) d/] "' 
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Integrujme poslednú nerovnost' v intervale {.Y^.YS/, pričom a < v, < .v < v-
Dostaneme výraz 

X (.v - apjjix) d.v g I| ;I/(vX(A j[j I I/f(/).vV)d.j-"^ ü.v. 

Položme teraz 

l",(vj U I/;(o .лod/ 
,• == i 

Potom 

FXлO = (N ř-i)Ш(л-)УЧv^J u l./;c)»лt)d/ 

Platí preto 

X (-V - ..ГVД.V) d.V Ş; X (lV'; - ' Г ' l Л » d.V 
J = I .1 . / = 1 

Z ( N / - | ) 
J -= 1 

! / , ( ' ) < ( ' ) d í 

Ak necháme N2 rásť nad všetky rnedze, posledná nerovnost' nám zaručí, že 

X <j(л-) d.V < X, 
/ = 1 

čím je dokázané tvrdenie o postačujúcej podmienke. 

2. Aby sme dokázali tvrdenie o nutnej podmienke, stačí nájsť aspoň jedno ne-
oscilatorické riešenie rovnice (1) za předpokladu, že platí 

Nech 

XN A f ( .v )dv< x . 
/ = i 

]T x' ff(x) dx < x . Potom pre dostatočne velké a platí nerovnost' 

£(.v- ť ()~:/;.(.v)dv< i : . 

•;r,9 



pričom r, je íubovoFné malé kladné číslo. Integrujme teraz rovnicu (1) v intervale 
\a. \>. Dostaneme 

y'(a) = r'(.v) + I j O / ' ( ' ) dř- <-) 

Ncch je r(.v) také riešenie rovnice (1), že y(O) = 0, y'(a) >„ I. O tomto nesení 
dokážeme, že v intervale (O, oo) nemá nulový bod. Připusťme že to nie je pravda 
a označme znakom h najmenší nulový bod riešenia y(x) v intervale (O, oo). Riešenie 
y(x) v intervale (O, b) spina nerovnost' 

r(.v) g y\o) (.v - tf), 

pretožc je tam Konkávnou funkciou. Dosadením do (2) dostaneme 

.»•'(") Š y(x) + i i j iou^ťn^c - «f' ď Š 
a 

Š / ( . v ) + /(-/) ítf(N)(N~Or v 'd.v, 

y'(a) ^ / ( * ) + /(O) e-

Ale potom platí 

/(O) [I - fi] ^ / ( . V ) . 

Pretože Í; možeme volit íubovoíne malé, z poslednej nerovnosti vyplývá, že y(x) 
je raslúcou funkciou v celom intervale (a, b), čo je spor. Teda riešenie y(x) nenado-
búda v intervale (O, oo) nulový bod, t. j . je neoscilatorické. 

V nasledujúcich dvoch poznámkách uvedieme příklady funkcií, ktoré splňujú 
předpoklady vety. 

P o z n á m k a 1. Nech sú funkcie j](x) (i = 1, 2, 3, ..., n) nezáporné v intervale 
(0, oo), pričom aspoň jedna z nich je kladná. Nech majú derivácie a nech platí 

f-(x) ^ 0 pre všetky i. Potom každé riešenie rovnice (1) dá sa rozšíriť na celý in-
ter\al (0, x ) . 

Aby sme toto dokázali, utvořme funkciu 

Ц.v) = r2(.v)/2 + I(УV f + \Г\f,{x) y"'+,(x) > 0. 
i 

Potom 

'(.v) = V ( Л ' , + l ) - ' Л - v ) . ľ V ' ( - v ) ś O . ___ 
1-- l 
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t. j . y'(x) je ohraničená. Neeh y(x) je riešením rovniee (1). Ak má toto riešenie 
konečný počet nulových bodov, podlá klasických viet je možné rozšířit' ho. Ak 
existuje taká postupnost' {xn} (n = 1,2,3,...) nulových bodov ricšenia y(x). že 
lim xn = x0, potom z ohraničenosti prvej derivácie vyplývá lim y(.v) = 0. Podobné 
X—>CX_. .V •A"o 

lim y'(x) = 0. To znamená, že riešenie y(x) móžeme predížiť nulovým riešením. 
J C - A . V O 

P o z n á m k a 2. Ak diferenciálna rovnica (1) přejde do tvaru 

y" +f(x)yN = o 

(0 < /V < 1, N = p/q, p a q sú nepárne prirodzené čísla), pričom funkcia f(x) 
je kladná v intervale (0, co) a v každom konečnom intervale má konečná variáciu. 
potom íubovoFné riešenie takejto rovnice sa dá rozšířit na celý interval (0, :/:). 
Podía [3] je y'(x) ohraničená v každom konečnom intervale a predlženie je možné 
z dóvodov ako v poznámke 1. 
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К О Л Е Б Л Ю Щ И Е С Я Р Е Ш Е Н И Я О Д Н О Г О Н Е Л И Н Е Й Н О Г О 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А 

Штефан Б е л о г о р е ц 

Р е з ю м е 

Ф. В. Аткинсон нашел необходимое и достаточное условие для того, чтобы все решения 

уравнения (а) являлись колеблющимися. Дж. Джонс обобщил его результат для уравнения (:>). 

Из доказательств обеих теорем видно, что утвержления сохраняют силу и для дифференциаль

ного уравнения, в котором показатели 2/ ~Ь 1 (/ = 1 ,2, . . . , /;) заменяются числами /У/ > 1. 

причем предполагается, что А/; = Р\/ах ( / = 1, . . ., п), где рг и су,- нечетные натуральные числа. 

Целью настояшей работы является найти такое условие для случая 0 < /V 1. 
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Теорема. Пусть О /V,- 1 (!' 1,2 п) и пусть /V,- — у?;/^;, где/?/ и </,• нечетные нат\-

ральныс числа. Пусть функции /\(х) неотрицательны, непрерывны в интервале {а, оо), причем 

существует индекс к и число а так, что/^(х) > 0 в интервале («7, сю). Пусть далее функции /}(х) 

будут такими, что всякое решение дифференциального уравнения (1) можно продолжить на 

весь интервал (0, >о). Утверждается, что все решения уравнения (1) являются колеблющимися 

тогда и только тогда, когда 
со п 

/ ^ л-*<;/;(л) ол- -ос-. 

O S C I L L A T O RY S O L U T I O N S O F C E R T A I N N O N L T N E A R D I F F E R E N T I A L 

E Q U A T I O N O F T H F S E C O N D O R D E R 

Stefan B e l o h o r e c 

S u m m a r y 

F. V. Atkinson has proved a necessary and sufficient condition in order that every solution of 

the equation (a) oscillates. J. Jones generalized this result for the equation (ft). It is seen from the 

proofs of both theorems that these statements are valid for the differential equation in which the 

exponents 2i i 1 (i - 1,2, ..., n) are substituted by IVf > I where Nt is supposed to be equal to 

N; Pj/tfj (i 1,2,..., //), /;,- and a- being odd integers. The aim of this work is to find such a con

dition in case O N < 1. 

Theorem. Let 0 < IV- < 1 (i ^ 1, 2, ..., /;) and let IV- - p./a. where pt and a- are odd integers. 

Let the functions J)(x) be non-negative continuous in (a, oo), where an index k and a number a exist 

in such a way, that fk(x) > 0 in (a, cx3). Further, let the functions ft(x) be such, that each solution 

of the differential equation (1) can be extended in the whole interval (0, oo). Than all solutions of 

the equation (1) oscillate than and only than if 

/ X *NiШ d.v 
1 
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