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ASYMPTOTICKÉ VLASTNOSTI RIESENÍ 
DIFERENCIÁLNEJ ROVNICE 

y'"(t) + 2A(t)y'(t) + B(t)y(t) - C(i)y(t - h(t)) = 0 

PAVOL MARUŠIAK, Žilina 

V tejto práci sa budeme zaoberať asymptotickými vlastnosťami riešení 
lineárnej diferenciálně] rovnice 3. rádu s oneskoreným argumentom (ďalej 
budeme písať len „dif. rovnice") 

(1) y'"(t) + 2A(t)y'(t) + B(t)y(t) - C(t)y(t ~ h(t)) = 0 

Ďalej budeme předpokládat, že A'(t), B(t), C(t), h(t) (^ 0) sú spojité funkcie 
na intervale I = (to, oo) a platí lim [t — h(t)] = + oo. 

t->00 

Homogénna začiatočná úloha (ďalej len „hom. úloha") pre dif. rovnicu (1) 
je definovaná takto: Nech na začiatočnej množině Eto = {u; u = t — h(t) ^ 
^ to, t E 1} je definovaná spojitá a ohraničená funkcia cp(t), pričom cp(to) = 1 
a nech yo, y'0, yl sú 1'ubovol'né reálné čísla. Na intervale I Madame riešenie 
dif. rovnice (1), ktoré splňuje tieto začiatoěné podmienky: 

(2) y(t0
+) = yo, yw(h+) = y<č), h=i92 

y(t) = y0(p(t) pre teEto. 

Existencia a jednoznačnost riešenia hom. úlohy (1), (2) sa dokáže podobné, 
ako je dokázaná N o r k i n o m pre n = 2 v [2]. 

V tejto práci, okrem lem dokážeme dve vety, ktorých technika dókazu 
je podobná, aká je použitá u Zlámala [4] á Lazera [1] pre obyčajné dif. 
rovnice 3. rádu bez oneskorenia. 

Najprv uvedieme dve lemy, ktoré sú uvedené v [3]. 

00 

Lema 1. Nechf(t) EC1 (a, oo). Ak f'(t) je ohraničená funkcia a [ f2(t)dt< oo, 
d 

potom lim f(t) = 0. 
t-*oo 
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Lema 2. Nechf(t)eC2 (a, oo). Ak lim/(l) = 0 a f"(t) je ohraničená Junkcia, 
t-»oo 

potom limf'(t) = 0. 
t-»oo 

Lema 3. Ak si označíme 

F[y(t)] = y(t)y"(t) - \ y'*(t) + -4(%-(í), 

pricom y(t)je riešenie hom. úlohy (l), (2), potom y(t) spina nasledovnú integráinu 
identitu 

(3). F[y(t)] - F[y(t0)\ = j [A'(u) - B(u)]y2(u)du + j C(u)y(u)y(u - h(u))du. 
to to 

D ó k a z je zřejmý. 

P o z n á m k a 1. Ak a je lubovolné číslo z intervalu I, potom pod Ea rozumie-
m e : Ea = {u; u = t — h(t) ^ a, t ^ a}. 

Riešenie y(t) hom. úlohy (1), (2) budeme nazývat oscilatorickým. ak na 
každom intervale (a, co), (pre lubovolné a e I) má y(t) nekonečné vela nulo
vých bodov a y(t) == 0 neplatí na žiadnom podintervale (b, co) cz (a, oo). 

Riešenie y(t) hom. úlohy (1), (2) budeme nazývať neoscilatorickým, ak 
existuje také číslo ae I, že pre každé t > a je y(t) stále kladné alebo záporné 
alebo existuje číslo b > to, že pre t ^ b je y(t) = 0. 

Budeme hovoriť, že riešenie y(t) hom. úlohy (1), (2), definované na inter
vale / má vlastnost V, ak y(t) = 0 neplatí na žiadnom podintervale intervalu / . 

Nasledovná veta je modifikáciou vety 3, ktorú uviedol M. Z l á m a l v [4]. 

Veta 1. Nech existuje také číslo ae I, ze na intervale {a, oo) platia nerovnosti 

A(t) ^ b, B(t) ^ b, kde b je kladná konstanta, 

(4) 2A'(t) - B(t) < 0, C(t) ^ 0, 

pričom rovnost nule neplatí na žiadnom podintervale intervalu (a, oo). 
Potom pre každé riešenie y(t) hom. úlohy (l), (2) na intervale (a, co), ktoré 

má vlastnost V platí: 
1) y(t) mění znamienko na intervale (c, oo) pre každé c > a, alebo 
2) y{t) je neoscilatorické a platí lim y(t) = lim y'(t) = 0. 

t-»oo t-»00 

D ó k a z . Pre každé riešenie y(t) hom. úlohy (1), (2), ktoré nemění znamienko 
na intervale (a, co) a ktoré má vlastnost V platí : 

1) má nekonečné vela núl na (c, co), pre každé c > a, alebo 
2) y(t) "¥ 0 od určitého t počnúc. 
1) Nech ai< a2< . . . < an< . . . sú nulové body riešenia y(t) hom. úlohy 

(1), (2) na intervale (a, co), kde an-> co pre n-> oo a nech y(t) ^ 0 pre 
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t ^ a±. Potom je zřejmé, že y{an) = y'(an) = O, a preto je F[y{an)] = O 
pre n = 2, 3, ... a F[y{a±)] ^ 0. Vzhladom na to, že lim (í — h{t)) = oo 
pre t-> oo je y(ai) = sup {t;t ž ai,t — h{t)< ai}< co. Preto bude existovat 
prirodzené číslo N také, že ajsr > y(^i). 

Keď y{t) ^ O pre t ^ ai; potom je j/(ř — h{t)) ^ O pre č ^ a# ^ y(«i). 
Zo (4) dostaneme, že A'{t) — B(í) < — 6/2< O a vzhladom na to, že C{t) ^ O 
vyplývá z (3), že pre n ^ iV platí 

an 

-%(«*.)] - -%(»*)] = j [A'(«) ~ £(«)M«)d« + 

+ J C{u)y{u)y{u — й(^) )ďм ^ — 

an 

2 ^ 
aN 

y2{u)du< 0. 

To je však spor, lebo 1'avá strana sa rovná nule a pravá strana je záporná. 
Tým sme dokázali, že riešenie y{t) hom. úlohy (1), (2), ktoré má vlastnost V 
a má nekonečné vela núl na intervale (a, oo) mění na tomto intervale zna-
mienko. 

2) Nech y{t) 4= 0 pre t > a0, kde a0 ^ a. 
Uvažujme případ, že y{t) > 0 pre t ^ a 0. Nech ai = y(a0) < oo. 

Najprv dokážeme, že nerovnost y'{t) ^ 0 neplatí na intervale <a2, oo) <= 
<z <ai, oo) (a2 je lubovolné číslo > ai). Tento dókaz vykonáme .nepriamo. 
Nech y'{t) ^ 0 pre t ^ a2. Potom i/(ř) ^ ?/(a2) > 0 pre t ^ a2 a z dif. rovnice 
(1) a zo (4) dostaneme y"'(ř) ^ — by{a^) pre £ > a2, teda y'{t) -> — oo pre 
£ -> oo a to nie je možné. 

Preto {i)y'{t) ^ O pre í ^ ai, 
alebo {j)y'{t) mění znamienko na intervale (fli, oo). 
(i) Nech y'{t) ^ O a ?/(£) > O pre t> a\. Potom z identity (3) vzhladom 

na (4) dostaneme 

(5) F[y{t)] - F[y{ax)] = J [A'{u) - B{u)]y2{u)du + 
ax 

t 6 f • 
+ J C{u)y{u)y{u — fe(^))d^ < — — f/2(w)dw. 

a, 2 J 
ax 

Aby sme dokázali, že lim y{t) = O pre t-> oo stačí, ak dokážeme 
00 

J 2/2(^)dtt< co 

Posledně tvrdenie dokážeme nepriamo. Predpokladajme, že 
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(6) 
l 

lim J" y2(u)du = oo 
t->oo a x 

Potom z nerovnosti (5) dostaneme, že lim F[y(t)] = — oo pre ť ^ oo. Preto 
pre dostatočne velké t platí nerovnost 

V(*)V , - IM)Y\ 
0 > Tfø(í)] = yҶř) A(t) + 

y(t) 2 \ 2/(0 

M. Z l á m a l v práci [4], vo vete 3 ukázal na základe poslednej nerovnosti, že 

oo 

f y2(u)du < co, 
« i 

co je však spor so (6). 
Ak si označíme G[y(t)] = y"(t) + 2A(t)y(t), potom po integrovaní dif. rov

nice (1), použití (4) a předpokladu, že y(t) > O pre t > a 0 dostaneme pre y"(t) 
nerovnost 

y"(t) < G[y(t)] ^ G[y(a{)] pre t> alm 

Ak použijeme lemu 2, nakolko je y"(t) ^ G[y(a\)], lim y(t) = O p r e £-> oo, 
dostaneme lim y'(t) = O pre t -> oo. 

(j) Nech y'(í) mění znamienko na intervale <ai, oo) a y(t) > O pre t ^ a i = 
= y(a0). Ak {č4n=i J e postupnost minim riešenia y(t) hom. úlohy (1), (2) 
na intervale <ai, oo), potom pre tn plat í : y(tn)> O, y'(tn) = O, y"(tn)> O, 
a preto -F|j/(řn)] > O (n = 1, 2, 3, . . . ) . Nakolko JP[Ž/(0] J e klesajúca funkcia 
na intervale <ai, oo) vyplývá z (3) vzhladomna (4) &F[y(tn)] > O, že F[y(t)] > O 
pre £ ^ a i . Potom z (3) dostaneme nerovnost 

t t 

-F[y(h)] ^ j [A'(u) - B(u)]y2(u)du + J C(u)y(u)y(u - h(u))áu. 

Z poslednej nerovnosti vzhladom na (4) dostaneme 

o< yЦu)du ^ F[y(h)], 

odkial vyplývá, že integrál f y2(u)du je konvergentný. Ak ďalej budeme po
tí 

stupovat rovnako, ako M. Z l á m a l v [4] pri dókaze vety 3, lahko sa ukáže, že 

a, by(t) ^ G[y(h)] 

h, y'2(t) ^ 2G[y(h)]y(t) 
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Potom z a, b, na základe lemy 1 dostaneme, že lim y(t) = 0 pre t -> oo a potom 
z b, dostaneme, že lim y'(t) = 0 pre t -> oo. 

P ř í k l a d . Dif. rovnica 

. 4 sin t 
y"'(t) + / l - \ y'(ť) + 2 X 

4e* — 2 sin ř x 8 e*/2 

x /i + : — i — ^ T \ y(0 + : — Ž — ; r 
eř — ]/2 sin iř + —I J ef — l/2s in(č + — I 

má riešenie na intervale <0, 00). Začiatočná množina je bod t = 0. Koeficienty 
dif. rovnice spíňajú podmienky (4) na intervale <2/3TT, 00), lebo 2A(t) ^ 0,3, 
B(t) ^ 0,3, A'(t) — B(t) ^ —2,C(í) ^ 0,pre t ^ 2/3TT. Daná dif. rovnica má 
na intervale <0, 00) neoscilatorické riešenie y±(t) = e~ř a oscilatorické riešenia 
y2(t) — eř cos 2t, yz(t) = et sin 2t. 

Lema 4. Nech pre tel = <řo, 00) platia nerovnosti 

(7) 4( í) ^ 0, 5 ( 0 ^ 0, A'(t) — 5 ( 0 ^ 0, C(t) ^ 0 

pricom rovnost móze platit len v izolovaných bodoch intervalu I. Ak y(t) je rie
šenie hom. úlohy (1), (2) s vlastnostou V, ktoré nemění znamienko na I 
a cp(u) .y(t) ^ 0 pre ueEto, tel, potom y(t) má na intervale (to, 00) najviac 
jeden kořen. 

D ó k a z vykonáme nepriamo. Ak y(t) má dva kořene h, ř2 (y(t) 4= 0 pre 
t e (h, t2)) potom y(h) = y'(vi) = 0, i = 1, 2, a preto F[y(tt)] = 0. Potom 
pomocou (3) vzhladom na (5) dostaneme spor. Tým je lema dokázaná. 

Lema 5. Nech na intervale I platí (7) a nech y(t) je neoscilatorické riešenie 
hom. úlohy (1), (2) 8 vlastnostou V. Ak existuje bod heI taký, ze F[y(h)] < 0 
a y(t) nemění znamienko na Eh U <či, 00), potom existuje taký bod ae I (a ^ h), 
ze platí: 

1. y(t) * 0, y'(t) # 0, y"(t) 4= 0 pre t> a. 
2. sgn y(t) = sgn y'(t) = sgn y"(t) pre t> a. 
3. V bodoch intervalu (a, 00), v ktorých y'"(t) 4= 0 je sgn y"'(t) 4= sgn ?/(£). 
D ó k a z . Ak riešenie y(t) hom. úlohy (1), (2) s vlastnostou V nemění zna

mienko na E^ U <£i, co), potom vzhladom na (7) dostaneme na základe (3), 
že F[y(t)]<F[y(h)] ^ 0 pre t>h. 

Nech y(t) ^ 0 pre teEtx\J (ti, 00). Potom vzhladom na lemu 4 existuje 
taký bod a\ ^ h, že y(t) > 0 pre t > a\. 
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Ak dokážeme, že existuje taký bod a 2 ^ a±, že y'(t) > 0 pre t > a 2 , potom 
•z dif. rovnice (1) vzhladom na (7) dostaneme y'"(t) ^ 0 pre t ^ a 2 , pričom 
Tovnosť móže platiť len v izolovaných bodoch intervalu <a 2, oo). Keď y'"(t) ^ 0, 
potom y"(t) je klesajúca funkcia a vzhladom na y'(t) > 0 musí byť y"(t) > 0. 
Tým by bola veta dokázaná, pricom by sme položili a = a 2 . 

Dókaz, že y(t) > 0 ,y'(t) > 0 pre t ^ a 2 sa vykoná nepriamo. Nebudeme ho 
uvádzať, nakolko postup dokazuje rovnaký ako dókaz lemy 3,1 v [1]. Lema 5 
je totiž modifikáciou lemy 3,1 uvedenej L a z e r o m v [1]. 

A. C. L a z e r v práci [1], na straně 455 dokázal nasledovnú lemu. 

Lema 6. Ak y(t) e C*(a, oo), y(t) > 0, y'(t) > 0, y'"(t) ^ 0 pre t ^ a, potom 

y(t) l 

lim inf ^ — . 
t^oo ty'(t). 2 

Veta 2. Nech na intervale I platí (7) a nech existuje číslo a < x/2, také ze 
pre t ^ a e I platí nerovnost 

1 +8 
<8) oct[B(t) - C(t)] + 2A(t) + h(t)C(t) > , 

át2 

pricom a > 0 a e je malé kladné číslo. Nech na intervale (a, oo) existuje po
stupnost {ín}n«ii> pricom limtn = + o o pre n ~> oo. Ak y(t) je riešenie hom. 
úlohy (1), (2) s vlastnostou V, ktoré je nie záporné v urcitom okolí bodu tn a ani 
na Etn a F[y(tn)] ^ 0 (n = l, 2, ...), potom y(t) je oscilatorické riešenie. 

D ó k a z vykonáme nepriamo. Nech y(t) je neoscilatorické riešenie hom. 
úlohy (1), (2) a nech F[y(tn)] ^ 0 pre n = 1,2, ... Potom existuje číslo d ^ a 
také, že y(t) ^ 0 pre t > d a k němu bude existovať číslo N také, že y(d) ^ t^. 
Preto vzhladom na lemu 5, pre riešenie y(t), p lat í : y(t) > 0, y'(t) > 0, y"(t) > 0, 
y'"(t) ^ 0, od určitého čísla a± > fa. 

Vzhladom na lemu 6 k lubovolnému číslu a < 1/2 existuje číslo a 2 > a± 
také, že platí 

y(t) 
<9) ^ oct pre t ^ a 2 

y'(t) 

Převeďme dif. rovnicu (1) na systém 

y'(t) - u(t) = 0 

u"(t) + 24(ř)w(í) + B(t)y(t) - G(t)y(t - h(t)) = 0 

-a druhů rovnicu zo systému upravme na tvar 
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<Ю) u"(t) + 
y(t) y(t — h(t)) 

2A(t) + B(t) ĄL - C(t) ̂ — - i - -
łУ ( 0 У ( ř) 

гt(ř) = 0 

Ak použijeme Lagrangeovu vetu o strednej hodnotě pre funkciu y(t) na intre-
vale (t — h(t), ty, dostaneme 

y(t - h(t)) = y(t) - h(t)y'[C(t\], kde C(ř) e (í - h(t), t) 

Potom na základe (9) a nerovnosti y'(t) > y'[C(t)](y"(t) > 0) platí 

y[t — h(t)] 
(11) — — > at-h(t) 

y'(t) 

Takto na základe (11) dostaneme 

y(t) y(t — h(t)) 
2A(t) + - 9 ( í ) - ^ - C(t) " > 

<12) ' ^ ' ^ 
> 2A{t) + at[B{t) - C{t)] + h{t)C{t) 

pre t ^ řř2. 

Dif. rovnica 

s"(í) + {24(ř) + ař[B(ř) - C{t)] + h{t)C{t)}z{t) = 0 

je oscilatorická na < a%, co), lebo platí (8). Podlá porovnávacej vety, vzhladom 
na (12) je oscilatorick á aj dif. rovnica (10), co je však spor, lebo u{t) = y'{t) > 0 
pre t> a>2. Tým je veta dokázaná. 
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ASYMPTOTIC PROPERTIES OF THE SOLUTIONS 
OF THE DIFFERENTIAL EQUATION 

y'(t) + 2A(t)y'(t) + B(t)y(t) - C(t)y(t - h(t)) = 0 

Pavol M a r u s i a k 

S u m m a r y 

In this paper some asymptotic properties of the solutions of the differential equation 

(1) ym(t) + 2A(t)y'(t) + B(t)y(t) - C(t)y(t - h(t)) = 0 

on the interval <(tf0, oo) are investigated. 
I t is proved that the solutions of (1) under certain conditions for the coefficients 

A(t), B(t), C(t) have the same asymptotic properties as the solutions of the linear homo
genous differential equation of the 3rd order without retarded argument. 
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