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Matematicky &asopis 20 (1970), No. 3

ZOVSEOBECNENIA BIHARIHO LEMY A ICH APLIKACIE
MILAN MEDVED, Bratislava

V tomto ¢linku dokdZeme dve zovSeobecnenia nasledujiicej lemy.

Bihariho lema. Nech Y(x), F(x) st nezdporné, spojité funkcie v intervale
{a,b) a bk =2 0, M = 0 st konstanty. Nech w(u) je mezdpornd, neklesajica,
spojitd funkcia pre w = 0. Potom z nerovnosti

(1) Y(@) < k+ M [ Ft)o(Y(t)dt (a < z S b)
vyplyva nerovnost ‘

(2) V(o) < 01 () + M [ Fl)d) (@=a<b <)

(b je také Cislo, Ze fumkcia ma pravej strane merovnosti (2) je definovand pre
a 2z<b), kde

ds
(3) Q(u)ZJ—— (u>0,u z 0)
o(?)

a 271(u) je inverznd funkcia k funkcis 2(u).

Pomocou zovSeobecneni predchddzajicej lemy ndjdeme urdité ohranidenie
rozdielu rieSeni diferencidlnych rovnic y' = f(z, y) + 91(®) a ¥y’ = f(=, y) +
+ ga(x) resp. 2" = g(w, 2, 2') + hi(x) a 2" = g(x, 2,2') + ha(x) (V [1] sa vy-
Setruje pripad gi(z) = &1, g2(x) = &2, kde &1, &2 s konStanty) s danymi po-
&iatoénymi podmienkami, za predpokladu, Ze funkecia f(, ) spiia, ,,Osgoodovu
podmienku‘

If(x, y2) — Sz, y1)| = o(ly2 — 1nl)

v oblasti G(z, y) resp. funkcia g(z, u, v) spliia podmienku
lg(x, w1, v1) — g(&, Uz, v2)| £ w(lur — uz|) + Klvr — 02

v oblasti H(z, u, v).
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Lema 1. (a) Nech Y(x), F(x) st kladné, spojité funkcie v intervale {a,b)
a @(x), ¢'(x) st nezdporné, spojité funkcie v {(a,b). Nech M = 0 je konstanta

a w(uw), Qu), 27 (u) maji ten isty vyznam a vlastnosti ako v predchddzajice)
leme.

(b) Nech je splnend nerovnost
(4) Y(z) < g(z) + M [ Ft)o(Y () dt
Ak predpoklady (), (b) st spluené, potom platt nerovnost
(5) Y(z) £ Q1 Q) + M [ Ft)dt) (a <z <D <b)

(b je také Cislo, Ze funkcia na pravej strame merovnosti (5) je definovand pre
a £ x<b.

Dékaz. Nech V(x) = p(z) +- M f F(t)w! Y (t)) dt. Pretoze w(u) je neklesa-

: : o(Y)
juca funkcia, plati:

IIA

) 1. Vynésobenim tejto mnerovnosti funkciou
w

’

M . F a pripo¢itanim funkcie

dostdvame nerovnost

o(V)
"+ M.F .Y !
¢ + cﬂ)§MT+¢ .
w(V) o(V)
i '
Pretoze ¢ = V, ¢" 2 0 je - 2 .
w(e)  o(V)
: ,d V'(=) ) ¢'®)
Z toho plynie nerovnost d_ [2(V(x)] = < M.F(x) + =
x

o(V(z))
d
=M .F(z) + — [Qp))]
dx

d
z [R2(V(z) — LAp@)] = M . F(z)

Integrovanim poslednej nerovnosti dostdvame nerovnost

x

QV(2)) — Qp(@) < M [ F(t)ds,
odkial vyplyva nerovnost (5). ’
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Dosledok 1. Ak o(x) = k je konstanta, dostavame Bihariho lemu.
2. Ak o(t) = Kt (K = 0), potom

Y(#) < p(x)exp{K .M fF(t) dt}

3. Ak wit) = Kt* (K = 0, 0 << o« < 1), potom
1

¥(x) < (@) + 3. K( — o) | F(e) d=

4. Nech je splneny predpoklad (a) lemy 1. (nemust byt ¢'(x) = 0). Nech ¥(x)
je kladnd, spojitd funkvia v {a, b). Nech je splnend nerovnost

(6) Y(2) £ ¢(@) + My(e) [ FO)o(Y (1) .

Potom ak p(x) £ 1, W(y(x), () = 0 (W(y, ¢) = v’ — @y’) plati nerovnost

x
(7) Y(2) < y(z) 21 (Q (i)«) L m JF(t) dt)
p(x)
Nerovnost (6) moZzno za danych predpokladov upravit na tvar

x

Y < 9z + M J F(t) w (@) de,
p() p(x) p(t)

a

odkial podla lemy 1. vyplyva nerovnost (7).
Teraz pomocou lemy 1. dokdZzeme nasledujicu vetu.

Veta 1. (A) Nech ¢(x) a p(x) st rieSenia diferencidlnych rovnic y' = f(x, y) +
+ gi(x), resp. ' = f(x, y) + gz2(x) vyhovujiice podiatoénym podmienkam @(&1) =
= 1, (&) = nq, ktoré existujd v intervale {a, by, kde gi(x), ga(x) st spojité
Sfunkcie v (a, b>.

(B) Nech f(x,y) je funkcia definovand a spojitd v oblasti G(x,y) a pre lubo-
volné (x, y1), (&, y2) € G plati:

If(x; y2) — f@, 1) £ o(ly2 — 1)

(C) Nech |f(x,y)) = A v G, kde A je konslanta, |gux)] £ B pre a < x <
B je konstanta.

Ak predpoklady (A), (B), (C) st splnené, potom plati nerovnost

IA
&

(8) lp(z) — p(@)] = 2H2B(E) + 2 — &),
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kde R(x) = In — 72| + (4 + B)|&1 — &| + [ [91(t) — ge(0)] Atz = &,
El

Dékaz.
9(@) =m + [ fit, o)) at + [ g:(0) at
& &

y(x) = 72 + Efz S, v(e)) de +€ f go(t) dt
lp(®) — p@)| = g1 — n2| 4 | j [, @(®))] di 4
+flf <r(t)-f(t )] dt-l-flgl t)ldt+J lg1(t) — ga(t)l At | <
=S I —n2l + 14 + B) |&1 — & +I lg1(t) — g2(¢)| dt +j o(|p(t) — w(t)]) dt =

= R(@) + [ o(lplt) — v®)) &t (@ 2 &).
E:

Funkcia R(x) mé tie isté vlastnosti ako funkeia ¢(x) v leme 1., preto podla
lemy 1. je splnend nerovnost (8).

Poznidmka. 1. Ak (&, m) = (&2, 72) = (£, n7), potom

u

>0+ (,()(t)

&

dt
R(z) = J lg1(t) — go(t)| d¢. Ak naviac hmf— = oo pre % > 0,
€

potom
lim [Q-1(Q(R(z)) + = — £)] = 0.

2. Ak o(t) = Kt (K = 0), potom
lp(z) — P(2)| = QY(R(z)) + K(z — &) = R(z) exp K(z — &)

pre x = &a.

Ako désledok vety 1. dostdvame nasledujicu vetu.

Veta 2. Nech pre funkciu f(x,y) je splnend podmienka (B) vety 1. Nech
[f(z, y)| < A v oblasti G(x,y), funkcia y(%) je rieSenim diferencidlnej rovnice
¥ = f(x, y) splitajica po&iatoéni podmienkw y(£) = n a nech existuje postupnost

Junkoii {pn(2)}2 , takd, Ze pu(€) = 1, pu(x) St spojitéprea < x < b,n=1,2,3,...
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u

>0+ w

dt '
Nech lim f ——t) = oo prewu > 0. Potom ak funkcie gn(x) = @,(x) — f(, pa(x)) 3 0

8

na (€, D), funkcie pn(x) = yizx) na <€, b) . (€ < b = D).
Déokaz. Z vety 1. vyplyva nerovnost

lpn(@) — y(@)] £ QU [ lgalt) dt) 2 — &) pref <z <b Sb.
3

Ak |gn(2)| =2 0, potom | iga(t)| dt =3 0.
3

Q (
Z vlastnosti funkcie 2-1(u) priamo vyplyva tvrdenie vety.
Priklad. y'(x) = y(z), ¥(0) = 1. V tomto pripade w(t) =t. Nech ¢(x) =

2 xn

X
=l+o+ 4.t

ilgﬂ(t)[d:

d
lg”(t)l dt) = 4[ _t— —> — 00, ak lg”(x) —-—; 0 na(i, b’)

o(T)

L C————

U

«

, xn ( , gntl
I‘pn(x) - <Pn(90)| = "n_!‘, R(x) == J l(p”(t) — @a(t)| At = m (x =2 0)
0
pn+l prtl
lpni@) — y(2)| = —e? < — eb — 0.

T4+ T (4 1)
Preto ga(z) = y(z) na <0, b), kde b < oo.

11

V tejto Sasti dokdZzeme druhé zobecnenie Bihariho lemy a najdeme urcité
ohranidenie rozdielu rieSeni dvoch nelinedrnych diferencidlnych rovnic s da-
nymi podiatoénymi podmienkami.

Lema 2. (A;) Nech Y(x) je nezdpornd spojitd funkcia v {a,b), F(x), ¢(x)
s kladné, spojité funkcie v intervale {a, by, ¢"(x) je nezdpornd, spojitd funkcia
v<{a,by a M = 0 je kondtanta. Nech w(u), 2(u), 2-1(u) maji ten isty vijznam
a vlastnosti ako v éasti I.

o
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(A2) Nech je splnend nerovnost

(9) Y(z) £ ¢plx) + M j ([ F)o(¥(z)) dr) dt @ < @ < b.
Ak predpoklady (A1), (As) st splnené, potom platt
z t z .
Y(z) £ Q1 {Q((p(x)) + MJ(J F(z) dt) dt + J(J dolp) | [dg(w(r))] dr) dt}
dr dr
prea = <<b Zb. - - (10)

(b’ je také CEislo, Ze fumkcia na pravej strane merovnosti (10) je definovand pre
a < x<<b).

Doékaz. Nech V(z) = ¢(z) + M f(f F(t)o(Y (7)) dr) d¢

Podobnym postupom ako v dokaze lemy 1. mo7no dokdzat nerovnost

744 < + (P”
o(V) wlp)
do(V)
(V)2
aew) _(vy v dv v
A (w(V)) ol ) (V) T o)
¢ _ ( ¢ )’+ do(p) [ ¢ ]2 _ ) dolp) ldQ(¢)]2
o(p) o(p) dyp o(p) dz? do dz
Z tychto nerovnosti vyplyva nerovnost
2 2
EAVE)  Pe@) _ e dole) [d!z«p)]
dx? da? dy dx

Dvojnidsobnym integrovanim a jednoduchou tupravou dostdvame nerov-
nost (10).

Désledok 1. Ak p(x) = k je konstanta, potom plati
z t
Y(x) < QX Q(k) + M [ ([F(z) dr) )

Tdto nerovnost md podobny tvar ako Bihariho nerovnost.
2. Ak o(t) = Kt a potom plati
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xr ot z i

Y(x) £ ¢(x) exp {JIK ‘{(JF(I) d

a a

N
+
i —

Ak naviac p(x) = k je konstanta, potom
xz i
Y(x) < kexp {MK [ ([ F(r)dv) dt}

Teraz dokdzZeme nasledujicu vetu.

Veta 3. Nech funkcia g(x, u, v) je definovand a spojitd v oblasti H(x, u,v) : a =
Sx=b,a=suzsp,y =v = 0. Neh pre lubovolné (x, w1, v1), (%, uz, v2) € H
plati

lg(x, w1, v1) — g(@, uz, v2)| £ w(|ur — ual) + Klor — v2],

kde w(u) je definovand, spojitd a neklesajica funkcia v intervale {o, f>. Nech
existujii rieSenia @(x) a y(x) diferencidlnych rovnic y" = g(x, vy, y') + ha(z)
resp. y" = g(x, ¥, y’) + ha(x), kde hi(x), ho(x) st definované a spojité funkcie
v intervale {a,b). Nech @(xo) = go, p(@0) = o, ¢'(x0) = pg, ¥'(%0) = ¥p-
Potom platt nerovnost

t

(11) lpz) — ylx)] = 271 {9( (@) + %e""’ %) (@ — o) + JJ

[dsz(G(r))

T

]drdt,

1 ’ ’
kde G(x) = |po — wol + 'EI‘PO — ol (K@) — 1) |-
)

+ JeK(t—xo)J[hl(T) — he(v)] dv dé

Zo

pre a = x <<b = b. (b je také ¢islo, Ze pravd strana nerovnosti (11) je defino-
vand pre a < x < b').

Dékaz. |¢'(x) — v'(@)] S lgg — wol + [ Iat) — ke()] &t + [ () —
— p) dt + K [ |g'(t) — p'(t)] dt.
Podla désledku 2. lemy 1. plati nerovnost
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o' (@) — v ()| = {lpo — wol + [ 1Pa(t) — Ra(t)| AL} eK@-70) - K (@' ~z0) [ o(lp— vl) dt
1 ’ ’
lp(x) — p(@)] < |po — ol + (K@% — 1) I [%0 — ol +

z t z ¢ )
+ [ ex-20 [ |a(z) — ha(v)|dvdt + KO~ [ ([ w(lg — p]) d7) dt

Po pouziti lemy 2. na poslednti nerovnost dostdvame nerovnost (11).

Pozndmka 1. Na zdklade predchddzajucej vety sa dd dokédzat analogickd veta

k vete 2. z 8asti I. pre diferencidlne rovnice druhého radu.
Pozndmka 2. Metéda dokazu lemy 1. z &asti I. je analogickd Bihariho metéde do-

kazu povodnej lemy.
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GENERALIZATIONS OF THE BIHARI LEMMA AND THEIR APPLICATIONS

Milan Medved
Summary

In this paper the Bihari inequality is generalized and some applications are given to
an upper estimate of the difference of solutions of the differential equations ¥y’ = f(z, y) +
+ g1(z), and y’ = f(x) y) + ga(z), or 2= 9(z, 2, 2') + Mu(z) resp., and 2" = g(x, 2, 2") +

+ ha().
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