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VLADIMIR KNICHAL
O KIRCHHOFFOVYCH ZAKONECH

§ 1. Uvod

Ukolem tohoto ¢lanku je podat matematicky ditkaz existence a unicity
reSeni soustavy linedrnich rovnic, na kterou vede teSeni fysikalni ulohy
zhruba formulované takto:

Do dané elektrické sité jsou v jistych mistech vloZeny ohmické odpory
o dané velikosti, kondensatory o dané kapacité, indukéni civky o dané in-
duk¢nosti, které event. také vzijemné na sebe plisobi danou vzajemnou
indukénosti, kromé toho jsou v nékterych mistech vloZeny zdroje elektricke
energie v podobé harmonické elektromotorické sily o dané kruhové fre-
kvenci w, o dané amplitudé a o danych vzajemnych fazovych posunutich.
O kruhové frekvenci budeme predpokladat, Ze je u vSech vsunutych
zdroji stejnd, coz mimochodem fteceno neni zddné podstatné omezeni,
nebot obecny pripad dostaneme, vzhledem k linearnosti tohoto systému
prostou superposici naSich pfipadd zvlastnich, kde o je vSude stejné.
Ukolem je ur¢it (harmonické) proudy a jejich fazova posunuti vzhledem k
danym napétim v jednotlivych vétvich sité.:

Chtel bych napfed tici nékolik slov o ucelu a nutnosti takového mate-
matického dukazu. Casto se totiZ setkivame s nazorem, Ze existenini
dikazy a dukazy unicity feSeni néjakého fysikalniho nebo technického
problému jsou zbyteéné.

Existence FeSeni je pry ziejma proto, Ze viem matematickym veli¢inam,
které vystupuji v danych vztazich, ve skuteéném svété odpovidaji veli-
¢iny fysikalni, které muZeme zmétit, a Ze tedy namérené veliciny, odpovi-
dajici nezndmym velicindm matematickym v dané soustavé vztahd,
udavaji ndm vlastné matematické reSeni daného problému.

Unicita, t. zn. jednoznaénost feSeni, je pry zfejmé proto, Ze za danych
podminek fysikalni soustava, odpovidajici danému matematickému pro-
blému, ,,nab&hne na docela uréity fysikalni déj nebo stav a Ze jednotlivé
fysikalni veli¢iny, vyskytujici se pii tomto déji nebo pii tomto stavu

1 Matematicky dikaz existence a unicity zmin&ného systému linedrnich rovnic
v pripadé stejnosmérnych proudt a v pfipadg, Ze jsou vsunuty do sité pouze ohmické
odpory, je uveden na pi. v knize D. K dnig, Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen, Leipzig 1936, 139. Metoda tam uvedena se nehodi na obecny pripad zde
probirany.
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a odpovidajici neznimym v tomto matematickém problému, jsou s libo-
volnou presnosti jednoznaéné zjistitelné, nebo si to asponl v idealisovaném
pripadé muZeme tak predstavit.

Rozeberme tyto dv¢ véci trochu podrobnéji na prikladé Kirchhoffovych
zakoni.

Existence. Kirchhoffovy vztahy se odvozuji zpravidla z caso-
prostorovych diferencialnich rovnic Maxwellovych, které vyjadiuji vztahy
mezi silami elektrickymi, magnetickymi, elektrickym proudem a elektro-
magnetickymi konstantami materidlu. To znamena, chtél-li bych napsat
vztahy mezi proudy probihajicimi v jistych bodech dané elektrické sité
a ostatnimi danymi veli¢inami, urcujicimi stav sité, musel bych sestavit
Maxwellovy rovnice pro prostor, do néhoZ jsou vloZena jista tuha télesa
daného tvaru a o danych rozmérech (vodice, isolatory), jejichZ poloha se
eventualné méni (rotujici kotva). Prechod ke Kirchhoffovym zakontm
provedeme jistou idealisaci. Mimo jiné si pfedstavujeme proudovodice ne-
kone¢né tenké, napojené na sebe v idealnich bodech (uzlech sité). Piechod
od skuteéné sité k idealni se vak provadi jistym limitnim procesem, p¥i emz
vysledek tohoto limitniho procesu neni fysikalné realisovatelny. NemuZeme
tedy jen tak beze vieho prohlasit, Ze 1 v tomto idealisovaném pripadé
feSeni existuje, nebot témi proudovodiéi ,,prece* jisté proudy prochazeji.

Jeden takovy priklad, kde by byl mnohy fysik ochoten podobny limitni
proces uznat za spravny, zde uvedu. Predstavme si néjakou ,,rozumnou‘‘
plochu P, ohranicujici jistou ¢ast prostoru. Na povrchu této plochy si
piedstavme rozlozena mala téliska, od sebe vzajemné isolovana a kazdé
z nich elektricky nabité na jisty potencial. MiZeme pak zmérit v kazdém
misté prostoru hodnotu potenciilu, ktery bude vyhovovat znamé Laplaceo-
vé rovnici a pfitom bude na povrchu télisek nabyvat pfedepsané hodnoty.
Predstavme si pritom, Ze rozdily potencidlu pro dvé blizka téliska budou
malé. ZvétSujme nyni pocet télisek, zmenSujme vSak jejich vzajemnou
vzdalenost na ploSe tak, aby nam v limité jejich potencialy daly spojits
se ménici funkci na dané plose. PonévadZ pii tomto limitnim procesu
existuje v kazdém jeho stavu potencidlni funkce v prostoru, nabyvajici
na povrchu télisek dosti husté rozloZzenych po povrchu plochy predepsané
hodnoty, a ponévadz tyto hodnoty bliZi se neomezené piedepsané spojité
funkci, dalo by se tymZ pravem jako v limitnim procesu Kirchhoffové
¢ekat, Ze bude vidy i v limitnim pripadé existovat potencialni funkce
v prostoru (vyhovujici Laplaceové rovnici), ktera na ploSe P nabyva
piedepsané hodnoty.

AvSak da se dokazat, Ze i pro plochy velmi rozumné, jednoduché
a realisovatelné tomu tak vidy neni.

1 0,D. Kellogg, Foundations of Potential Theory, Berlin 1929, 334, 10.
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Unicita. Kdezito v pripadé existence Teleni se piece jen do urcité
miry muaZeme odvolavat na jisty fysikalni ,,cit*, daleko horsi je véc s uni-
citou teSeni. Neprovadéni dukaz unicity natropi velmi mnoho hrubych
chyb v literatute technické a fysikalni. Jak znamo, jsou dva Kirchhoffovy
zakony. Jeden mluvi o obvodech v siti a vede Lk sestaveni prvni serie
linedrnich vztahG mezi proudy a vnucenymi elektromotorickymi silami,
druby mluvi o uzlech v siti a vede k sestaveni druhé serie linedrnich rov-
nic mezi proudy do uzlu piitékajicimi a z uzlu odtékajicimi.

Dejme tomu, Ze by byly objeveny jen vztahy prvé a Ze by vystihovaly
skutecnost naprosto presné. Soustava by redeni mela, nebot namérené
proudy témto vztahtim vyhovuji. Snadno bychom se piesveédéili, Ze témito
vztahy by proudy v jednotlivych vétvich nebyly urceny jednoznaéné.
Kdybychom tedy nasli ,,néjaké feseni této soustavy, nemuselo by to byt
jeste reSeni, které odpovida skuteénému fysikdlnimu piipadu. Fysik na-
mitne: No oviem, vzdyt jsme nepouzili,,vSechny* vztahy, které mezi témito
fysikilnimi veli¢inami plati. Co vSak tu znamena slavko ,,vSechny‘. Zda
se, Ze jediné mozna odpovéd je prave tato: Nekteré fysikalni veliciny jsou
v pripadé dané sité libovolné volitelné (elektromotorické sily, odpory,
kapacity, atd.). Z davodu fysikalnich vime, Ze proudy jsou jiZ témito ve-
licinami urleny. Pouziti ,,v8ech** vztahti maze znatit jediné pouZiti tako-
vého poctu a takovych vztaht, aby proudy byly jimi jednoznaéné ureny.

Z toho vyplyva naprosta nutnost presveédéit se o tom, Ze existuje pouze
jediné mozné reSeni soustavy Kirchhoffovych rovnic. Ze Zidného zpasobu
odvozeni Kirchhoffovych zikond neni patrno, Ze kromé tchto vztahu
neplati mezi uvedenymi veli¢inami Zadné dalsi vztahy. DokaZeme-li vSak
unicitu feSeni téchto zakladnich vztaht podle proudi, vime, Ze v podstats
zadné dalgi vztahy mezi témito veli¢inami nemohou platit, piesnéji feceno,
v8echny ostatni vztahy musi byt (vystihuji-li uvedené vztahy fysikalni
realitu presné) matematickym dusledkem téchto zakladnich vztahu.

Matematicky bézi pii téchto dikazech existence a unicity v podstaté
o dikaz, Ze jisty determinant je razny od nuly. Kdyby tato okolnost
byla opravdu tak zcela intuitivné zfejma, pak by patrné i matematicky
dikaz této véci, aspori v pFipadé nejjednodusgich siti, byl snadny. Ctenai
v8ak v § D pozna, Ze tato okolnost vibec neni aritmeticky zejma, naopak,
Ze se spiSe na prvy pohled zda, Ze nebude tézké sestrojit piiklad opaku.
Uvidime také v §5, Ze z tohoto dusledku plynou velmi zajimavé elemen-
tarni aritmeticko-topologické vztahy.

Z predchazejiciho odstavce je patrno, Ze jde zde o dikaz Cisté mate-
matické poucky, i kdyz ma fysikalni interpretaci. V mnohych fysikalnich
knihacht jsou Casto takové poucky dokazovany polofysikalnim zpisobem,

1 Viz na pr i velmi péknou knihu W, G auer, Theorie der linearen Wechselstrom-
schallungen, Leipzig 1941,



t. zn. k jejich dikazu ze pouzivaji podstatné fysikalni predstavy. Domni-
vém se viak, Ze ryze matematické poucky maji byt dokazovany zpisobem
ryze matematickym.

§ 2. Zakladni imluvy a matcmatické foimulace Kirchhoffovych zakont

I. Budu ptedpoklidat, ze vime, co to je proud, elekiromolorickd sila
zdroje, odpor proudovodice, indukénost proudovodide, vzdjemnd indukénost
dvou riznych orientovanych proudovodicd a kapacita kondensatoru.
Vime, Ze vzajemna induk¢nost dvou orientovanych proudovodici nezavisi
na jejich poradi, zméni viak znameni, zménime-li orientaci jednoho z nich.

I11. Harmonickym napélim zdroje E, resp. harmonickym proudem I, bu-
deme nazyvat napéti, resp. proud, jehoz ¢asovy prubéh je dan vztahem

E =FE, cos (ol + a,), (1)
resp.

[ =1, cos (0t + B), (2)

kde I, 20, E, 20, o> 0, o' > 0, ay, o jsou realné konstanty, ¢ cas,
mdteny od jist ého okamziku, ktery v celé dal$i avaze budeme povaZovat
za pevny. Je jasné, Ze Casovym priabchem nenulového napéti jsou kon-
stanty E,, o, &, jednoznacné urceny (e, aZ na celistvy nasobek 2 ). E, na-
zyvame amplitudou a o kruhovou frekvenci (struéné frekvenci) napéti
a argument w! 4+ o, nazyvame fdzi napéti v daném okamiziku (e, je t. zv.
faze pocatecni). Napeti E muzeme si predstavit jako redlnou ¢ast komplex-
niho c¢isla € = E,ei@+w) kde e je zdklad piirozenych logaritmi a i imagi-
narni jednotka. Z predeslého je patrno, Ze &islo € (komplexni velikost
dané elektromotorické sily v daném okamziku) je jednoznacéné urceno.
Polozime-li G, = E,ei, lze téZ psat € = Ceiet, V dal§im budou kruhové
frekvence vSech vyskytujicich se napéti stejné, totiz w > 0. Bude tedy
pribéh napéti jednoznacéné charakterisovan komplexnim ¢islem €,. Jeho
absolutni velikost bude maximalni napéti a jeho argument pocateéni faze.
Cislo & budeme nazyvat komplexni hodnotou napéli a mnebude-li obav
z nedorozuméni, struénd napélim. Uplné analogicky lze ve zavést i pro
harmonicky proud. Jeho komplexni wvyjadfeni bude dano vztahem
X = Feivt, kde R, je komplexni hodnota proudu.

I1I. Predstavme si proudovodi¢, ktery ma jisty ohmicky odpor R,
jistou indukénost L a do néhoz jsou eventualné zapojeny kondensitory
o kapacitach C,. C, ... Prifadme mu komplexni cislo

. o1 1
R=R+iol + o -+ N —+ ...,

které budeme nazyvat (komplexnim) odporem (impedanci) proudovodice
(nejsou-li do néeho zapojeny kondensatory, vypadnou oviem z R prislusné
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¢leny). Poznamenejme jiz ted, Ze ohmicky odpor R je vidy &islo kladné,
Ze tedy impedance ma vidy redlnou é&dst kladnou.

IV. Dvéma ruznym orientovanym proudovodi¢im, které maji vza-
jemnou indukénost L’ (tato nezivisi na pofadi proudovodiéil), pritadme
komplexni ¢islo R’ = iwL’, které budeme nazyvat vzdjemngm (komplex-
nim) odporem (impedanci) této dvojice proudovodiéi.

V. Orientovany proudovodi¢ s jistym ohmickym odporem, s jistou
indukénosti, do kterého jsou eventualné zapojeny kondensatory, nazyvame
vélvl.

Budiz dana soustava vétvi v,, v, . .. v,. Necht 3R, je (komplexni) odpor
vétve vy, R; pro j=2, 3.., m vzajemny odpor dvojice v,, v;. Prochazi-li
vétviv; (j =1,2...m) harmonicky (komplexni) proud J;, budeme polen-
cidlnim spddem vétve vy (v soustavé {v;}) nazyvat komplexni ¢islo

m131+m232 + oo +mmSm' (3)

Je jasné, Ze zménou orientace vétve v, se nezméni hodnoty 9%, K,,
X3 ..., §, vibec, naproti tomu zméni znaménko I, R,, R, . . . N,,. Zménou
orientace na p¥. vétve v, zméni znaménko NR,, J,, kdezto viechny ostaini
hodnoty zistanou beze zmény. Potencialni spaAd vétve v; zméni tedy zna-
ménko pii zméné orientace vétve vy, nezméni se v8ak pfi zméné orientace
kterékoliv jiné vétve.

VI. Soustavu proudovodic¢n, jejichZ konce jsou (event.) néjak pospojo-
vany, do nichZ jsou (event.) na riizna mista vloZeny zdroje elektromotorické
sily, a které jinak nemaji styénych mist, budeme nazyvat elekirickou sili
(stru¢nd siti). Koncové body jednotlivych proudovodi¢u (které event. jsou
koncovymi body také jinych proudovodi¢d), budeme nazyvati uzly silé.
Za uzel sité tudiZ pokladame i osamély konec proudovodice, ktery tedy
nikam , nevede‘‘, i event. bod, z n¢hoZ vychazeji pravé dva proudovodice.
Nic v8ak v tomto poslednim piripadé nebrani tomu, abychom oba styka-
jici se proudovodice nepocitali za proudovodi¢ jediny (v tom pripade
vSak uzel, ktery je rozhranicuje, zmizi). Sit se muzZe tedy v tomto obecndj-
§im pojeti skladat i z nékolika samostatnych nesouvislych celkii.

VII. V dal$im orientujme pevné, libovolnym zpisobem jednotlivé
proudovodite dané sitd. Ctenat si laskavé sam v daldim viimne, Ze vy-
sledky reSeni prislusnych rovnic nebudou na této volbé zaviset.

Elektromotorickou silu, vlozenou do né¢jaké vétve, budeme pokladal
za kladnou, jestlize mé (ponechdna sama o sobé) ,,snahu‘‘ vyvolat ve vétvi
proud kladného sméru.

VIII. Oznatme znakem R, (p=1...r) jednotlivé vétve o (komplex-
nim) odporu MR, , dile znakem S, (6=1....s) jednotlivé uzly (index p
nebo p’ bude vidy probihat hodnoty 1...r, index ¢ hodnoty 1...s,
index », ktery se pozdéji vyskytne, hodnoty 1...n). Znakem R, (pro
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v = 0') oznatme vzajemny (komplexni) odpor vétvi R, R,. Je ovem
Ryor = NRyp. Elektromotorickou silu vloZenou do vétve R, oznaime G,
a proud ji protékajici J,.

IX. Pritadime-li kazdé vétvi R, jisté celé cislo ¢,, mluvime o silovém
komplexu K. MzZeme si takovy komplex piedstavit na pi. jako soustavu
viech vétvi R,, z nichZ kazdou , probéhneme‘* v kladném smyslu c,-krit
(je-li ¢, zdporné, tedy vlastné ve smyslu obraceném). Vystupuji tedy zde
c¢isla ¢, vlastné jako ,méasobnosti‘ jednotlivych vitvi. V snadno srozumi-
telné symbolice piSeme pak

K=c¢R, +c,Ry+...+¢R,.

Na pt. komplex —R, znaéi vlastné vétev R, obracené orientovanou,
komplex —2 R,+ R; — R, znadi komplex sestavajici z opaéné oriento-
vané vétve R, dvakrat pocitané, z vétve R; azopacénéorientované vétve R,.
Nic nestoji v cesté dalS$imu zobecnéni, totiZ pripustit za c, libovolna Cisla
(po pripadé i komplexni). MiZeme tak uéinil, neni to viak nutné.

Podobné, ptitadime-li kazdému uzlu S, jisté cislo d,, mluvime o uzlovém
komplexu

L=2X4d,S,
0=1

X. Necht vétev R (t. zn. orientovany proudovodi¢) ma pocatecni
bod A a koncovy bod B, t. zn. necht je orientovany ve sméru od A do B.
Pak hranici R této vétve nazyvime uzlovy komplex sestaveny z krajnich
bodtd A, B, pti temZ bod B bereme s nasobnosti 1, bod A s ndsobnosti —1,
ledy R=B — A.

Hranici silového komplexu K = Xc¢, R, budeme pak nazyvat uzlovy

. . 0
komplex K = Xc,R, v snadno srozumitelné symbolice.
0

Piriklad. Mgme sit sestavenou z vétvi Ry, R,, R;. Necht vitev R,
resp. R,, R, probihd od bodu S, do S;, resp. od S, do S;, resp. od S;do S,
BudiZ K=R, —2R,. Pak K=R, —2R;=(S; — S,) —2(S, — S,) =
=28 —38S;, +385,.
Nebo je-li K = R, + R, + Ry, pak K = (S; — S;) + (S, — S,) + (S, — S,) =0.

X 1. Sitovy komplex K nazyvame cyklem, kdy? K = 0. Tento pojem
je vlastné zobecnénim pojmu elekirického obvodu (okruhu) znamého
z elektrotechniky. Tim se rozumi soustava M,, My, . . ., M, vétvi vybranych
z dané sité (a vhodné preorientovanych) tak, aby koncovy bod kazdé z nich
byl podatecnim bodem dal$i a koncovy bod posledni pocateénim bodem
prvé vétve. Ziejmé pak komplex M, + M,+ ...+ M, je ve smyslu
nasi definice cyklem.

Kazdy cykl lze napsal jako linedrni kombinaci obvodii.
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Dukaz 1. Nejprve si ukazeme toto: Je-li komplex K nenulovym
cyklem, t.zn. je-li K = 0, K= 0, pak lze z vétvi opravdu v K se vyskytu-
jicich (t. zn. z vétvi, jejichZ nasobnost neni nulova) vybrati vétve M|,
M, ... M, (ev. vhodné preorientované) tak, ze M =M, 4+ M,+ ...+ M,
je obvod.

Abychom to ukazali, poznamenejme nejprve toto: hrani¢ni bod kazdé
vitve z K je soucasné hranitnim bodem nékteré jiné vétve z K. Kdyby
na pi. uzel A byl koncovym bodem jen vétve N z K, bylo by K=cN + . . .,
c+0aK=cN+... =cA4..., kde v dalsich &lenech by se jiZ uzel A
nevyskytl. Nemohlo by tedy byti K =0.

Vyjdéme nyni z libovolné vetve NV, vyskytujici se v K. Jeji koncovy
bod musi byti potateénim bodem néjaké jiné vétve N, z K (event. pie-
orientované), koncovy bod vétve N, opét podateénim bodem vitve N,
z K atd. PonévadZ vétvi je jen kone¢ny pocet, narazime jist& na okolnost,
ze néjaké NV, bude jiz rovné nékterému N predchazejicimu, tedy N, = N,
kde n' < n. Je pak jasné, Ze komplex N, 4, + N, 4o+ ...+ N, je obvod
utvofeny z navzajem riznych veétvi, obsaZenych v K (nadli jsme tedy
M;j=N,4; ] =1,2...n—n').

Nas komplex K miuZeme pii vhodném oznaceni napsat ve tvaru

K=c M, +coMy+... +¢, M, +...
Komplex
K=K—cM=K—c, (M;+... +M,)={(cy —¢,) My+{cg —c,) My ...

obsahuje jiz ménd vétvi nez komplex K. Piitom je K, =K— ¢, M =0,
t. zn. K, je opét cykl. Lze tedy K vyjadiiti jako ¢, M plus cykl K, obsa-
hujici méné vétvi nez K. Na K, muZeme opét pouZit této metody a tak
postupovat dale, aZ celé K vyjadiime jako linearni kombinaci obvodu.

Poznamka. Kaidy obvod C lze podle definice napsat ve tvaru
C = Xc¢, R,, kde ovSem koeficienty ¢, nabyvaji jen jedné z hodnot —1,0, 1
(kazdy komplex tohoto tvaru, 1 kdyZ je cyklem, nemusi byt ovSem ob-
vodem).

XII. Proni zdakon Kirchhoffav. Maji-li viechny vnucené harmonické
elektromotorické sily €, stejnou frekvenci o a jsou-li ohmické odpory
viech vétvi nenulové (tedy kladné), pak proudy prochazejici jednotlivymi
vétvemi (v ustaleném stavu) jsou rovnéz harmonické s toutéz frekvenci w
a jejich komplexni velikosti 3, jsou vazany s €, timto vztahem:

V kazdém elektrickém obvodu soucet vsech elekiromotorickijch sil jednotli-
wvych vélvi (viz zacatek odst. XI) rovnd se souétu polencidlnich spddit jednotli-
vijch vétvi toholo obvodu.

Ctenaf si snadno zverifikuje (viz V) nezavislost tohoto znéni na orien-
taci obvodu a na orientaci v obvodu nezucastnénych vétvi. Je-li C = §CO R,
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takovy obvod (¢c,= —1, 0, 1), je ptispévek k celkové elektromotorické

sile od vétve ¢, R, (promysleme si moiné pripady c,= —1, 0 1) prave

¢,&,, prispévek k potencidlnimu spadu (viz V a VIII) ¢,ZR,0, J. Tedy
05t Jlee

prvni Kirchhoffav zikon tvrdi: Je-li Ze, R, obvod, je
o

2e, €= Zcp Ny I (4)
o 0@

Je-li ovsem rovnice (4) platnd pro vSechny obvody C‘= 2¢, Ry, je platni
vubec pro vSechny cykly Z'co Ry. Necht totiz K = %‘ b, R, j:; libovolny cykl.
Pak vime (XI), Ze K = %_Z"]..- C;, kde C; jsou obvo;:ly. Necht C; =§.‘cg> R,.
Je tedy K= %" b, R, = 51.,-0(;)129 = %‘ Ry 22, ‘

Porovninim obdrZime b, = ;). Avsak pro kaidy obvod C;, jak vime,
plati (4), t. j. 020‘{?@5, :l%fc(;)m@' RIS N:isobime;]i i-tou rovnici ¢islem 4;
a secteme-li vSe, obdrZzime %'bi,@l,zy%:bgf)i(,y' Ry, coZ je opét vztah (4) pro
cykl K = %7 b, R,.

XIII. Topologickd struktura sité. Hranice kazdé vétve v siti, jak vime,
je rozdil mezi jejim bodem koncovym a pocatecnim. MuZeme tedy psat

'), :ya’_'USU (0 :1,...,7'), (5)

kde
[ koeficienly a,, jsou pri pevném @ vesmes

(@) { rovny nule s vijjimkou prdvé dvou hodnot s, + o,
l (zdvislych na g), pro kleré a,, =1, ay,= —1.

Matici a = {a,,} budeme nazyvat sirukiurdlni matici dané sité. Je jasné,
7e zplsob spojeni jednotlivych vétvi sité mezi sebou je touto matici
a ={ay) jednozna¢éné urten. Naopak je ziejmé, Ze kazdé matici a ={a,,)
majici vlastnost (a) odpovida jista sif, majici tuto matici za matici struk-
turalni.

XI1V. Druhy zdkon Kirchhofftv. BudiZ P soustava vsech proudovoditii
v dané siti usticich v jislém uzlu. Orientujme je lak, aby vsechny sméfovaly
do loholo uzlu. Pak souéet (komplexnich) proudi protékajicich témito vétvemi
(orientovanymi proudovodici) se rovnd nule.

Budiz S, onen dany uzel. Pak tento uzel je koncovym bodem prave
téch vétvi R, pro lteré a,, =1, a je pocateénim bodem pravé téch vétvi

R,, pro které a,,= —1 (ostatni a,, se rovnaji nule). T. zn., druhy zikon
Kirchhoffav lze napsat pro uzel S, takto:
Zay, Ig=0. (6)



§ 3. Matematickd formulace problému a jeho FeSeni

I. BudiZz dana soustava {R,), o=1, ..., r vétvi (v topologii se rika
Jjednodiniensiondlnich simplext orientovanych) a soustava {S;}, ¢ =1,
...+, s uzld (nuldimensiondlnich simplexii). Necht pro hranice vétvi
(simplext) R, plati vztahy (5), kde koeficienty a,s maji vlastnost XIII («).
Necht kaZdé dvojici vétvi R,R, je prifazeno komplexni Cislo R, a kazdé
vétvi R, komplexni éislo €,. Otazka zni: Jakym podminkim musi
vyhovoval ialo dand éisla (M., €,), aby exislovala prdvé jedna sousiava
komplexnich é&isel I, (o=1,...,r) lak, Ze jsou splnény tylo podminky
(Kirchhoffovy zdkony):

L. pro kazdy cykl C= Zc, R, je (viz XII)

2o €= 2 CoRogr I
v 0g
2. (ViZ XIV) . 2(10030:0-

Odpoved:
Hlavni véta. Jeli M= 2Ry xe®y =0 pro kaidy systém komplex-

00’
nich éisel {x,), kde aspori jedno z &isel x, je riizné od nuly, pak existuje prdvé
jedna souslava komplexnich &isel {J,), pro klerou jsou splnény podminky
1 a 2 (pfi tom z znadi ¢islo komplexné sdruzené ku z).

Zejména je podminka M == 0 jisté splnéna, kdyZ vSechny impedance
Ry maji redlnou édst kladnou (kazda vétev ma nenulovy ohmicky odpor),
kdyz Rye pro o3 o je islo imagindrni a kdyz Ry = Ry, (tyto podminky
jsou pii fysikalni interpretaci splnény vidy, viz III, IV v §2).

Duakaz tohoto dopliku. Bez tjmy obecnosti lze predpokladat, Ze
xy F 0. Vyraz M lze psat takto: M = M, 4 M,,

kde M, = 2R, 7,7,
o
M, = ZRyy (2o Ty + Ty ay).

0<e’

Cisla (z,%y + Toxy) Jako soudty dvou komplexnd sdruZenych ¢isel jsou
realnd, cisla M,y pro ¢ < o’ jsou imaginarni, tedy M, je imaginarni (t. zn.
ma realnou &ast rovnu nule). Naproti tomu ¢&isla x,7, jako souéiny dvou
komplexné sdruZenych &isel jsou realna a nezapornd (dokonce x,, > 0),
¢isla Ry, maji podle predpokladu redlnou ¢ast kladnou, tedy ¢isla Ry, x,,
maji realnou ¢ast nezapornou (dokonce R,,x,x, kladnou). Ma tedy M, real-
nou ¢ast kladnou a M, nulovou, tedy je M= 0, c. b. d.

I1. Abychom usnadnili dakaz hlavni véty a vibec dalsi avahy, budeme
pouzivat maticového poétu.! Pii tom vektor (t. j. soustavu éisel zavislych

1 B, Bydzovsky, Zdklady leorie delerminantit a matic a jich uZiti, Praha.
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na jednom indexu) si budeme rovnéZ predstavovat jako matici o jednom
sloupci, znakem {bys}% budeme znacit matici z elementd b.g, kde hornf
index () je sloupcovy a dolni (8) Fadkovy. Pruhem budeme znaéili matict
komplexné sdrufenou a &drkou malici Iransponovanou (t.j.matici vzniklou
z dané zaménou Fadka za sloupce). V dal§im poloZime

R :{moo'}é:' , a :{aoa}Zv ¢ :{@9}1 SZ{SQ}r R ?{R@}, S ::{S,,}
a podobné. (Matice a ma tedy r Fadka a s sloupcd.) Vztahy (5) Ize napsat
pak ve tvaru

R =as. (7)

Podminku, aby C= X¢, R, = ¢'R byl cykl (¢ = {c,} je vektor), lze napsat
tedy takto ’ ) ) ‘
C=cR=caS=0,

tedy téz (jezto S,, S,, ... jsou ziejmé podle definice linearné nezavislé)

ca=0. (8)
Podminku I 1. v tomto paragrafu lze pak vyslovit timto zpisobem:
Je-li C = ¢’ - R cykl pro néjaky vektor ¢ ={c,}, pak
c'C=c'R3. (9)

Vzhledem k (8) lze tedy podminku I 1. vyjadrit takto:
Pro vSechny vektory c, pro kleré c’a=0, ma platit

c'C=c'RGJ. (10)
Podminku I 2. lze napsat takto
a'3=0. (11)
I1I1I. Budif x,, z,, .. .., x, uplnd soustava linedrné nezdvisljch FeSeni
rovnice
ar=0 (12)
[tedy x resp. z, (v=1, ..., n) jsou vektory r-dimensionalni, tedy sloupce

o r prvcich]. PonévadZ a je matice realnd, lze o vektorech z, predpokladat,
Ze jsou také redlné. Oznaéme znakem X malici o sloupcich x, z,, . . ., x,,
tedy matici majici r faidkd a n sloupcti. Rovnice z’a=0 je oviem ekvi-
valentni s (12)atedy podle (8) tvoti €, = a',R (»=1, . . ., n) uplny systém
linearné nezavislych cykla. Podle definice matice X je
adX=0. . (18)
Je-li x libovolné teSeni rovnice (12), je (systém z, je uplny)

T = lZ}'u,, T, = Xu (14)
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pro vhodné koeficienty u, (u je vektor{u,}). K lomu tedy, aby z bylo FeSenim
rovnice (12), je nuiné a staéi, aby x mélo tvar x = Xu, kde u je vhodnyg veklor
(n-dimensionalni). Veklor u je pak ovsem uréen jednoznaéné, nebot vektory
z,, ...,x, jsou podle predpokladu linearné nezavislé.

IV. PiepiSeme si jeSté trochu podminku (10). Rovnice (10) ma byt
splnéna pro viechna ¢, pro ktera ¢’a=0, t. j. pro ktera a’c = 0. Podle III
pravé takova ¢ se daji napsat ve tvaru ¢ = Xu, kde u je libovolny vektor
(n-dimensionalni). Podminka (10) tedy Zada, aby pro kaZdé u bylo

X' (€ — RY) =0,

t. j., aby
X' (€ —%3)=0. (15)

Madme tedy fesitrovnice(15) a (11) podle 3. Obecné feSenirovnice (11) vypada

podle III takto:
3=4Xy, (16)

kde y je libovolny vektor {n-dimensionalni). Pokusime se nalézt tedy takové
y, aby byla splnéna rovnéz rovnice (15), tedy

X'C=X"9%Xy. (17)
Staci tedy dokazat, Ze tato rovnice ma pravé jedno reSeni podle y, ¢ili, Ze

determinant étvercové matice X'RX je razny od nuly.
Kdyby tento determinant byl roven nule, existovalo by nenulové feSeni

rovnice X' Xy =0 podle vektoru y. Bylo by pak téz
yX'RXy =0,

tedy @'Ru =0, kde u= Xy. Podle III jeovSem u = 0, nebot podle pied-
pokladu je y = 0. Podle predpokladu ucinéného v nasi vété je vsak

vvvvv

nadeho systému rovnic uplné dokazana.

§ 4. Vypocet ¢isla n

V predchazejicim paragrafu jsme definovali n v podstaté jako pocet
linedrné nezavislych cykli v nasi siti. Tomuto &islu tikame v topologii
proni Bettiovo &islo sité. Seslavd-li nase sil prdvé z p souvislyjch édsli, je

n=r—s-4p (18)

(jak vime, r je pocet vétvi, s pocet uzld).
D ik az. Budiz h hodnost matice a. Z teorie linearnich homogennich
rovnic vime, Ze Gplny systém fedeni rovnice

ax =0 (19)
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podle (s-dimensionalniho) vektoru x ma pravé (s — h) linedrné nezavis-
lych feSeni. Vzpomeneme-li si na definici matice a, vidime, Ze rovnice (19)
vystihuje pravé tu okolnost, Ze x, = x.-, jestlize uzly S,;, S, jsou spojeny
néjakou vétvi. Z toho vyplyva, ze v kazdé z p souvislych ¢asti nasi sité
1ze pro jeden uzel S, volit piislu$né x, iplné libovolné a Ze ostatni neznima
x, prisludna k uzltm S, téZe souvislé ¢asti (komponenty) jsou tim jiZ j.-dno-
znaéné stanovena (totiz x, = x,). Je tedy za prvé

s —h= p. (R0)
Za druhé vySetime rovnici transponovanou k (19) t
a'r=0.

Podle téie véty ma aGplny systém reSeni této rovnice pravé (r — h) li-
nearné nezavislych reSeni. AvSak podle §3 III je tento pocet roven pravé
¢islu n. Tedy

r—h=n. : (21)

Ze vztahu (20) a (21) vyplyva s — p=r — n, tedy (18).

§ 5. Nékteré topologicko-aritmetické dusledky

I. Budiz a strukturalni matice pfislu$na k dané siti. Ponechme oznaceni
z paragrafi minulych. Hledejme v8echna reseni soustavy

R+ aB =€,
@' =0 (22)

podle vektorta & (r dimensiondlnich) a 8 (s-dimensionalnich). DokaZeme,
Ze soustava (22) md za piedpokladu uvedeného v hlavni vété § 3. FeSeni, a to
v nezndmé X jediné. Jsou-li B a B dvé Feseni soustavy (22) prislusnd k jistému
X, pak rozdil £ = — B je feSenim rovnice ax = 0.

Dtk az Jsou-li splnény rovnice (22), pak je jednak splnéna rovnice
(11) (t. j. vlastné druha z rovnic (22)), jednak rovnice (15), nebot naso-
benim prvé z rovnic (22) zleva matici X’ dostaneme

X'RS = X'G.

Je totiz X'a=0 [viz (13)]. To znamena, J uréené vztahy (22) vyhovuje
podminkam (15) a (11), jimiZ, jak vime, je & urceno jednoznacné (hlavni
vita). Ze a (B — B) =0, je oviem samoziejmé.

Naopak budiz & ve ktor vyhovujici podminkam (15) a (11). Stadi na-
lézti vektor B tak, aby a®B = € — RJ. Z teorie linearnich rovnic je zniamo,
Ze tato rovnice ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdy vektor x
(r-dimensiondlni), pro ktery z'a=0, je soufasné z' (€ — RF)=0.
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Obecné reSeni rovnice x'a=0 &ili a’x =0 je viak podle III v § 3 = = Xu,
kde u je libovolny vektor (n-dimensionalni). Sta¢i tedy dokazat, Ze
u'X’' (€ — RF)=0. To viak plyne ihned ze vztahu (15).

II. Aplikujme piredchazejici vétu na ptipad, kdy je dand sit souvisla
(p =1).

Oznacéme znakem M é&tvercovou (r+s) fadkovou matici soustavy (22),
tedy

Z §4 vime, Ze rovnice ax=0 ma v podstaté jediné nenulové fFeSent
(¢, =2y, =... =x)[napi.J =(1,1,...,1)] a vSechna ostatni jsou jeho
nasobkem k J.

Podle predchazejici véty (I) ma tedy soustava (22) jediné feSeni, pro které
B, =0 (B, znaci s-tou komponentu vektoru$B). Vypustime-li tedy v matici
M posledni sloupec, obdrzime matici M, ktera musi mit maximalni moZnou
hodnost, totiz r4s — 1. PonévadZ posledni ¥adek v M je linearni kombi-
naci ostatnich (soucet vSech Fadkt matice a’ je totiZ roven nule, jak plyne
z definice matice a [§2, XIII, vlastnost «]), lze ho vypustit a matice
hodnost nezméni. Je ledy delerminant, klery vznikne z M, vypustime-li
v ném posledni sloupec a posledni fddek, rizny od nuly.

II1. Predpokladejme dile, Ze (kromé p =1) plati R,y =0 pro o = ¢,
a poloZme prosté R, =NR,. Je-li k={p,,0;, ...} néjakd kombinace na-
vzajem ruznych indext ze soustavy {1,2,...,r}, oznaéme znakem (k) R
soutin M, - M, ... Necht i znaéi kombinaci komplementdrni ku k, t. zn.
soustavu navzajem rtznych index, které spolu se soustavou k dava prave
soustavu v8ech indext 1,2, ..., r. Je-li ¢ dan& matice a k jistd kombinace
indexti, bude (k)c znaéil matici, ktera vznikne z ¢, ponechame-li v ni
pouze Fadky o téch indexech, které se nachazeji v kombinaci k.

Soustavu vétvi v dané siti nazveme siromem, kdyZ nelze v této soustave
sestrojit obvod, tedy — coZ je v podstaté stejné — nenulovy cykl.
Kombinaci k utvorenou z nékterych indexa {1, 2, . . ., r} nazveme reguldrni,
kdyz souhrn vétvi R, pro ¢ € k tvoii maximdlni sirom (maximalni v tom
smyslu, Ze nelze dodat k nému Zadnou vétev, aby novéa soustava byla rovnéz
stromem).

Pomocna véta. Budif k néjakda kombinace indexir {1,2,...,r).
Pal: It je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ (k) a md iddkové maximdlni hod-
nost (t. zn. kdyZ se hodnost rovna poctu fadku), a lo rovnu s — 1.

Dikaz. a) Necht k je regulirni. Pak soustava viech vétvi R, pro
o € k tvoii maximalni strom, tedy obsahuje vSechny uzly S, ptvodni sité.
Strukturalni matice, prisludnad k tomuto stromu, bude tedy (k) a a ¢islo n
stanovené v § 4 pro tuto matici (pocet nezavislych cyklia) bude rovno nule.



Podle (21) v § 4 bude tedy hodnost této strukturalni matice tadkové maxi-
malni (v § 4 je dokazano, Ze transponovana matice v takovém pripadé bude
mit hodnost sloupcové maximalni). Podle (18) v § 4 bude v tomto pripadé
pocet *adkt matice (k)a roven s — 1.

B) Necht (k) a ma fadkové maximalni hodnost, a to rovnu s — 1. Pak
podle téhoZ § 4 prislusna soustava vSech vétvi R, pro e € k neobsahuje
zadny cykl (n=0), tedy je stromem. Tento strom spojuje kazdy uzel S,
s kazdym uzlem S, a tedy je maximalni,nebot podle (18) v § 4 je pro ma-
tici (k) a pocet souvislych ¢asti p=1.

IV. Utvoifme nyni s — 1 sloupcovou matici b z matice a tim zpisobem,
ze vypustime jeji posledni sloupec. UvaZime-li, Ze tento posledni sloupec
je linedrni kombinaci ostatnich (soucet vSech sloupct je roven nule),
dostaneme z predchazejici pomocné véty tuto vétu:

Budiz k néjakd kombinace z indexit {1,2,...,r). Pak Lk je reguldrni
lehdy a jen lehdy, kdyZz (k) b je &tvercovd malice o nenulovém delerminaniu
(hodnost matice se totiz neméni, kdyZ z ni vypustime radu, ktera je li-
nearni kombinaci fad ostatnich; zde tedy poslednisloupec). V tomio pfipadé
je hodnota tohoto delerminantu rovna +1 (to plati, jak se da snadno roz-
vojem determinantu podle Laplaceovy véty ukazat, pro kazdy nenulovy
determinant, ktery v kazdém tadku ma maximalné dva prvky rtzné od
nuly, a to bud jedno, nebo obé z ¢isel 41, —1: rozvineme determinant
vidy podle toho radku, kde je jen jeden prvek rizny od nuly; neni-li jiZ
takového fadku, je zbyly determinant zfejmé roven nule (soucet vSech jeho
sloupct je roven nule).,

V. Podle II vime, e r+s — 1 — tadkovy determinant

;| 0 0

N =--{ ’ mz' b
00w
] b’ L0

je razny od nuly.

Rozvineme-li tento determinant podle Laplaceovy véty podle poslednich
s—1sloupct a uvazime-li, kdy s — 1 fadkové determinanty utvoiené z ma-
tice b jsou rizné od nuly (viz IV), a Ze v tomto pripadé se tyto determi-
nanty rovnaji 4-1, snadno nahlédneme (symetrie determinantu N), Ze

N=(=1p" Z(£1)- (k) 9t - (1),

kde X'se vztahuje na vSechny regularni kombinace /& utvoiené z indexu
{1,2,...,r), kde prvni ¢initel 41 je hodnota nenulového determinantu
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utvoreného z matice (k)b a treti cCinitel 4+-1 je hodnota determinantu
prislusného k matici [(k) b]’. Je tedy

N=(—1p15 (k)% (23)
k

Ji je kombinace komplementarni ku k).

MizZeme tedy vyslovit vétu:

Je-li sif souvisld a p¥ifadime-li kaZdé vétvi R, komplexni éislo N, o kladné
realné éasti, pak X (k) R == 0. Piilom X se vzlahuje na viechny reguldrni

kombinace k ulvorené z indexit {1,2,...,r}.

Poznamka. Tato véta se da ovSem okamzité zobecnit na sité ne-
souvislé; zobecnéni je vSak takika trivialni.

VI. Priklad 1. Mé&me souvislou sit o tFech uzlech S, (6 =1, 2, 3)
a trech vétvich N, (e=1,...3), které spojuji kaizdy uzel s kazdym.
Maximalni stromy jsou zde ziejmé vSechny dvojice vétvi. Je tedy

A\’v = ‘)tl + mz + E)ta-

V tomto ptikladé je ovSem jesté na prvy pohled patrna platnost nasi veéty:
maji-li ¢isla R, realnou cast kladnou, je ziejmé N == 0.

Piiklad 2. M&mesitodvou uzlech §,, S, a tfech vétvich R,, spoju-
jicich tyto dva uzly. Maximalni stromy jsou zde zfejmé viechny jednotlivé
vétve. Tedy

— N =X AR,y + R, Ry + R, N,.

V tomto pripadé neni jiZ tak na prvy pohled patrno, Ze N == 0, nebot
souliny dvou komplexnich ¢isel o redlnych ¢astech kladnich mohou vy-
plnit (aZ na zapornou poloosu) celou komplexni rovinu. Vyraz N lze viak

psati takto:
).
z ¢ehoZ nase tvrzeni ovSem zase lehko plyne.
Cvic¢eni. Dokaite pfimo: Jsou-li redlné Easti Cisel N, (o =1, ..., 4)
kladné, je

1 1
_N=m1m2m3(-_§tl-+ 5+

1

N =% R, + R, Ny + NN, + N, Ry + R, N, = 0.

Ctenar snadno zjisti, Ze jiZ na pt. v ptipadé Sesti vétvi (mustkové schema)
neni primy dikaz tohoto tvrzeni vibec snadny.

Piisluny soucet se zde sklada ze 16 ¢&lent, z nichZ kazdy je souéin trech
komplexnich ¢isel o realnych ¢astech kladnych.

Doslo dnia 18. decembra 1952.

Z Malemalického tslavu CSAV, Praha.
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COLIEPIKAHUE ITPOIIJION CTATBLU.

3akounl Kupxroda, B ciIyyae CMHYCONJAJIBbHBIX TOKOB B XaHHOM 3JIeKTPONPOBOIHOM
CeTH, BLIPAKAIOT OTHOILICHUA MCKIY 3TUMH TOKAMU, NPUIIOKEHHBIMU 3JIEKTDOIBILKY -
UMK CHJIAMHA M IIOCTOSAHHDLIMM CeTH (OMHYCCKMMU COIPOTUBIIeHMAMHM, eMKOCTIAMU
H MHIYKTUBHOCTAMU). EciIu BBIDA3UTh rapMOHUYECKK e TOKU K HAIIPsKeHue B KOMILIeKC-
1I0M BHIe, TO 3aBUCUMOCTHU OKAMKYTCSA JIMHEHHBIMU M UX CTPYKTYPA oNpefelleHa CTPYK-
TYypoii ceTH. 3amaueil 9Tol cTaThU ABJIAETCA NOKA3aTh CYLIECTBOBAHNE ¥ YHUUUTY De-
LWEHNA 9TOM CHCTeMBbl JIMHeHHBIX YPaBHEHMIl B 00ILeM cIy4ae M TO YHCTO MATeMATH-
yecKH (e3 NMPUMeHeHUA (U3NYeCKUX IIPeRCcTaBIIHHi, YTO MellaeTcs, KaK IPaBUIIO,
B YUEOHMKAX DJIEKTPOTeXHUIKH.

B § 1 o6ocHOBaHHA HYKHOCTb 3TOr0 IYTH PELIeHUA, B § 2 NPUBOLATCA OCHOBHbBIE
HYKHBle TIOHATUA ¥ IPOBEIcHA MaTeMATINYeCKO-Qu3nyecKasa GopMYJIAUMA IMPOGIIeMBI,
B § 3 NMPUBOMUTCS JOKA3IATEJIHCTBO INIABHOI TeOPEMHbl 0 CYIleCTBOBAHMM M YHMLMTE
pelieHuit 1 B § 4 BBIBeeHO U3BECTHOE OTHOLIEHWE MEKIY YUCIOM Yy3J0B, YACIOM Ile-
Ileil MAaHHOM CeTH M YUCJIOM He3aBMCHUMBIX OKPYTrOB (3TO OTHOUIEGHHEe U eCTh HellocPel -
CTBCHHBIM IIOCJIe[CTBMEM BbIlle NPUBefeHHBIX BbIBOLOB). 3 riaaBHOro yTBep:Kae-
HMsL BBIIIBIBAIOT HEeKOTOPble MHTEPeCHble IOCTAERCTBUA 110 aPUPMETHKe KOMIIeKCHBIX
ynceJ, KaK 9T0 MOKazaHo B § b.
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