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MATEMATICKO-FYZIKALXV ČASOPIS SAV. 15, 2. 19«5 

ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ НАПРАВЛЕННОГО ЧАСТИЧНО 
УПОРЯДОЧЕННОГО МНОЖЕСТВА ПРИ ПОМОЩИ 

ОТНОШЕНИЯ „МЕЖДУ5 

ЗУЗАНА ЛАДЗИАНСКА ( 2 Ш 1 Л ^ ЬАБ21АК8КА), Братислава 

М. А л т в е г характеризовал в работе [2] частично упорядоченное мно
жество при помощи тернарного отношения ,,между4' (См. [11, проблема 1). 
Мы говорим, что у лежит между и 2, если х < у < % или х > // > ::. Обо
значим это через %(х, г/, г). Е]сли не имеет место с,(х, у* -), ш>г пишем 
%{%,У,г)- Частичное упорядочение характеризуют свойства У*\ - / ( ! отно
шения ,,между", упомянутые в §1. 

Свойство у̂ 6 не выгодно, потому что количество элементов, которые 
в нем выступают, не является сверху ограниченным. А л т в е г ([2|, стр. 1о0) 
замечает, что нельзя, повидимому, заменить условие 7л§ другим условием, 
в котором выступало бы только сверху ограниченное количество эле
ментов. В этой заметке покажем, что в случае направленного частично 
упорядоченного множества возможно Ъ§ заменить простейшими посту
латами. Напомним, что частично упорядоченное множество называется 
направленным кверху (книзу), если для всяких двух элементов а. Ь су
ществует такой элемент с, что имеет место а < с, Ъ < с (а. > с, Ь -с). 
Оно называется направленным, если оно направленно кверху и кинзу. 

К характеризации цепи достаточно три постулаты. 

§ 1. Система постулатов М. Алтвег а 

М. А л т в е г в работе [2] показал, что в частично упорядоченном мно
жестве удовлетворяет отношение С условиям Ъ\—26: 

(Ъ{) для всякого х имеет место С(-'Г, х, %), 

(Ъ%) из ;(.г, г/, г) вытеакет С(г, У, •'*')? 
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(Яз) из С(.г, у, 2) вытекает С(х, .г, ?/), 
(/.О из С(т, ?/, х) вытекает х = у, 

(Х5) пз С(.т, ?/, ^) и С(?/, г, и), 2 / ^ 2 вытекает С(#, ?/, и), 

(/в) если в конечной последовательности х0, х±, ..., ж2», х2п+1 = %о имеет 
место для 0 < ъ < Ъг + 1 С(#*-1, #*_1, хл) и для 0 < * < 2и + 1 С(^-1, х%, 
х1и), тогда С ( ^ , .го, #1). 

В работе [3] доказано обратное утвержение: Если на множестве М 
определено тернарное отношение г\, которое удовлетворяет условиям 
/^ /г,, то возможно при помощи него определить частичное упорядочение 
на Л/ так, что прииадлежающее к нему отношение С совпадает с г/. 

^.'?. Отношение „между" с направленных частично упорядоченных 
множествах. 

Теорема 1. В направленном частично упорядоченном множестве от
ношение С удовлетворяет условиям: 

(1ч) к всяким двум элементам х, у существуют такие элементны и, V 
что имеет место и(и, х, V). 1(и, ?/, V), 

(Г..) = (/ 2 ), 

(1тз) - (/з), 

(Г..) = (И4), 
(1 Т 5) = ( / 5 ) , 

(1Т

(5) /м С(.т, .т, ?/), С(?/, ?/, г), С(-, 2, х) вытекает, что имеет место по крайней 
мерс о(Ню из соотношений С(х, у, г), С(-г, 2, ?/), С(//, #, 2), 

(1Т

7) /м С(.г, ?/, 2), С(2/, 2/, и), 1(х, у, и) вытекает С(г, ?/, и). 
Обратно, если какое-нибудь тернарное отношение г/, определенное 

па М, удовлетворяет условиям 15 \—^, тогда возможно при помощи него 
определишь частичное упорядочение на М так, что прииадлежающее 
к нему отношение С совпадает с г\ и М направлено. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство первого утверждения просто. Вто
рое утверждение докажем так: 7л\ вытекает из 15г, ^ , 15з, а 2е доказывается 
индукцией, буквальным повторением метода доказательства ГА§ в работе [3]. 

Теорема 2. Система (II) эквивалентна системе (А): 

(АО --- (1Т0, 
(Лз) //-? С(.т, ?/, ~) вытекает С(з, 2, ?/), 

(Аз) = (ао,' 
(А4) = (1Т5), 
(Лб) н^ С(//, .г, х), С(?У, 2 , 2)? ^(:г> 2> ~) вытекает, что имеет место по крайней 

мерс одно из соотношений С(г, ;У, #), С(2Л 2, #), ь(-, #, ?/), 
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(Л 6) и-з С(.х, //, г), С(//, у, и), С(и, //, х) вытекает ~(и, у, ~). 

Постулаты сист.емы (А) независимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Докажем, что из ( ^ вытекает (А): Очевидно, 
всякое направленное частично упорядоченное множество с привычным 
,,между" удовлетворяет (А), этим в силу теоремы 1 утверждение доказано. 

2. Докажем, что из (А) вытекает (II): Прежде всего покажем, что имеют 
место ^ и Ьтз. Предположим, что С(х,у,г) и рассмотрим два случая: 
г ф у и г = у. 

а)г Ф у. Из С(х, у, г) согласно А2 вытекает С(г, г, у), а из этого опять-таки 
согласно А2 вытекает С(у, У, г). В силу Аб из С(х, у, г) и С(//, У, г) вытекает 
или С( ,̂ У, г), или С(г, 2/, х). Первый случай ввиду Аз дает у = с, что 
противоречит предположению. Следовательно, имеет место С(< //, .г), 
а в силу Л 2 и С(х, х, у). 

б) г = у, значит, нужно доказать: из С(х, у, у) вытекает С(//7 //, .г) 
и С(.х, х, у). В силу Ах к х, у существуют и, V такие, что имеет место С(м, г, г), 
С(и, у, V). Если V = х, то имеет место С(?< у, х) а из этого ввиду Л 2 вы
текает С(х, х, у) и С(?/, У, х). Если V = у, то имеет место С(и, .г, //), а из 
этого согласно А2 вытекают С(//, //, #) и С(^, #, //)• В далпейшем мы пред
полагаем, что V Ф х, V Ф у. Из С(м, х, V) в силу А2 мы получаем С(^, < л')* 
а поскольку V Ф х, то согласно а) имеет место с^(х, V, V). Лна.тогпчно 
из С(и, у, V) вытекает С(//, V, V). Ввиду Л 5 из ±(х, у, у), С(л '?-, '^), С(//, г, г) 
следует, что имеет место по крайней мере одно из соотношений С(г, .г, //), 
С(х, V, у), С(^, У, х). Если имеет место первое соотношение, то в силу Л 2 

имеют место С(//, //, х), С(.< #, //). Если имеет место второе соотношение, 
то из С(и, .т, ^), С(.̂ , V, у), х Ф V согласно А4 мы получаем ^(и, х, //) а со
гласно А2 мы получаем С(//, У, х), С(х, х, у). Если имеет место третье 
соотношение, то в силу Л 2 мы получаем с,(х, х, у), С(//, //, х). Итак, .мы до
казали, что Х]%, ^ имеют место. Свойства \]&, ^ следуют из Ло и Ло при-
менепием ^ , ^ , А 2 . 

Независимость Лт.. Определим на множестве {а} отношение С ' С(#, а, а). 

Независимость Л 2 . Пусть на множестве действительных чисел имеет 

место С(я, Ъ, с), если а < Ъ < с или а > Ъ > с. 

Независимость Аз. Пусть на множестве {а, Ъ} имеет место С(.'\ //, ~) для 
любих трех элементов х, у, % множества {а, Ъ}. 

Независимость Л4 . Пусть на множестве N и {ос, /з], где Лт— множество всех 
натуральных чисел, ос, ($ $ N.. имеет место С(#, Ъ, с), если: 0 < Ъ — а < 1 , 
О < с — Ъ < 1; или 0 < Ъ — с < 1, 0 < а — Ъ < 1 ; или а = ос, Ъ — произ
вольно, с = р; или а = /3, Ъ — произвольно, с = а; или а = ос, О с — Ъ • 1 ; 
или а = р,0 < Ъ — с < 1; или с = ее, 0 < а — Ь < 1 ; или с = р, 0 ^ Ь — 
— а < 1 ; или а = Ъ = осЦЗ), с — произвольно; или а — произвольно, Ъ = с = 
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= а(/)). Л 4 не имеет место, например, для х = у = а, х = а ф \, и = 
= а + 2, а е Л7. 

Независимость Лз. Определим на множестве дейтсвите.льиых чисел 
фа, Ь, с), если имеет место по крайней мере одно из соотношений а = Ъ, 
Ь = с. 

Независимость Лб. Пусть М -= М\ *и-Мъ, где М± = {(, к,], I, т}, Мч = 
— {/, т, ф п, V}, I < к < ] ф I < V, I < т < у < п < V. Определим для 
а, Ь, се М фа, Ь, с), если (7, Ъ, с все из /III или все из М% и имеет место 
а Ь < с пли я < 6 < с. Л 6 не имеет место, например, для х = т, у = ^, 
х = п, и = I. 

Теорема 3, Система (V) .жаивалешпа системе (В): 

(ВО = (170, 
(82) из фх, у, х) вытекает фу, х, х), 
(8 3) из фх, //, х) вытекает фх, х, х), 

(8 4) !/л С(.т, у, х), 'фу, х, х) вытекает х = у, 

(Кб) = № ) , ' 
(В(;) !/,? С(т, у/, с), С(?/, и, и), С(м, //, .т) вытекает фи, у, х). 

Постулаты системы (В) независимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Докажем, что из (V) вытекает (В): Очевидно, 
всякое направленное частично упорядоченное множество с привычным 
,,между" удовлетворяет (В); этим по теореме 1 утверждение доказано. 

2. Докажем, что из (В) вытекает (V): 

1Т2- Предположим, что фх, //, х). Если у Ф х, то в силу В 2 справедливо 
фу, х, х), если бы имело место фх, у, х), то согласно Вб мы получили бы 
С(~, //, х), а это с фу, х, х) в силу В 4 дает у = х, что противоречит пред
положению. Значит, должно быть фх, у, х). Если // = х, то нужно по
казать, что из фх, //, //) вытекает фу, у, х). Для х = у это очевидно, 
поэтому предположим х Ф у. Из фх, у, у) ввиду В 3 вытекает фх, х, у). 
Если бы имело место фу, х, х), то согласно Вб из фх, х, у), фх, у, у) 
Фу, х, х) мы получили бы фу, х, у) а это с фх, у, у) в силу В 4 даст х = у, 
что противоречит предположению. Итак, должно иметь место фу, х, х), 
из этого согласно В3 вытекает фу, //, х). 

1Т

3: Из ц(т, //, х) ввиду 1т

2 вытекает фх, у, х), ввиду В 2 справедливо 
фу, х, х), а из этого в силу ^ вытекает фх, х, у). 

V\: Из ц(т, у, х) согласно Ст

3 мы получаем фх, х, у), из этого в силу 1Т2 

вытекает фу, х, х), а это с фх, //, х) ввиду В 4 дает х = у. 
I V Пусть имеет место фх, у, х), фу, х, и), у ф х. Из фу, х, и) в силу В3 

мы получаем фу, //, и), в силу 1;2 фи, //, //), в силу \]3 фи, и, у), в силу []2 

фу, и, и). Предположим, что фх, //, и), из этого ввиду \]2 вытекает фи, у, х). 
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Из С(.г, //, ^), с,(у, м, и), С(и, 2/, #) согласно В 6 вытекает ;(и, //, ~), из этого 
в силу Иг С(г, 2/, и), а это с С(у, г, и) ввиду В 4 дает // = ,:, что противоречит 
предположению. Следовательно, должно быть С(«г, у, и). 

И 7 : Вытекает из Вб, применив И 2 , Пз . 
Независимость Вь Как независимость Аг в системе (Л). 

Независимость В 2 : Определим на множестве действительных чисел 

С(а, Ъ, с), если а < Ъ < с. 

Независимость Вз: Как независимость N4 в системе (А). 
Независимость В4: Как независимость Аз в системе (А). 
Независимость В5: Как независимость А5 в системе (Л). 
Независимость В 6: Как независимость Ав в системе (А). 

§3. Отношение „между" в цепях 

Теорема 4. а) В линейно упорядоченном множестве (цепи) отношение '~ 
удовлетворяет условиям: 

(Тг) из С(х, у, г), ^(х, г, у) вытекает у — г, 
(Тг) для произвольных трех элементов х, у, г имеет место по крайней 

мере одно из соотношений С(г, у, х), С(//, г, х), ^(г, х, у). 
(Тз) из С(.х, у, г), С(/г, у, и) вытекает с,(г, у, и). 
б) Обратно, если какое-нибудь тернарное отногиение >/, определенное 

на М, удовлетворяет условиям Т\—Тз, то возможно при помощи него 
определить частичное упорядочение на М так, что принадлежаюшее 
к нему отношение С совпадает с г\ и М — цепь. 

в) Постулаты системы (Т) независимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . К доказательству утверждения (б) очевидно доста

точно доказать, что имеют место соотношения (В). Прежде всего покажем, 
что имеют место 
(1) для любых двух элементов х, у справедливо С(.г, х, у), 

(2) из С(х, у, г) вытекает %(г, у, х). 
(1): Из Тг вытекает, что для каждого элемента х справедливо С(.г, .г, .г). 

Пусть у —• произвольный элемент, если бы имело место ;(.г, х, у), то 
в силу Тз имело бы место и С(х, х, у) а это противоречие. Следовательно, 
имеет место ^(х, х, у). 

(2): Предположим, что 1,(х, у, г). Если х Ф у, то имеет место ^(.г, //, .г) 
потому что если бы имело место С(-г, //, х), то согласно (1) и Тх должно было 
бы быть х = у. Тогда из с,(х, у, г), <̂ (.г, //, х) ввиду Тз вытекает ^(~, //, .г). 
Если х = у, то нужно показать, что из ^(х, х, х) вытекает С(г, х, х). Для 
х = г это тривиально, поэтому мы предположим х Ф г. Согласно Т-> имеет 
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место дли х, х, г по крайней мере одно из соотношений ^(г, х, х), С(х, г, х). 
Если имеет место ^(х, г, х), то в силу (1) и Т± х = г, что противоречит 
предположению. Итак, имеет место С(*, «̂ 7

 х)- Теперь покажем, что пз (Т) 
вытекает (13). 

13]: Пусть х, у — два произвольных элемента, ввиду (1) имеют место 
.Т(.г,.г,у),'С(у,у,х),следовательно, в силу (2) справедливо ^(х, х, у), ;(.г, у, у). 

В2: Вытекает из (1) и (2). 

1*з: Вытекает из (\). 
\\.\\ Вытекает из Тх и (2). 
Вг,: Вытекает из Тг и (2). 
В(,: Вытекает из Т 3 и (2). 
Независимость Тъ Как независимость Аз в системе (А). 
Независимость I V Как независимость А5 в системе (А). 
Независимость Т 3 : Определим на множестве {а, Ъ) соотношение С(г, у, %) 

если х = г. Т 3 не имеет место, например, для х = г = а, у = ц = Ь. 
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Summa ry 

In this pape r such conditions are de r ived t h a t pe rmi t to define a par t ia l orde r ing 
coinc iding with the original one b y means of tho be tweenness rela t ion of direc ted par t ially 
orde red set. 
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