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Czechoslovak Mathematical Journal, 44 (119) 1994, Praha 

О З А К О Н О М Е Р Н О С Т Я Х У П Р А В Л Я Ю Щ И Х 

Х А О Т И Ч Н О С Т Ь Ю ПОВЕДЕНИЯ ФУНКЦИИ 2(1) 

И ЕЕ П Р О И З В О Д Н Ы Х 

Ян МОЗЕР, Братислава* 

(Поступило в редакцию 15-ого мая 1991) 

ВВЕДЕНИЕ 

(А) Хаотичность поведения графиков функций 2(1) и 2^(1). 

Вычисления значений функции 2(1) при помощи формулы Римана-Зигеля 

([21], стр. 94) 

(1) 2(1) = 2^2 -т= с°8 И*) ~ П п п ) + °(*~1/4)> ? = Утр 

(методом Е. К. Титчмарша [27] и его усовершенствований), связанные с ре

гистрацией нулей нечетного порядка функции С( |+н:) , показывают, что по

ведение графика функции 2(1) хаотично в промежутке покрываемом вычис

лениями. По этому поводу см. например график функции 2(1) в окрестности 

первой пары нулей Д. Лемера (специальной пары нулей функции 2(1), ле

жащих в окрестности значения I = 2к1114,89 ([24], стр. 296, 297), см. также 

график [28]. 

Еще более хаотичное поведение графика функции 2(1) следует ожидать 

в случае I -> оо (ср. также мнение А. Сельберга в работе [25], стр. 196, 

строки 10-11 сверху, и стр. 200, строки 7-13 сверху). 

Так как для производных 2^(1) справедлива формула (см. [8], (10), [2], 

стр. 52) 

(2) Z(fe)(«) = 2 ^ - i ( 0 ' ( t ) - lnn) f e cos (tf(<) -t\nn + k\) 

+ 0{t-l/*\nk+1t), fc = 1,2,... 

* Работа написана при поддержке гранта Слов. АН, Но. 363/90. 
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то, по в^Iшеприведенн^IМ соображениям, поведение графиков функций 

2^(1) тоже следует считать хаотическим при I -» оо. 

(Б) Разбиение графиков функций 2(1), 2^(1) на две части асимптоти

чески равных длин. 

Однако, в упоминавшемся выше внешнем хаосе кроется внутренняя сим

метрия, отблеском которой являются некотор^Iе красивые геометрические 

закономерности. 

Напомним, что в работе [9], в связи с доказател^ством теорем о сред

нем для 2(1), нами были введены две систем^I несвязных множеств 0\(х), 

Ог(у) (системы знаков^IX подмножеств 0^(х),... для 2(1) м^I начали изу

чать в работе [12]). 

В предлагаемой работе доказано, что родствешиле систем^I несвязшлх 

множеств и знаковых подмножеств для 2^(1) приводят нас к закономернос

тям, которвш подчиняется хаотическое поведение графиков функций 2(1), 

2^(1). 
А именно, полученшле резул^тат^I можно сформулировать как решения 

следующих геометрических задач: 

(а) График функции 2(1), I Е (Т,Т + Н) разбить на два несвязных под

множества (т.е. на две несвязшле крив^Iе) асимптотически равных мер 

(= длин) при Т —У оо и подходящих Н. 

(б) Любой бесконечной системе несвязшлх множеств, лежащих в про

межутке (Т,Т + Н), соответствует бесконечная система несвязшлх крив^гx, 

порожденшлх графиком функции 2(1). Требуется п о с т р о и в пример беско

нечной систем^I таких несвязшах крив^гx, что каждая из них разбивается 

на две подкрив^Iе асимптотически равных длин при Т —> оо. 

(в) Решить задачи типа (а) и (б) для графиков производных 2^(1). 

(В) Сопутствующие резул^таты. 

В процессе доказател^ства главного резул^тата б^Iли получе^1 новые 

резул^тат^I и в других направлениях: 

(а) геометрические закономерности типа (Б), (а)-(в) для площадей не

связных криволинейных трапеций, соответствующих графикам функций 

2^(1) на несвязшлх множествах, 

(б) оценки снизу для некоторого класса интегралов по несвязным мно

жествам, 

(в) в направлении нашей рабо^1 [19], умеющей точку соприкосновения 

с квадратурной формулой П. Л. Чеб^Iшева ([22], стр. 249, (2)). 

Еще заметим, что с точки зрения теоретической радиотехники все по

лучению резул^тат^I в^Iражают свойства особ^IX сигналов, порождаемых 
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формулами Римана-Зигеля для 2(1) и 2^(1) (ср. [20]), на различного рода 

дискретных и несвязных множествах. 

В целом предлагаемая работа продолжает анализ следствий из форму

лы Римана-Зигеля при помощи дискретного метода, основы которого были 

заложены Е. К. Титчмаршем в его знаменитом мемуаре [26] в связи с изуче

нием теоремы Харди (см. [23]) о бесконечности множества нулей нечетного 

порядка функции ^ ( | + Н) и закона Грама. 

План изложения таков: в 1-й части введено основное семейство после

довательностей {/^(т)}, в частях 2-4 сформулированы Теоремы 1, 2 и 3, 

в частях 5, б доказаны вспомогательные утверждения, в части 7 заверше

ны доказательства Теорем 1, 2 и 3, в части 8 сформулирована и доказана 

Теорема 4, касающаяся некоторых свойств сумм, зависящих от „хороших" 

и „плохих" экстремальных значений функции 2^к~^(1)у и, наконец, в 9-й 

части приведены заключительные замечания. 

1. ФОРМУЛА Р И М А Н А - З И Г Е Л Я ДЛЯ 2^(1) и СЕМЕЙСТВО 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ {Нк(т)} 

Напомним, что (см. [21], стр. 94, 260, 383) 

О) 2(г) = **{гЩ+ь), 

19(0 = -^1пк + 1т{1пГ(^-гф}, 

'м-.-й+О-
где 

(4) *(*) =*!(*)+ о ( | ) , 

Мг)=21П2-,-2-8-

В работе [8], в связи с изучением корней нечетного порядка уравнения 

2'(1) = 0 автор использовал аналог формулы (1) для 2'(1) (см. [88], (10)): 

(5) 2\1) = 2^2 -7=(^(*) " 1п™) с°з (<*(*) - <1пп + ̂ ) 

+ <Э(Г1/4\п1), 

который можно назвать формулой Римана-Зигеля для 2'(1). Далее, 

А. А. Карацуба, в своей работе [2], стр. 52 использовал формулу (2), 

в которой постоянная в О-оценке зависит только от к. 
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Из формулы (2) способом [8], (40)-(46) и заменой д -* $1 (см. (3), (4)) 

получается локализованная формула 

(6) 2М(1)=2'%2 - ^ ( ь - ^ с о з ^ О - г и т + Ц ) 
п<Р * 

+ 0(Т~1'*\пк+1Т), 

Р=\ ^, к = 1,...,К0, 1€{Т,Т + Н), не(о,Ут), 

где ^о-любое, но фиксированное число. 

Теперь мы определим семейство последовательностей {Нк(т)} следую

щим образом: 

(7) <ЫЛ*(т)]=Л1/ + Т + у * , 1/ = 1,2,..., Т € (-71,71). 

З а м е ч а н и е 1. Семейство последовательностей {Ь,к(т)} является обоб

щением семейства {/гДт)}, введенного нами в работе [19] (ср. [8], (12)). 

Еще напомним, что из (7) обычным способом (см. [6], (42), [11], (59)) 

получаются основные соотношения для семейства последовательностей 

тт)ь 

(8) Н

к+Лт)-Нк(т) = ^ + о ( ^ ^ 

^ 1 = ± Я 1 п Р + 0(1), Ьк = Нк(0). 

2. Р А З Б И Е Н И Е ГРАФИКА ФУНКЦИИ 2^-^(1) НА ДВЕ ЧАСТИ 

АСИМПТОТИЧЕСКИ РАВНЫХ ДЛИН 

В промежутке (Т, Т + Н) мы определим следующие системы несвязных 

множеств (ср. [9], (3), [19], (17)): 

(9) С2„,*(я) = {*: НК-х) < I < кк

и(х), I в (Т,Г + Я) }, 

С 2 „+ м (1/) - {I: Н1^(-у) < I < Л^ + 1 (у) , I € ( Г , Т + Я) }, 

б1,л(ж) = У С2|/>А,(ж), 

0-2,к(у) = [] С2и+1,к(у), 

тйк1,+1<т+н 
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где к = 1,... ,/То и 0 < х, у < л/2. 

Далее иы определим знаков^Iе подмножества функции 2^(1) относи-

тел^но множеств (9): 

(10) 0+к(х) = {*: 2^(1) > 0, * € б , ^ - ) } , 

0~к(х) = {С .?<*>(*) < 0, * € б Ы * ) } , 

6? > к (а;)-.{*: 2<к>(«) = 0, « е О м М } , 

(аналогичен* см^IСл имеют обозначения С ^ ( у ) , . . .)• 

Пусть -^^^х) = Ь^_х(х\Т,Н) обозначает несвязное множество, соо

тветствующее графику функции 

.^-"(О, * б б + 4 ( х ) и ^ ( 1 ) , 

и Ь^_х(х) — несвязное множество, соответствующее графику функции 

2^-Щ, 1еб1к(х)ив->к(х). 

Пусть т{1/^_1(а;)}, г л ^ ! , ^ , ^ ) } обозначают меры соответствующих не

связных множеств. 

Определение. Несвязные множества Ь^^х), Ь^^х) м^I назовем не

связными кривыми и числа т{Ь^_ 1(ж)}, т{Ь^"_1(ж)} — длинами этих не-

связных кпивых. 

Пусть еще 5(а, Ь) обозначает элементарную тригонометрическую сумму: 

5(а,Ь) = 5 3 п**' 1 ^ а < 6 ^ 2а, Ь < А/^-. 

Справедлива 

Теорема 1. (главный резул^тат). Если 

(П) \8(а,Ь)\<А(А)^1Л, Д € (0,1/6 ) , 

ТО 

(12) т{12"_ 1 ( .г)}~т{^_ 1 (а;)}, Г -> оо, & = 1,-.. ,К0, 

для 

(13) Г д + е < Я < Т 1 ! 4 , 
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где Ко — любое фиксированное целое число и 0 < е — сколь угодно малое 

число. 

Так как условие (11) справедливо, например, для А = 1/6, (см. [21], 

стр. 110), то из Теоремы 1 получаем 

Следствие 1. Асимптотическое соотношение (12) имеет место для про

межутка (Т, Т + Н), где 

(14) Т 1 / 6 + е ^ Я ^ Т 1 / 4 . 

В случае справедливости гипотезы Линделёфа для элементарной триго

нометрической суммы имеет место (см. [1], стр. 89, ср. [8], (7)) оценка 

|5(а,6)| < А(е)у/а*е. 

Значит, имеет место 

Следствие 2. По гипотезе Линделёфа асимптотическое соотношение (12) 

имеет место для промежутка (Т, Т + Н), где 

(15) Т2е ^Н ^Т1'4. 

З а м е ч а н и е 2. Итак, по гипотезе Линделёфа, получается почти 100%-

ое улучшение показателя 1/6 в (14). 

З а м е ч а н и е 3. В условиях (13)—(15) выступает ограничение Я ^ Т 1 / 4 . 

Конечно, расширение справедливости асимптотического соотношения (12) 

на значения Я € ( Т 1 / 4 , Т )-дело простое. То же самое касается и Теорем 

2-4. 

Taк кaк (cм. (7), (9)) 

Mhk

2Лx))-Ыhl(-x)}=2x, 

тo (cp. [11], ( П ) - ( I З ) , [6], (42)) 

(16) hЦx) - hl(-x) = -|Ľ + o ( ^ ) , 

hl+l(y) - ftU(-v) = ^p + o(-jŞӯ) 
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для Ь^и(-х), Ъ,2и+\(У) € {ТУТ + Н) и, далее, из (9), в силу (8), (16), для мер 

множеств Охук(х), 02,к(у) получаем: 

(17) гп{01<к(х)} = ^Н + 0(^;), 

т{е2,кш = 1н + о(^т). 

В специал^ном случае х = у .= к/2: 

(18) Ч 6 ^ © и 6 ^ © } = Я + 0(тТ)-
После этого делаем 

З а м е ч а н и е 4. Теорема 1 дает решение геометрических задач (В), ( а ) -

(в), сформулированных во введении. А именно, график функции 

2<*-1)(«), 1е61,к(х)ие2,к{х), 

разбивается на две несвязные крив^Iе асимптотически равных длин 

(см. (12)) при помощи знаков^IX подмножеств функции 2^к\ь) относител^но 

множества О^/Дх) 1162,^(2;) (задаче (а) соответствует значение х = я/2). 

3. ЗАКОН АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАВЕНСТВА ПЛОЩАДЕЙ 

Пусть О^(х) = 0^(х\Т^Н) обозначает несвязную криволинейную трапе

цию (= несвязная фигура), соответствующую (в обычном см^IСле) графику 

функции 

2<*>(0. * б б + , ( 1 ) и ^ ( - ) , 

и 0^(х) — несвязную фигуру, соответствующую графику функции 

2^(1), « е б г ^ и е д . 

Пусть т{0^ (х)}, т^^(х)} обозначают меры (площади) соответствуюш-

чих несвязных фигур, т.е. 

(19) т{Б+{х)}= I |-? ( к )(*)И*, 
б+ 1 (х)иб+ 1 (х) 

т{ок(х)}= I \2Щ)\&. 
о~ к(х^е~к(х) 

215 



Справедлива 

Теорема 2. Из условия (11) следует: 

(20) т№%(х)}~т{Оъ(х)}, Т -•> оо, к = 1,... ,А'0, 

для # € ( Т Л + 5 , Т 1 / / 4 ) . Яри этом, асимптотическое равенство (20) справед

ливо: безусловно, например для Я Е (Т1^^е,Т1//4) (см. (14); и, по гипотезе 

Линделёфа, для Я Е (Т2б,Т1/4), (см. (15);. 

З а м е ч а н и е 5. Теорема 2 дает решение следующей геометрической за

дачи: несвязную фигуру, соответсвующую графику функции 

2<*>(0, * е 6 м ( х ) и 6 2 , , ( х ) , 

разбить на две несвязные фигуры, асимптотически равных площадей. 

З а м е ч а н и е 6. Асимптотическое равенство типа (20) автор получил 

в работе [12], (4) для графика функции 2(1) (другие направления для об

общений см. в работах [14], [15]). 

З а м е ч а н и е 7. Асимптотические соотношения (12) и (20) представля

ют собой некоторые из закономерностей, управляющих хаотичностью по

ведения графиков функций 2(1), 2^(1). 

4. ОЦЕНКИ СНИЗУ д л я НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

ПО НЕСВЯЗНЫМ МНОЖЕСТВАМ 

Справедлива 

Теорема 3. Из условия (11) следуют оценки снизу: 

(21) / \2М(г)\А1 > -(1-6)Н(\пкР)*тх, 

е+к(х)ие+к(у) 

[ \2<к\1)\й1 > -(1-6)Н(\пкР)$ту, 

в-к(х)иС-к(у) 

для к = 1 , . . . ,К 0 . Я Е ( Т л + е , Т 1 / / 4 ) , где 0 < 5 — сколь угодно малое чис

ло. При этом оценки снизу (21) справедливы: безусловно, например для 
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Я е ( Т 1 / 6 - ^ 1 / 4 ) (см. (Ы)) и, по гипотезе Линделёфа, для Я <Е ( Т 2 е , Т 1 / 4 ) 

(см. (15);. 

Далее отметим, что, применяя к сумме в (6) преобразование Абеля, в си

лу (11) получается оценка (ср. [8], (54), (55)): 

(22) 2{к)(1) = о(тА\пк+1т), ге(т,т + н). 

Полагая теперь в (21) х = у = к/2, в силу (18), (22) получаем 

Следствие 3. По условию (11) справедлива оценка снизу: 

(23) / \2{к)(1)\<М> -(1-г])Н\пкР, Т - > о о , 

дляН е(ТА+*,Т1/4), г] = 26. 

5. Д И С К Р Е Т Н Ы Е ФОРМУЛЫ 

Справедлива 

Л е м м а 1. Из условия (11) следует: 

(24) 5 ] 2{к)[Ъ>к

2и(т)) = - Я 1 п Н 1 Рсо8т + 0 ( Г д 1 п * + 1 Г ) , 

Т<Л*,<Т+Я 

5 3 ^к\Нк

и+1(т)] = - - Я 1 п ж Р с о з т + 0 ( Т Д 1п*+1 Т), 

для Я € (О, \/Т), А; = 1 , . . . Д о и О-оценки справедливы равномерно для 

т € ( - к , я ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (А) Так как (см. (6), (7)) 

(25) . 2^[Нк(т)] = 2(-1)и1пкРсозт 
1 / Р \ к 

+ 2 5 3 " ^ О 1 1 У С 0 8 ( Т 1 : г / ~ Л*(т)1пп + т) 
2^п<Р * 

+ 0 ( Т - 1 / 4 1 п / с + 1 Т ) , 

то отсюда, в силу (8), получаем (ср. [6], (59)-(61), [8], (51)-53)) 

(26) 5 ] 2™[Нк(т)] = 2Ж, + 0(1п*+ 2 Т), 
Т ^ Л ^ Т + Я 
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гдe 

^к = (~1ГТ-^(\п-)к созр 
*—' у/П \ П / 

п у 

+ ( - 1 ) ^ Е 4 ( 1 ^ ) " С О 8 ( Ы Л Г + ^) 
П * 

+ < - 1 > < Е ^ К ) Ч ^ 
п у 

•(-ч^Ет.^)**!-™5""^. 
п у 

ы = тг^-р, </> = /г^(г)1пп-г, п € (2,Р), 

Р = /7(А:)=шш{1/: /г* € (Т,Г + Я ) } , 

й + М = тах{и: Л* € (Г.Г + Я ) } . 

Теперь уже очевидно, что способом [8], (54)-(64), при замене 

- = In > —= (In — j 
y/n n y/n \ 

Ł\k 

n) ' 

в силу (11), получается оценка 

ИЪ = 0(ТА 1п*+1 Т) 

равномерно для г € (—тс,тс) и следовательно (см. (26)): 

(27) ] Г -? ( / с )[^(т)] = 0 ( Т Л 1 п * + 1 Т ) . 
Т^/1*^Т+Я 

(Б) Далее (см. (8), (25)) 

^ (-1У ^к\Нк(т)] = - Я 1 п Н 1 Рсозт + 2Кк + 0(1п Л + 1 Т), 
Т^/1«;<Т+Я 

гдe 
fí*= E ^ ( ^ f ) * E c o s { ^ ( r ) l n n - r } . 

2 ^ п < Р у Т^/г^Т-г-Я 

Так как из (11), аналогично случаю [8], (65)-(70), следует 

Як = 0(ТА \пк+1 Т) 
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равномерно для г 6 (—я,к), то 

(28) ^2 (-1)иг{к)[^(т)] = - Я 1 п * + 1 Р с о з т + 0 ( Т Л 1 п * + 1 Т ) . 
Т</1^ХТ+Я 

Наконец сопоставлением соотношений (27), (28) получается (24). Дока

зательство Леммы 1 закончено. • 

З а м е ч а н и е 8. Формулы (24) являются асимптотическими для Я 6 

(ТАгр(Т),Т1/А), т ф -л/2, к/2, где 0 < яр(Т) — функция, сколь угодно мед

ленно возрастающая к оо при Т —> оо. 

Теперь из Леммы 1 в силу Замечания 8 получается обобщение теоремы 

из нашей работы [8]: 

Следствие 4. По условию (11), уравнение 

(29) 2<*>(0 = 0, к = 1,...,К0 

имеет корень нечетного порядка, лежащий в промежутке 

(30) (Т,Т + ТАгР(Т)), 

при любом достаточно большом Т. При этом, корень уравнения (29) 

безусловно существует, например, в промежутке (см. (14)) 

(31) (т.т + т^СП) 

и, по гипотезе Линделёфа, в промежутке (см. (15)) 

(32) (Т,Т + Т2е). 

Напомним, что А. А. Карацуба, уточняя и обобщая результаты из наших 

работ [6]-[8], получил вместо промежутка (31) промежуток (см. [2], стр. 58, 

[3], стр. 51): 

(33) (Т,Т + Т ^ ( 1 п Т ) * Т т ) , * = 1,.. .,Ко, 

т.е. свою знаменитую "теорему о сближении корней" уравнений (29) с рос

том к. 
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З а м е ч а н и е 9. Однако м^I будем придерживайся в этой работе нашего 

резул^тата о нулях в промежутке (30), поскол^ку он доказывает сущест

венное влияние гипотез^I Линделёфа на изучаем^Iе вопросы, одновременно 

для всех значений к = 1, . . . , К0 (ср. (32), (33)). 

6. ИНТЕГРАЛЫ ПО НЕСВЯЗНЫМ МНОЖЕСТВАМ 

Справедлива 

Л е м м а 2. Из условия (11) следуют соотношения: 

(34) I 2^(1) И = -Н(\пкР)ыпх + 0(хТА\пкТ), 

&1.к{х) 

[ 2{к)(1)<\1 =--Н(\пкР)зту + 0(уТА\пк Т), 

б2.к(у) 

для н е (0,ГХ/4), к = 1,...,К0 их,уе (0, к/2). 

З а м е ч а н и е 10. Формул^I (34) являются асимптотическими для Н € 

(ТАф(Т),Т1/*). 

Д о к а з а т е л ^ с т в о Лемм^I 2. Так как (см. (4), (7), ср. [9], (51)) 

(Щ^У^^Ш^Р + О^), 

то (см. (9), (22), ср. [9], (52)) 

(35) | ^ > [ / 4 д е = /* 2(к)[нк

Лт)](Щ^у1(Щ^<1т 

= (1пР) I 2(к)(1)<И+0(х^ТА\пк+1Т^т) 

ьи-*) 

= (\пР) [ 2^к)(1)АЬ+0(хНТ-5/6\пкТ). 

Теперь, интегрируя первую формулу в (24) по г € (—х,х), получаем 

(см. (8), (9), (35)) 

/ 2(к)(1) &1 = -Н(\пк Р) зтх + 0(хТА \пк Т) + 0(хН2Т~5/61пк+1 Т), 

т.е. первую формулу в (34); вторая получается аналогичным образом. • 
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7. ЗАВЕРШЕНИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ Т Е О Р Е М 1, 2, 3 

(А) Так как формулы (34) являются асимптотическими для Я Е (Т А +~, 

Т 1 / 4 ) (см. Замечание 10), то из второго асимптотического соотношения 

в (34) следует (см. (10)) 

-{l-ó)H(\nkP)siny^- / z(fc)(t), 

< - / Z ( f c )(ť)dí= / |z(fc)(í)|< 

I \z{k)(t)\< 

&2<к(у) 

^ [ |2<*>а)|<1*, 

0^к(
Х)^2,к(У) 

т.е. мы получили вторую оценку в (21). Аналогичным способом получается 

и первая оценка в (21). Доказательство Теоремы 3 закончено. 

(Б) Так как с одной стороны, сложением формул (34) при х = у получаем 

[ ^к)(1)<11 = 0(хТА\пкТ) = о(Н\пкТ), Я Е ( Т ^ Т 1 / 4 ) , 

01,к(х)ио2,к{х) 

с другой же стороны, 

/ 2Ю{Ь)йЬ= [ \^к)(1)\&- ( \^к)(1)\А1, 

б1 Л . (х)и6 2 л(*) еик(х)и°2,к(х) е1,к(х)ив2,к(х) 

то имеет место соотношение (см. (19)) 

(36) т{0^{х)} = т{0^{х)}+о{НЫкТ), Не ( Г ^ , ! " 1 ! 4 ) . 

Поскольку (см. (19), (21)) 

(37) ш{^Н}, т^(х)}>А(х)Н\пкР, Не(Т^,Т^), 

то соотношение (36) является асимптотическим, т.е. доказательство Тео

ремы 2 завершено. 

(В) Прежде всего (см. часть 2) 

(38) т^+_г(х)}= I у/1 + {2("Щ}*Ы, 

е+к(х)ие+к(х) 

7п{Ь"_1(х)}= I ^1+ {№{€)}*&. 

о-к{х)иб~к{х) 
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Далее, так как 

(39) v /l + {zW(í)}2 = |z(fc)(<)l + 
у/\ + {2^)(1)У + \2(к)(1)\ 

= |2<*>(<)| + 0(1) 

и, очевидно, 

гп{в+к(х)и6+к(х)}, т{01к(х)иО-к(х)} ^ Я, 

то из (38) (см. (19)) получаем 

(40) т{Ь+_, (х)} = т{Б+(х)} + О(Н), 

т{Ьк_1(х)} = т{Ок(х)} + 0(Н). 

Теперь из (40) в силу оценок снизу (37) и асимптотического равенства (20) 

получаем асимптотическое равенство 

т^к-Л")} ~ т{Ьк-Лх)}, Т -> со 

для Н Е ( Т Л + е , Т 1 / / 4 ) . Доказательство Теоремы 1 закончено. 

8. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ ^к~1">(1) 

8.1. Хорошие и плохие экстремальные значения. Пусть {7^}, 1к > 0 

— последовательность корней нечетного порядка уравнения 

(41) 2<*>(0=0, * = 1, . . . ,#о. 

Значит, 2^к~1\^к) — экстремальные значения функции 2^к~1\1). Очевидно 

| ^ - 1 ) ( 7 ^ ) | + | ^ - 1 ) ( 7 ^ + 1 ) | > 0 . 

Члены последовательности {7*} подразделим на два класса следующим 

образом: 

(А) Если 

2 < к - 1 ) ( т * ) ^ * - 1 ) ( 7 „ + 1 ) ^ 0 , 

то 7П> 7п+1 назовем хорошими корнями и обозначим их через 7П> 7п+1-

222 



(Б) Если 

(42) ^ - 1 ) ( 7 * ) ^ - 1 » ( 7 ^ + 1 ) > 0 

И 

(43) |-7(*-х)(7^)1 > \2{к-1]Ьк

п+Л 

то *ук назовем хорошим корнем (7* — 7П) и 7п+1 — плохим корнем и обо

значим его через 7п+1-

(В) Если в случае (42), вместо (43), имеем 

\2(к-1Н1п)\<\2{к-1)Ьк

п+х)1 

то тепер^ 7п+1 — хороший и 7п — плохой кореш>. 

П у с ^ {^}? о̂ > 0 — подпоследовател^ност^ последовател^ности {7*}> 

для которой 

^ - ^ ( ф ^ о . 

Ясно, что вышеприведенному подразделению {7^} = {7^} ^ {7^} соот

ветствует подразделение {г^} = {?§} и {*§}• 

З а м е ч а н и е 11. Последовател^ност^ {г^} = {*о} автор начал и з у ч а в 

в работе [4] и продолжал ее изучение (в предположении справедливос

ти гипотезы Римана), в связи с некоторыми математическими вопросами 

релятивистской космологии, в работах [5], [10], [16]-[18]. Конечно, пред

положение о справедливости гипотезы Римана не имеет принципиал^ного 

значения — оно лишь упрощало соответствующие исследования. Аналоги 

всех результатов по математическим вопросам релятивистской космологии 

из работ [5], [10], [1б]-[18] сохраняют силу и в общем случае. 

8.2. Длина дуги кривой ю = 2^к~^(Ь)^ I Е (Т,Т + Я ) . Справедлива 

Теорема 4. Из условия (11) следует, что длина дуги кривой хю = 

2(к~1^(1), 1Е (Т,Т + Н) выражается асимптотической формулой 

rт+н , 
(44) I y/l + {ZЩt)}*dt 

2 ~1 \2(к~1ЦЩ)\-2 ~1 |-̂ <*-->С*5>1- Т^оо 
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для Н € ( Т л + е , Т 1 / 4 ) , к = 1, . . . ,К 0 . При этом, формула (44) справедли

ва безусловно, например для Н е ( Т 1 / 6 + е , Т 1 / 4 ) , (см. (14),) и, по гипотезе 

Линделёфа, для Н € ( Т ^ Т 1 / 4 ) . 

Доказательство этой теоремы опирается на следующее вспомогательное 

утверждение. 

Лемма 3. Из условия (11) следует соотношение 

гт+н 
(45) / |2<*>(*)|<1* = 2 ^ \2{к-1)(Ько)\ 

т т^^т+н 

- 2 ^ \%{к~1)вко)\ + 0(ТА 1п*+1 Т), 

т ^ 7 ^ т + я 

Я € ( 0 , Т х / 4 ) , к = 1,...,К0. 

При помощи Леммы 3 доказательство Теоремы 4 завершается просто. 

Прежде всего (см. (39)) 

гт+н ! гт+н 
(46) / ^ 1 + { ^ ) ( ^ ) } 2 а ^ = / \2М(!)\<И+0(Н). 

Далее, в силу (23) соотношение (45) является асимптотическим для II Е 

( Г д + е , Г 1 / 4 ) . Теперь, из (46), в силу (45), следует (44). 

Итак, остается доказать Лемму 3, что будет сделано в п. 8.4. 

8.3. Оценка снизу для суммы, содержащей экстремальные значения 

функции 2^к~1\1). Из соотношения (45) в силу (23) получаем 

Следствие 5. По условию (11) имеет место оценка снизу: 

(47) ^ \21к~1ЧЩ)\ - Е |Я (*" 1 }(*о)1 > ^(1 " 21?)#1п* Р, 
т<«8<т+я т<Т*<т+я 

для Н е ( Т л + е , Т 1 / / 4 ), к = 1,. . . , Ко, где 0 < г] — сколь угодно малое число. 

З а м е ч а н и е 12. Разность стоящую на левой стороне соотношения (47) 

мы назовем избытком хороших локальных экстремумов над плохими ло

кальными экстремумами функции ^< / с _ 1 у (^), I € (Т,Т + Н). 
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Далее отметим, что, исходя из формулы Римана-Зигеля для 2,^(1) 

(см. (6), Н € (О, \/Т) —> ^ е (0,Т 1 / / 2 + 2 е )) и применяя простые методы для 

оценок остаточных членов, нетрудно получить асимптотическую формулу: 

Гт+и 1 
(48) / т { ^ ) ( , ) } 2 а ^ _ 1 _ _ _ С / 1 п ^ Т , Г - о о , 

для ^ = Т1/2+е\ главный член в асимптотической формуле (48) получается 

применением формулы суммирования Эйлера-Маклорена (см. [21], стр. 19) 

к сумме 
-г—А 1 / Р\2Ь рг 

»/^1(ы--) , Р = №-
п\ п/ V 2к 

п<Р 

Поскольку, по неравенству Коши-Буняковского, 

/•Л-и / г л-ГЦ ч 1 / 2 

У |2<*>(<)|<1*<>/с7(у {2^кЦ1)}Ч1) , 

то из (45) при Д = 1/6 в силу (23), (47), (48) получаем 

Следствие 6. 

(49) ^ ( l - 2 7 , ) U l n f c T < £ \Zlk-lHik)\- £ l-*(*-1)(ío) 

< ^ . , (i + r,)trin*+1/ar, 
2k+1V2kTí 

U = Г l / 2 + Є j T . 0 0 , 

где 0 < 77 — сколь угодно малое число. 

З а м е ч а н и е 12. Явно обратим внимание на то обстоятельство, что 

оценка снизу в (49) особенно близко подходит к оценке сверху — их от

ношение есть А(к)\ДпТ, т.е. порядок избытка почти определен. 

З а м е ч а н и е 13. В соотношениях (48) и (49), ^ = Т1/2+е можно заменить 

на II = Т , 5 / 1 2 + е (ср. [11]) или даже на степень Т с еще меньшим показате

лем (27/82 + е). Так как, с одной стороны, соответствующие оценки очень 

громоздки и, с другой стороны, получаемые показатели очень далеки от 

значения 1/6 + е выступающего в (47) при А = 1/6, то мы здесь не будем 

касаться этого воспроса. 
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8.4. Доказательство Л е м м ы 3. Прежде всего, в силу Следствия 4, про

межуток (Т, Т + Н) содержит не меньше чем 

г Н -1 л Те 

>A-
1Т*ф(Т)1 ф(Т) 

членов последовательности {гук}. Пусть 

Т < 7х* < 7* < • • • < 1ы < Т + Н 

(нижние индекси являются здесь относительными, ср. п. 8.1). Так как 2^(1) 

сохраняет знак в промежутках (Т,^к), {^,Т + Н) то, в силу (22), 

/ \2(к)(1)\ И = | 2 ( * - 1 ) (71) - 2(к~1)(Т)\ = 0(ТА \пк+1 Т), 

/ \2^(1)\<И = 0(ТА\пк+1Т). 

•1-гЬ 
Следовательно, 

т+н N - 1 7 * + 1 

(50) / \2^(ь)\<и=У2 |.г<к)(0|<1<+осгА1п*+1г). 

Очевидно 

0 < Г " + 1 \2^(1)\<И = ±{2^(1п+1) - ^ - Х ) ( 7 * ) } , 
• 1 - у ^ 

1п 

где знаки ± соответствуют случаям 2^к\1) ^ 0. 

Так как, далее 

/ 
|Z( f c)(ť) |dí-. |Z( f c- 1)('ӯ f c

+ 1) | + |Z( f c - 1 )( í f c ) | ł 

| Z ( f c ) ( . ) | d t - . | Z ( f c - 1 ) ( ^ f c ) | - | Z ( f c - 1 ) ( 7 f c
+ 1 ) | , 

Г"+11^*)(*)| а* = | ^ - 1 ) ( 7 * + 1 ) 1 - \2(к-1)Ш, 
I п 

то, из (50), в силу (22), принимая во внимание все возможные способы чере

дования хороших и плохих корней уравнения (41), получаем соотношение 

гт+н 

|2<*>(*)|<И = 2 ] Г \2{к~1Ччк)\ 
Т < 7 ^ Т + Я 

- 2 ] Г | ^ ( / с - 1 ) ( 7 / г ) | + 0(ТА \пк+1 Т). 

Т^7^<Т+Я 
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Переходя в этом соотношении к последовательности {^} = {^} и {^оЬ п о " 

лучаем (45). 

9. З А К Л Ю Ч И Т Е Л Ь Н Ы Е ЗАМЕЧАНИЯ 

9.1. Оценки снизу. Отметим, что метод доказательства Теоремы 3 по

зволяет получить и следующие оценки снизу: 

(А) Пусть {#1/(г)} — семейство последовательностей, определенное усло

вием (ср. [7] и [11], (6)) 

М9и(т)] = 2 ( К 1 / + Г " Ю ' | / = 1»2»---» те(-к,к). 

Пусть 6з(х), ОА(У) — семейства несвязных множеств, которые определены 

на основе {ди(т)} способом (9). 

Имеют место (использованы формулы (1), (5)) оценки снизу: 

/ 
G+(x)uG+Ы 

/ 

\Z{t)Z'{t)\dt> - ( l - í ) ( s i n . r ) t t l n T , 

\Z{t)Z'{t)\dt > -{l-6){smy)UlnT, 

е^{х)ио-(у) 

для ^ — Т 1 / / 2 + е , 0 < е,5 — сколь угодно малые числа. 

(Б) Пусть {ки(т)} — семейство последовательностей, определенное усло

вием (ср. (7) и [13], (9)) 

МкЛт)]= з ( К 1 / + г " ^ ) ' " = 1,2,..., т€( -л,7с) . 

Пусть вб(ж), Об(у) — семейства несвязных множеств, которые определены 

на основе {ки(т)} способом (9). 

Имеют место (для оценок остаточных членов использован метод работы 

[13]) оценки снизу: 

/ 
Z2{t)\Z'{t)\dt> Í ( l - í ) ( s i n : r W l n r , 

71 
G+(X)UG+(У) 

I Z2{t)\Z'{t)\dt > -{í -6){siny)VlnT, 
TC 

Go(x)UG-(y) 

ДЛЯ V = T 1 3 ! 1 6 + 2 e . 
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З а м е ч а н и е 14. Знаковые множества 

0+(х)ив+(х), 0^(х)иО-(х) 

решают следующую геометрическую задачу (ср. Замечание 4): График 

несвязной кривой 

го = \{2(1)}2, I в 03(х) и в4(х) 

разбить на две несвязные кривые, асимптотически равных длин, и, одно

временно, задачу (см. Замечание 5) о разбиении несвязной фигуры, соот

ветствующей графику несвязной кривой 

2(1)2'(ь), ге03(х)и04(х). 

Аналогичным способом, знаковые множества 

в+(х)ив+(х), бЛ*)и6в(*) 

решают соответствующие геометрические задачи для несвязной кривой 

<ш = ±{2(1)}\ 1€б5(х)ив6(х). 

З а м е ч а н и е 15. Все приведенные результаты обобщаются и на слу

чай кривых: 

«; = у { ^ - 1 > ( 0 } / , / = 2,3, * = 1-...,.ЙГ0. 

9.2. Длины дуг несвязных кривых. Метод доказательства Теоремы 4 

позволяет получить и следующие асимптотические формулы (ср. (44)): 

(А) Для длины дуги кривой ю = \22 (т.е. с точностью до множителя 

2тс и для площади поверхности тела вращения, образованного вращением 

кривой ю = 2(1), Ь€ (Т,Т + 11) вокруг оси О*): 

] у/1 + {2(1)2'(1)}2&1~ ] Г 22(Ьо)~ ^ г*(*о), 

Т^10^Т+11 Т<70<Т+*/ 

Т-»оо, 

для V = Т1'2+е, 11

0 = Ь0-
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(Б) Для длины дуги кривой ю = \23: 

ГТ+У 
{ ^ l + {z2(ť)z '(í)Pdí~f £ l ^ ( Í 0 ) | - | £ |z3(Ѓ0)|, 

J т T^to^T+V T<Í0^T+V 
Т - ю o , 

для 
V = yiз/iб+гг 

9.3. Оценки сверху и снизу для некоторых избытков. В направлении 

Следствия 6 имеют место оценки: 

(А) При Т - + о о : 

(̂1-<5)1ПпТ< 53 ^2(?о)" 5] 22(70)<^(1+й)1Пп2Т, 
Т.^*о<Т+С/ Т<То<Т+С/ 

ц - ^ 1 / 2 + ^ 

(Б) При Т - + оо: 

Ц(1-*)Т1пТ< ]Г 1^3('"о)|- Е 1^3(Ы|<^У|(1+^)Т1п7/2Т. 
Т<^ 0 ^2Т Т ^ Т 0 ^ 2 Т 

По поводу обобщения результатов из 9.2 и 9.3 см. Замечание 15. 
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