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Math. SSov., 26,1976, No. 4, 317—322 

ГОМОМОРФИЗМЫ УНАРИЫЖ АЛГЕБРЬ 

ДАНИЦА ЯКУБИКОВА 

Целью настоящей работы является обобщение теоремы о представлении 
частично упорядоченных множеств при помощи алгебраических операций, 
доказанной в работе [2]. 

Для универсальных алгебрь мы будем пользоваться терминологией как 
в [1]. Пусть (А, Р) алгебра типа 

г = (л0, л,, ..., л г, ...) (у<а), 

где а — порядковое число, А — носитель алгебры (А, Р), р— {/у: у<а} — 
множество основных операций алгебры (А, Р) (для каждого у<а, операция 
/у является пу-арной). 

Если даны две алгебры (А,Р) и (В,Р') одного и того же типа г, то 
основные операции /УеРш /У'е_Р для каждого у<а обозначим в каждой из 
рассматриваемых алгебр одинаково, т. е. мы будем писать /у бместо /у 

аналогично, вместо Р' мы будем писать Р. 
Алгебра (А, Р) типа г называется унарной, если пу = 1 для каждого у < а. 
Пусть теперь $0 — класс алгебрь (А, Р) одинакового типа г. На множестве 

Р определим отношение ё следующим образом. Для /, д еР положим / = # 
тогда и только тогда, если выполняется условие: если (А,Р), (В,Р)ез$ и 
если Н— отображение множества А в Б, которое является гомоморфизмом 
относительно операции д, потом Н является гомоморфизмом тоже относи­
тельно операции /. Отношение ^ будет квазиупорядочением на множестве Р. 
Соответствующее частично упорядоченное множество обозначим Р0 = Р0(з&). 
Возникает вопрос, обладает ли это частично упорядоченное множество 
какими-то специальными свойствами, или будет ли каждое частично упорядо­
ченное множество изоморфно какому-то частично упорядоченному множес­
тву Ро(М) для подходящего класса алгебр $. 

Жемберы [2] доказал теоремы: 

Теорема 1. Пусть Ь~счетное частично упорядоченное множество, для кото­
рого выполняется условие 
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(1) если ^^ — бесконечное подмножество множества ^, потом ^^ не имеет 
нижнюю грань. 

Потом существует тип т и класс $1 алгебр типа т так, что частично 
упорядоченные множества ^ и Р0(М) изоморфны и алгебры (А,Р)ез4 
унарны. 

Ниже будет доказана следующая 

Теорема 2. Для каждого счетного частично упорядоченного множества ^ 
существует класс алгебр Ы такой, что имеет место: 

(\) класс М имеет в точности один элемент (А, Р); 
(и) класс М имеет в точности один элемент (А, Р); 
(И) Р0(^) = Р; 

(ш) все операции / е Р унарны; 
(IV) частично упорядоченные множества ^ и Р0(д4) изоморфны. 
Пусть теперь $А и (А Р) имеют то самое значение как выше. Пусть Р с / 7 . 

На множестве РХ=Р—Р' мы определим квазиупорядочение ^ как следует. 
Для (А,Р), (В,Р)еМ пусть НХ(А,В) — множество всех отображений 
множества А и В, которые являются гомоморфизмами относительно каждой 
операции /'еР'. Для Р,деРх положим /=д тогда и только тогда, если 
выполняется условие: 

Если (А, Р), В,Р)ез$ и если НеНх(А,В) такое отображение, которое 
ывляется гомоморфизмом относительно операции д, потом Н будет гомо­
морфизмом тоже относительно операции /. 

Отношение ^ будет квазиупорядочением на множестве Рх. Соответству­
ющее частично ипорядоченное множество обозначим Р0(Р') = Р0(з4, Р'). 

Теорема 3. Пусть ^ — любое частично упорядоченное множество. Потом 
существует одноэлементный класс алгебр з& = (А, Р) и множество Р' с Р , 
0ФР' так, что (А, Р) — унарная алгебра и что частично упорядоченные 
множества ^ и Р0(я4, Р') изоморфны. 

§ i 

Лемма 1. Пусть /-унарная операция на множестве 7, и п сть существует 
т.е2, так, что /(г) = г. Предположим, что Н-отображение множества 2, в 7,, 
которое является гомоморфизмом относительно операции /. Обозначим 
Н(т) = т.'. Тогда /(* ' ) = * ' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Н является гомоморфизмом относительно 
операции /, имеем: 

/(*')=/№)) = НШ) = Н(г) = т. 
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Обозначим Р множество всех простых чисел отличных от 2. Для каждого 
р еК пусть Аг — множество всех пар (/, р), где / — класс целых чисел по 
модулю р. Множество всех классов целых чисел т о й р будем обозначать 2Р. 
Определим теперь на Ар две унарные операции /0, /х следующим образом: 
/о((/, р)) = (/, р), Л((/, Р)) = (/ + 1, /?)для каждого / е2Р. Будем писать 
/о(0\ р))=и(и р) и аналогично для /- и для Н. 

Положим А = иР 6 РАР. ДЛЯ каждого Г с Р определим унарную операцию /г 
на множестве А как следует: / г (/ , р)=?х0, р) для каждого р еТ и каждого 
/е2, р ; / т (/, р) = /о(/, /?) для каждого р еР—Т и каждого / е 2 р . 

Обозначим С т = { ( / , / ? ) : Р е Р - Г } для ГсгР. 

Лемма 2. Пусть отображение Нмножества А в себя является гомоморфиз­
мом относительно операции / т . Тогда имеет место: 

([) Если (/, /7) е Ст, то //(/, /?) е Ст. 
(и) Пусть р е Ти пусть существует такое / € 2ГР, что Н(г, р) = (/', р') е Ст. 

Потом для каждого /\ е 7,р будет Н(гх, р) = (V, р'). 
(ш) Пусть р е Типусть существует такое ге7,р, что Н(г, р) = (/', р')ё Ст. 

Потом р=р' и для каждого 1хе2,р имеет место Н(гх, р) = (й, р), причем 
/ , - / ; = = / - / ' (той/?). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (Г) Утверждение вытекает непосредственно из 
Леммы 1. 

(и) Пусть р е Т и пусть существует такое / е 2ГР, что Н(г, р) = (/', р')е Ст. 
Отображение Н — гомоморфизм относительно операции / т , потому 
Н(Гт(1,р))=ГтШ(1,р)), откуда Н(/+1,/7) = / т(/',/7'). Из (/', р') еСт выт­
екает: Н(г + \, р) = (Г,р'). Индукцией можно доказать, что для каждого 
1хе2р будет Я(/„ р) = (/',/?'). 

(111) Пусть р еТи пусть существует / е Д, такое, что Я(/, I?) = (/', р')ё Ст. 
Потом Н(1 + 1, р) =/г(/', /?') = (/' + 1 , /?') и при помощи индукции мы получим 
Н(г + 8,р) = (1' + 5,р') для каждого натурального числа .у. Тогда (/',/?') = 
Н(*> Р) = Н(1 + р, р) = 0' + р, р')• Из этого вытекает, что р делится на р'. Так 
как р, р еР, то р' =р. Пусть Н(1Х, р), где 1хе2,р. Можно предполагать, что 
существует целое число 5-^0 такое, что гх = 1 + з (той/?). Потом Н(гх,р) = 
Н(ь + $,р) = (V + $,р) = (/(, р), откуда /I = 1' + з ( т о й р). Из этого вытекает, 
что /х — /; = / - /' ( т о ё р). 

Лемма 3. Пусть Г с г Р и для отображения Н: А—» А выполнены условия 
([)—(111) из Леммы 2. Потом отображение Н является гомоморфизмом от­
носительно операции /Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверяется, что в каждом из случаев (1)—(ш) 
будет Н(/т(1, р)=?т(Н(1, р)). 

Пусть Р={}т: Г с Р}. Пусть зА = {(А, Р)} — одноэлементный класс алгебр. 
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Ле^м^ 4. Пусть Т, О^Р, С с Т. Потом /а=/т-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо показать, что каждое отображение НА-* А, 

орое я ляется гомоморфизмом относительно операции / , будет гомомор-
л Юм тоже относительно операции / а . 

Пусть Н'А-^А такое отображение, что Н(/т(1, р) = / 7 (//(/, р)) для каж­
дого (I р)еА 

1 Пус ъре(Р-Т)иО,Н(1, р) = (/',/?')• Потом тоже р' е(Р-Т)иО(сог-
1а~но Лемме 2), и таким образом /_Г(/0(/, р) = 
н(М1,р)=гт(н(1,р))=мг,р')=иа',Р')=га(на,р)). 

. Г у ль реТ-О. Потом / т (/, /?)=/,(/, г?), / с ( / , р)=/00, р), Та как /I 
*.л омоморфкзмом относительно операции / т , то будет Н(г,р) = 

I' ) где/?' еР-д (в силу Леммы 2), откудаН(/ оа, р) = Н({, р) = (г', /?') — 
/ р')=?0(Н(1,Р)). 

7 с ми 5. Я)сть Г, ( 7 с Р , О ^ Г . Потом/а^/т• 
До ^ с з ^ т е л ь с т в о . Так как 0±Т,то существует элемент р еО такой что 

, 0 г т го тю-сазтъ, ч^о сушеств}ет отображение // А-->А, которо я 

я^-гС5 гомоморфизмом относительно операции / т , ко не будет гомоморфиз-
о . относительно / 0 Определим Н так, что Н(ь, р) = (1, р) для р^р{, и 
л ГР - (/ # ) будут отображаться следующим образов: если ^-=0 

(гг»пс1/?0Х положим Н(10* Ро) = (ь0, р0)\ для каждого /-?-/ пюс! р ) положи 
^ ( ; , р > = (/0 + 2>/?&). Так как /тУ, Ро) = Н*> Ро) и т о т е Г(Н(1,р0)) = 

(И{1, р0), то из Леммы 3 вытекает, что // является гомоморфизмом от 
но ительчо операции / г . Предположим, что Н является гомоморфи мо 1 

т ~г тельнс операции / 0 . Потом / о (//(/ 0 , р0)) = Н(/а{1 ,р )). Име т место 
(Н('0,р0))= а(г„ ро) = (10+1,Ро); Н({о(10,рУ\ = Н(1 +\,р) 
, 2 о) ~ /. . 1, р ), что ге^ерно ТРКИМ образом /о-?- ^ . 

,1едста«е 1* Пусть Т, С с: Р. Потом /а^/т тогда и т^чько тсгда, когда 
Т. 

I г /,-счетное частично упорядоченное М1 ож^ст о. Для к!кдого xс^ 
ооо^ачим О(х) = {ие^: ^^x}. Пусть ср взаимно однозначное о т ^ражени 
к ожеств Р на множество ^. Для каждого xе^ положим Т(х)~ 
[г Р с Р)^Х}. 

Ц ^ а з а т е л ь с т в о Т е о р е м ы 2. Знаком ~ обозначим отношение изо\ ор 
фт з^1 кв -п уттгг>яггочеччых множеств. Обоз^а^им {/-.(х).xе^} Г. С то \ з 
О , ~ т ^ 1 вы ч„\ает 

^ — 1 0 ( х ) .xе^}~{ Т(х) :xе^\~ {/Те>) :хе1,}=Р 

Тт- как 1,-часгично упорядоченное множество, то в I ш) (2) - е 

.з >порядоченное множество .Р будет частично упори^ че *ыч мьоже т 

о т КУМ обра'ч I Р = г4

0(^)-



§2. 

Пусть ^ — любое частично упорядоченное множество. Пусть теперь Р 
будет такое множество, что существует взаимно однозначное отображение ф 
множества Р на множество ^. Обозначим Л = {хр:р еР}и{ур:р еР}и{з}, 
где множества {хр:реР}, {ур:реР}, {.У} попарно дизъюнктны и хРгФхР2, 
уРх ФуР2 для любых/?!, р2еР,р^Фр2. Далее положим Лр = {хр, ур} для ре Р. 

Пусть Т^Р. На множестве Л определим унарные операции / для каждого 
1вР следующим образом: /(*,) = #, {((У1) = 5у /Аз) = з; &(хр) = хр, /(ур) для 
каждого р е Р, р Ф /. Далее на Л определим унарную операцию / т как следует: 
для каждого реТ будет /т(хр ) = хр, /т(ур ) = *, /т(з) = 5-; для каждого реР-Т 
будет /тМ = УР, /т(Ур) = ^. 

Лемма 6. Отображение Н:Л-*Л является гомоморфизмом относительно 
операции / для каждого 1еР тогда и только тогда, если Н(з) = з для каждого 
р еР выполняется одно из следующих условий: 

(О Н(хр) = хр, Н(ур) = ур, 
(и) Н(хр) = ур, Н(ур) = з, 

(ш) Н(хр) = Н(ур) = з. 
Доказательство. 1. Пусть Н:Л—>Л, Н($) = х и пусть для каждого реР 

выполняется одно из условий (0—(Ш). Надо доказать, что Н(/{(а)) =^(Н(а)) 
для каждого / е Р и каждого аеЛ. Имеет место/{(хр) = хр, /{(ур) = ур длярФ /. 
Тогда очевидно Н(/{(хр))=^(Н(хр), Н(/{(ур)) =/{(Н(ур)) для каждого из 
случаев (О—(Ш). В случае (0 имеем ^(Н(х1))=^(х1) = у(=Н(у1) = Н(/1(х1)), 
/{(Н(у{))=/Ау1) = з = Н(5) = Н(/Ху{)). Аналогично разбираются случаи (и), 
(ш). 

2. Пусть Н:Л—>Л является гомоморфизмом относительно операции/ для 
каждого /е_Р. Предположим, что Н($) = х( или у( для какого-то геР. Но 
/(л:,) Ф х{, /(у,) Ф у{, что, как вытекает из Леммы 1, неверно. Потому Н(з) = з. 

Пусть ре Р. Предположим, что Н(хр)еЛ(, /еР, ьФр. Отображение Н 
является гомоморфизмом относительно /р, потому $ФН(хр)=/р(Н(хр))=-
Н(/Р(хр)) = Н(ур) =/р(Н(ур)) = Н(ГР(уР)) = Н(х), что неверно. Значит, 
Н(хр)еЛри{$}. Аналогично доказывается, что Н(ур)еЛри{$}. 

([) Пусть Н(хр) = хр. Потом Н(ур) = Н(/р(хр))=/р(Н(хр))=ГР(хр) = ур. 
Совсем аналогично, если Н(хр) = ур, то Н(ур) = з и если Н(хр) = з, то 

Н(ур) = з. 
Обозначим Р={/т:Т^Р}иР', где Г' = {/(:1еР}. Пусть ^ — од­

ноэлементный класс алгебр, бй = {(а, Р)}. 

Лемма 7. Пусть Т, О^Р. Если ОсТ, потом/0^/г. 
Доказательство. Пусть Н: Л-*Л является гомоморфизмом относитель­

но / для каждого / € Р, и тоже относительно / т. Надо показать, что потом Н 
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является гомоморфизмом относительно операции / 0 . Очевидно, Н(/с(5)) = 
/о(Щ*)). 

1. Пусть р е(Р— Т)иС, ар еАр. Потом Н(ар)еАри{х} (в силу Леммы 6), 
и следовательно Н(и(ар)) = ^т(ар))=]с

т(Н(ар))=^0(Н(ар)). 
2. Пусть р е Т- О, ар еЛр. Так как для р е Т— О имеет место р е Т— С, 

ареЛр. Так как для реТ—д имеет место /о(яР) = /ДяР) и Н является 
гомоморфизмом тоже относительно /р, то Н({с(ар))= ^с(Н(ар)). 

Таким образом Н является гомоморфизмом тоже относительно операции 
Га. 

Лемма 8. Пусть Т, О с Р и пусть О^Т. Потом /о-^/т-
Доказательство. Так как О^ Т, то существует элемент р0еО такой, что 

Ро^Т. Надо найти отображение Н.А-+А, которое будет гомоморфизмом 
относительно операции / т и относительно всех операций $(, геР, но не будет 
гомоморфизмом относительно операции / с . 

Определим Н следующим образом: Н(з) = х; Н(ар) = ар для каждого ар е Ар 

и каждого р еР,рФр0\ Н(хРо, Н(уРо) = х. Очевидно, Нявляется гомоморфиз­
мом относительно операции / т и относительно операции /, для каждого / е Р. 
Предложим, что Н является гомоморфизмом тоже относительно операции 
/о. Тогда имеет место: * = / 0 (уРо) = /с (Н(хРо)) = Н(/с (хРо)) = Н(хРо) = уРоФз, что 
неверно. 

Следствие 2. Пусть Т, С я, Р. Потом / с ^ / г тогда и только тогда, если 
О^Т. 

Из Следствия 2 вытекает доказательство Теоремы 3 тем же методом, 
которым мы использовались в доказательстве Теоремы 2. 
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