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Math. Slovaca 28,1978, No. 3, 263—276 

О ШИРИНЕ КАТЕГОРИИ МОНОУНАРНЫХ АЛГЕБР1) 

МАРТИН ГАВАЛЕЦ, ДАНИЦА ЯКУБИКОВА 

§1. Введение и обзор результатов 

В работе исследуются системы моноунарных алгебр, удовлетворяющие 
некоторым условиям, касающимся гомоморфизмов. 

Пусть М — множество моноунарных алгебр. Рассмотрим следующие 
свойства для М: 

(а) Если ,<&, 33 еМ, .йФШ, тогда не существует изоморфизм ^ на 33. 
(а') Если .<&, 33 еМ, з^ЗЗтогда не существует гомоморфизм Ж на 33. 
ЦЗ) Если .я/, 33 еМ, :ЛФ<Ж, тогда не существует гомоморфизм з& в 33.. 
Легко доказывается следующее утверждение (это утверждение вытекает 

также из теоремы, которую доказали Комер и Летурно [2]; ср. также Йонсон 
[5], Теорема 2.3.5): 

(А) Для каждого кардинального числа § существует множество М связных 
моноунарных алгебр такое, что М имеет свойство (а) и сагй М = ^. 

В §2 и §3 доказываются следующие утверждения: 
(А') Для каждого кардинального числа Ц существует множество М связных 

моноунарных алгебр такое, что М имеет свойство (а') и сагй М = §. 

Теорема 1. Пусть М — множество связных моноунарных алгебр, обладаю -
щее свойством (р). Тогда саге! М^с где с — мощность континуума. 

Теорема 2. Существует множество М связных моноунарньщх алгебр та­
кое, что М имеет свойство ((3), сагд М = с и каждая алгебра , ^ е М счетна. 

Теорема 3, Существует множество М' моноунарных алгебр такое, что М' 
имеет свойство ((3) и саге! М' =2 С . 

Из теорем 1 и 2 вытекают аналогичные утверждения для некоторого 
класса связных ориентированных графов (Теоремы Г и 2'). 

Определим понятие ширины Ъ(<в) для любой категории % с классом 
объектов С и е класом морфизмов Н. Для Ах,А2еС положим АХ^А2, если 
существует ИеН, такое, что Н будет морфизм из А! в А2. Тогда отношение -̂  

') Некоторые результаты этой работы прочитала Д. Якубикова в своем докладе на Струден-
ческой математической конференции (Братислава, июнь 1976). 
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Для каждого ординального числа а положим а < ° ° . 

Лемма 1. Пусть (А, /) — связная унарная алгебра, обладающая свойством 
(1), С(А) = 0. Пусть (В,д) — связная унарная алгебра, С(В) = 0. Тоща 
существует гомоморфизм алгебры (В, д) в алгебры (А, /). 

Доказательство. Имеет место сагё С(А) = 0 = саге! С(В). Далее, су­
ществует х0е А такое, что 8(х0) = °°. Пусть х0 — любой элемент из В. Если 
п е N0, то 

5(дн(хо))^<*=х(Г(х'о)) 

(по определению А*,). Теперь достаточно воспользоваться утверждением (Т). 

Лемма 2. Пусть (А, /) — связная унарная алгебра и пусть х0 е С (А ) . Пусть 
(В, д) — связная унарная алгебра, удовлетворяющая одному из следующих 
условий: 

(а) С(В) = 0; 
(б) существует у0еС(В) такое, что п(у0) делится на п(х0). 
Тогда существует гомоморфизм алгебры (В, д) в алгебру (А, /). 
Доказательство. В сулу (Т1) имеет место саге! С(А) = п(х0)фО. Если 

выполнено условие (а), то сагй С(В) = 0 и сагй С (В) делится на саге! С (А) 
Если выполнено условие (б), тогда саге! С(В) = п(у0) делится на саге! С(А) = 
= п(х0). В обоих случаях из (Т) вытекает утверждение леммы. 

Пусть теперь М — множество связных моноунарных алгебр, обладающих 
свойством (2). Пусть хА — любой элемент из А такой, что {~х(хА) = 0. Для 
каждого п е^ обозначим ЛА =з(/п(хА)). Рассмотрим следующее условие: 

(у) Пусть (А,^),(В,д)еМ,(А,^)^=^В,д),теN0. Тогда существует % е ЛГ0 

такое, что йА >Лв

+т . 

Лемма 3. Предположим, что (А, /) имеет свойство (2) для каждого 
(А,{)еМ. Множество Мудовлетворяет условию ф) тогда и только тогда, 
когда М удовлетворяет условию (у). 

Доказательство. Пусть (А,/), (В, д)еМ, (А,/)^=(В, д). Значит, Аж = 
= Воо = 0 откуда саге! С(А) = 0 = сагё С(В). В силу (Т) гомоморфизм алгебры 
(А,/) в (В,д) не существует именно тогда, когда для любых хеА, уеВ 
существует п0е^ такое, что 5(/п°(х))>5(дп°(у)). Для того, чтобы имело 
место утверждение леммы, надо доказать: 

Для любых хеА, уеВ существует п0е^} такое, что 5(/п°(х)>з(дп°(у)) 
тоща и только тогда, когда для любого т е № существует / еN0 такое, что 
сИ>ав

+т. 
Пусть существует ше^ такое, что для каждого 1€.1У0 будет с1А^Лв

+т. 
Тогда для хА, дт(хв) и для любого 1е^ имеем 
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5(/• (ХА)) = а12Лв

+т =з(д'(дт(хв)), 

что неверно. 
Теперь предположим, что существуют х0еА,у0еВ такие, что для каждого 

/1€ЛГ0 имеет место $(/п(х0)) ;= $(дп(Уо))- Алгебры (А, Ь), (В,д) связны, 
следовательно, существуют тх, пх, т2, п2е^ такие, что /т ,(*о) = }П{(хА), 
дт2(Уо) = д"7(хв)- Положим т 3 = тах {ти т 2 } . Тогда получается 

Г 3 Ы = Г + ( т з " т , ) ( ' л ) , 

дтЬо) = дП2+(т>~т2)(хв). 

Если т -= п2 + ( т 3 — т 2 ) , то для каждого / е ЛГ0 имеем 

= 8 ( Г т Ч * о ) ) - ^ 8 ^ ^ 

что неверно. 

Из теоремы, которую доказал Эрдеь и Радо [3], вытекает утверждение: 
(ЕК) Пусть О — множество, саге! О > с . Обозначим через [О]2 множество 

всех неупорядоченных пар {х, у}, где х, у е О , хфу. Пусть [О]2 = \^}1е1 5<, где 
5,п5/ = 0 для / ,/е/, / = /, причем сагсИ^Ко- Тогда существуют несчетное 
множество Бег О и элемент /б/ такие, что {х,у}е5, для всех элементов 
х,уеЕ, хфу. 

Доказательство теоремы 1. Предположим, что М — множество связ­
ных моноунарных алгебр, обладаыщее свойством ((3). 

Из леммы 1 и леммы 2 вытекает, что если в М существует алгебра, 
имеющая свойство (1), то все остальные алгебры множества М должны 
содержать циклические элементы, периоды которыцх несравнимми относи­
тельно делимости, и в этом случае саге! М-ёКо. 

Пусть теперь каждая алгебра множества М обладает свойством (2). Так как 
М имеет свойство (/3), то из леммы 3 вытекает, что М имеет свойство (у). 
Предположим, что сагс1М>с. 

Пусть (А,/), (В,д)еМ, (А,{)ф(В,д). Обозначим через к1 = к1(А,В) 
наименьшее натуральное число кх для которого будет а*х>ав

х. По предполо­
жению множество М удовлетворяет условию (у) и тогда такое число кх 

существует. 
Пусть / — система всех множеств вида {к,1}, где к, ^еN, кф1. Для 

1 = {к, 1}е1 обозначим через 5, систему всех неупорядоченных пар алгебр 
(А,/), (В,д)еМ (А,[)Ф(В,д) для которых имеет место кх(А,В)ег, 
А:,(В,А)е/. 

Таким образом мы получаем разбиение {5,},е/ множества [М]2, причем 
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сап! /-ё.К0. Тогда по теореме (ЕК) существуют элемент г = {к, 1} е! и алгеб­
ры (А ( п ) ,/ л )еМ для каждого пеN, такие, что пара ((А(п),/„), (А ( т ) ,/ т )) 
принадлежит множеству 5, для каждого п,теN, пФт. 

Мы можем предполагать, что к<1. Тогда к является наименьшим индек­
сом, для которого а*(т)Фа*(п) для всех т,пеN, тфп. Далее мы можем 
предполагать, что числа а*<п) (ле1У) образуют возрастающую последова­
тельность. Тогда последовательность {а*™}пеК должна быть убывающей, 
что невозможно, так как элементы этой последовательности являются орди­
нальными числами. Следовательно, сагс1М-ёс. 

Доказательство утверждения (А'). Обозначим через ОЫ класс всех 
ординальных чисел. При помощи трансфинитной индукции можно доказать, 
что для каждого а е ОЫ существует унарная алгебра (А(а), / а ) , обладающся 
свойством (2) и содержащая элемент ха такой, что з(ха) = а. 

Пусть к е ОЫ. При помощи индукции мы построим множество 

М={(В(а),да):а<к} 

связных моноунарных алгебр такое что (В(а), да) Ф (В(Р), др) для а, Ре ОЫ, 
аФ/3, а,/3<к, и что М обладает свойством (а'). Алгебры (В(а),да) для 
а е ОЫ, а<к определены следующим образом: 

Положим (В(0), д0) = (А(0), / 0). Пусть а е ОЫ, а > 0 и предположим, что мы 
уже построили алгебру (В(Р),др) для каждого (ЗеОЫ, (3<а. Существует 
ординальное число у такое, что для каждого /3<а имеет место з(х)<у для 
каждого х еВ(Р).2) 

Далее существует множество У такое, что 

УпА(у) = 0, сагс1У>сагс1Ва') 

для каждого (3<а. Обозначим В(а) = А ( г ) и У и на множестве В(а) определим 
унарную операцию да следующим образом: для каждого хеА(г) положим 
да(х)={у(х)', далее положим да(у) = ху для каждого у еУ. 

Из этой конструкции вытекает, что для а, /3 е ОЫ а </? < А имеет место: 

(а) смйВ(а)<саг6В(Р); 
(б) существует элемент х'р е Вф) такой, что 8(х'р) >5(г) для каждого г е В(а). 
Из условия (а) мы получаем, что не существует отображение множества 

В(а) на В(р). Далее, из (Т2) и из условия (б) вытекает, что не существует 
гомоморфизм алгебры (В(Р), д^)в алгебру (В(а), да). Следовательно, множес­
тво М обладает свойством (а'). 

2) Существование такого у вытекает из [9], лемма 3.8. 
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§ 3. Нижняя оценка для Ь(Ш) и для Ъ(Щ') 

Обозначим через Кх множество всех действительных чисел больших чем 1. 
Пусть г в Кх. Положим 

[г] = шах {и е ЛГ: и __ г} . 

Для каждого г еКх мы определим последовательность {ап(г)}пе1^ натураль­
ных чисел следующим образом: положим а ^ г ) = 1 и для каждого пеN 
ПОЛОЖИМ 

ап+х(г) = ап(г), если г.ап(г)__п + 1 

ап + х(г) = [г . (п + 1)], если г . ап(г)<п + 1 . 

Лемма 4. Пусть геКх, пеN. Тогда ап+х(г)^ап(г). Неравенство > в 
предыдущем соотношении имеет место тогда и только тогда, если г . ап (г) < 
л + 1. 

Доказательство. Если г . ап(г)__« + 1 то имеем ап+1(г) = ап(г). Пусть 
г . ап(г) < п + 1. Тогда имеет место 

а * ( г ) < ^ у - < п + 1 = [п + 1]__[г(п + 1)] = ап+1(г) . 

Лемма 5. Для каждого геКх икаждого пxеN существует п еN, п>пх, такое, 
что г .ап-х(г)<п. 

Доказательство. Предположим, что существуют г еКх, пх еN такие, что 
имеет место г . ап_1(г)__и для каждого п>пх. Тогда по определению ап(г) 
будет ап(г) = ап-х(г) для каждого п>пх. Если мы обозначим ап(г) = а для 
п>пх, то для каждого п>пх будет г . а__п, что невозможно. 

Лемма 6. Пусть геКх. Последовательность {ап (г)}пеЛГ является не ограни-
ченной. 

Доказательство. При помощи индукции мы докажем, что для каждого 
р еN существует п еN такое, что ап(г)__р. 

Для р = 1 имеет место ах(г)Ш 1. Пусть р > 1 и предположим, что утвержде­
ние выполнено для каждого рxеN, рх<р. Следовательно, существует пxеN 
такое, что аП)(г)__р — 1. Из леммы 5 вытекает, что существует п е N такое, 
что п>пх, п>г . ап-х(г). Так как г ? ап_1(г)<л, по лемме 4 имеем 

ап(г)>ап,_1(г)_?аП 1(г)__р-1 , 

следовательно, а„(г)__р. 
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к 
Лемма 1. Пусть геКх. Тогда [А: . г] __ а* (г) 2_ - для каждого кеN. 

к 
Доказательство. Пусть кеN. Предположим, что ак(г)<-. Из леммы 

4 вытекает ак-х(г)^ак(г); из этого и из определения ап(г) получается 

к 
к>->ак(г) = [к . г]__Л , 

что невозможно. 
Для доказательства неравенства [к . г] __а*(г) мы воспользуемся индукцией 

относительно числа к. Имеет место [1 . г] = [г] ^ \=ах(г). Пусть А:>1. 
Предположим, что для каждого кx€N, кх<к будет [кх . г] __ акх(г). Тогда 
[(к — 1). г] __а*_,(г); следовательно, имеет место или ак(г) = [к . г], или ак(г) 
= ак-х(г) __ [(к-\).г] __ [к. г]. 

Лемма 8. Пусть г, г' еКх, гФг', теМ>. Тогда существует I е N такое, что 
а«+т(г') + т<а<(г). 

Доказательство. Сначала предположим, что г>г'. Выберем ^еN такое, 
что 

т . г' + т + 1 / ч . 
| > ; , г . а,_,(г)<1. 

г —г 

Тогда будет 

/ . г — (/ + т) . г' —т>\ , 

[/ . г]>[(/ + т ) .г' + т]. 

Следовательно, из определения ал(г) и из леммы 7 получается 

а 1 + т (г ') + т__[(/ + т ) . г'] + т = 

= [(/ + т ) . г' + т ] < [ / . г] = а((г) . 

Теперь предположим, что г<г'. Возьмем ^еN, 

(т + 1) . г + т . г . г' 
* > " , 

г —г 

с тем свойством, что г' . а1+т(г')<1+т + 1. Тогда имеем 

I + т + 1 / 
: + т < -

г г 

и из леммы 7 получается 

, ,ч , 1+т + \ |" , ч а.+Дг ) + т < ; + т < - _ _ а , ( г ) . г г 270 



Доказательство леммы 8 окончено. 

Пусть /3 еМ,. Обозначим через (А(Р), /^) моноунарную алгебру такую, что 

А(Р)= { * 2 : л = 0 Л , . . . , / ^ 

Лемма 9. Пусть {(3„}п€н0 — возрастающая последовательность натураль­
ных чисел, (30 = 0. Существуют связная моноунарная алгебра (А, /) и элемент 
хАеА такой, что ^~\хА) = 0 и что а* =/3„ для каждого п еЛГ0 (симбол а* 
имеет то самое значение как в §2). 

Доказательство. Пусть для каждого /3„, п е № унарная алгебра 
(А®»\ /рй) определена таким же образом, как в предыдущем замечании, 
причем предполагается, что А((*п)пА(Рт) = 0 для всех га, п е^У0, шфп. 

Обозначим теперь А = \^пеЫоА
 Фп). Если хеА,хФх%, для каждого « е ^ , т о 

мы положим !(х)={рп(
х)\ далее, положим 

для каждого л е Л/0. 
Обозначим хА = дг .̂ Имеет место {~\хА) = 0. Из конструкции очевидно, что 

унарная алгебра (А,/) удовлетворяет условию а^ =(3П для каждого пе^. 
Для каждого г е # 1 и каждого п еN обозначим теперь @п(г) = ап(г) + п, 

Ро(г) = 0. Последовательность {@п(г)}пен0 удовлетворяет предположениям 
леммы 9; соответствующую связную моноунарную алгебру обозначим те-., 
перь (А(г), / г). Соответствующий элемент л:А(г)еА ( г ) определяет последова­
тельность ординальных чисел 

а^(г) = /3„(г), « е № . 

Обозначим М={(А ( Г ) ,/ Г ): геД,} . 

Доказательство теоремы 2. Докажем, что множество М обладает 
свойством (у) (очевидно, что каждая алгебра, принадлежащая множеству М, 
имеет свойство (2)). Пусть г, г' еКи гфг'. Из леммы 8 вытекает, что для 
каждого га сосуществует/е]У такое, что а,(г) > а | + т (г ' ) + га, следователь­
но, имеет место 

Д(г) = а,(г) + />а, + т (г ' ) + га + / = Д + т ( г ' ) . 

ЭТИМ доказано, что М обладает свойством (у). Тогда по лемме 3 множество 
М имеет свойство ((}). 

Доказательство теоремы 3. В теореме 2 было доказано, что сущес­
твует множество М связных моноунарных алгебр, удовлетворяющее условию 
(Р) и такое, что сагс!М = с; положим М={(ВГ, дг): геК}, сан\К=с. Мы 
можем предполагать, что для любых г, 5 еК,гфз будетВгпВ5 = 0. Существу­
ют такие множества МХ,М2, что МхиМ2 = М, М,г\М2 = 0, саге! М, 
= саге! М2 = с. Пусть хр — взаимно однозначное отображение множества М, 
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на М 2. Для каждого множества Х с М , положим т(Х) = Хи(М2 — гр(Х)). 
Тогда для любых взаимно разных X, У<^МХ имеет место т(Х)^г(У) и 
т(У)фт(Х) (т. е. множества т(Х) и г(У) несравнимы относительно включе­
ния, что мы обозначим т(Х)||т(У)). Пусть теперь Р = (т(Х): Х<^МХ}\ 
значит, саге! Р = 2С. Для каждого р = т(Х) е Р положим 

(**) Ар = и Вг, /р(Л:) = х для каждого хеВг. Далее, обозначим М' = 
гер 

= {(Ар, / р ) : р еР}. Тогда М' — множество несвязных моноунарных алгебр. 
сагс1М' = 2с. Докажем, что множество М' удовлетворяет условию ((3). 

Пусть р = т(Х), ^ = г (У), X, У с М , ХФ У. Тогда т(Х) || г (У); существует 
г ет(Х), гфт(У). Если 5 — любой элемент т(У), то не существует гомомор­
физм (Б г , дг) в (В5, #5) так как множество М удовлетворяет условию (б). 
Предположим, что существует гомоморфизм Н: (Ар, /,) —> (Л ч , /,). В этом 
случае Н(ВГ) — связная подалгебра алгебры (Ая, /,). Каждая связная подал­
гебра алгебры (Ая> Д) является подалгеброй некоторой из алгебр (В5, /5) = 
(В 5,# 5), где .уег(У). Следовательно, отображение Н определяет гомомор­
физм алгебры (Вг,дг) в (В5,д5), что невозможно. Из этого вытекает, что 
множество М' удовлетворяет условию (/3). 

Примечание 1. В § 1 мы определили квазиупрядочение ё на классе всех 
моноунарных алгебр. Пусть Мх имеет то самое значение, как и в доказатель­
стве теоремы 3, и пусть (Ар,/Р) определено как в (**), причем теперь р 

любое подмножество множества Мх. Из метода доказательства теоремы 3 
вытекает, что для р, .}сМ, имеет место (Ар, /р) = (Ач, /,) тогда и только 
тогда, когдар с ^ . ПустьМх — множество всех алгебр (Ар,/р) г д е р с М , . И з 
предыдущего получается, что квазиупорядоченное множество (Мх, Ш) изо­
морфно системе всех подмножеств множества Мх (частично упорядоченной 
относительно включения). 

Примечание 2. Открытым остается следующий вопрос (поставленный 
П. Горалчиком): Для каких частично упорядоченных множеств 5 существует 
система (М,^) связных моноунарных алгебр такая, что 5 и (М^) 
изоморфы ? 

§4. Гомоморфизмы к-графов 

Частично упорядоченное множество ^ называется корнем, если Ь направ­
лено вверх и если для каждогох е^ множество {у е^: у^х} является цепью. 

Пусть ^ = (У9Н) — ориентированный граф без петлей с множеством 
вершин V и с множеством ребер Н. Для г;, V' е V положим V^V'9 если или 
V =V\ ИЛИ Существуют ЭЛемеНТЫ V^), Vx, ..., Vп е УтаКИе, ЧТО V^ = V, уп =V, и 

(г>,, V^+^)еН ДЛЯ 1=0, 1,..., п = 1. 
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Граф ^ = (V, Н) будем называть к-графом, если множество V с отноше­
нием ^ является корнем без наибольшего элемента. 

Пусть ^ = (V, Н) является к-графом, Тогда для каждого V е V существует 
в точности один элемент V' е Vтакой, что (г;, V,)еН. Определим на множес­
тве V унарную операцию / так, что /(г;) = г/ для каждого у е V. Обозначим 
(У,П = и(П 

Наоборот, пусть 01 = (В, д) — унарная алгебра, обладающая свойством (2). 
Положим V, = В и пусть Нх — множество всех упорядоченных пар (ух, д(ух)), 
причем VxеVx. Тогда ^Х,НХ) = ^(Ш) является к-графом. 

Следующие два утверждения вытекают непосредственно из предыдущих 
определений. 

4.1. Пусть % = ( V•,, Д ) (|' = 1, 2) — к-графы и пусть Н — отображение мно­
жества Vx в множество V2. Потом Н будет гомоморфизмом графа С3Х в ^ 2 

тогда и только тогда, когда Н является гомоморфизмом алгебры и(^х) в 
алгебру и(с32)-

4.2. Пусть 53,= (Д;, д() (/ = 1,2) — моноунарные алгебры, обладающие 
свойством (2), и пусть И — отображение множества В, в В2. Отображение Н 
будет гомоморфизмом алгебры 532 и 332 тогда и только тогда, когда И 
является гомоморфизмом графа ^(33,) и ^(392). 

Из 4.1 и теоремы 1 вытекает: 

Теорема 1', Пусть М — множество к-графов. Предположим, что для 
любых двух графов сёх,

сё1еМ,сёх^
сё2не существует гомоморфизм с8хв

(ё1. 
Потом сагс1М.^с. 

Припомним, что все унарные алгебры, использованные в доказательстве 
теоремы 2, обладали свойством (2). Следовательно, из 4.2 и теоремы 2 
получается: 

Теорема 2'. Существует множество М к-графов такое, что имеет место: 
(а) если ®,, св2€М,сёхф

с32,тоне существует гомоморфизм графа сёхв^ё2\ 
(б) множество вершин каждого графа 8 е М счетно; 
(в) саге! М = с. 

§5. Представление частично упорядоченных множеств при помощи унарных 
операций 

В работе [10] было доказано, что каждое счетное частично упорядоченное 
множество Ь, в котором никакое бесконечное подмножество не обладает 
нижней гранью, можно представить при помощи множества унарных опера­
ций. В работе [4] было доказано аналогичное утверждение для каждого 
счетного частично упорядоченного множества Ь. 

Пусть {А, }1б/ — непустая система непустых множеств и пусть Р — непустое 
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множество. Предположим, что множества Л, взаимно дизъюнктны. Далее 
предположим, что для каждого / е Р и каждого / е I будет / унарной опера­
цией на множестве Л,. Рассмотрим систему 5? унапных алгебр (Л,, Р). 

Мы положим / ] = / 2 для ^,/2еР, если имеет место следующее условие: 
Если I, / € 7 и если Н — отображение множества Л, в Л,, которое является 

гомоморфизмом относительно операции /2, тогда Н будет гомоморфизмом 
тоже относительно операции /-. 

Очевидно, что отношение = является квазиупорядочением на множестве Р. 
Обозначим &(У) = (Р, ^ ) . 

Пусть ^ — частично упорядоченное множество. Будем говорить, что ^ 
представимо при помощи унарных операций, если существует система У = 
= {(Л(, Р): 1в1} унарных алгебр такая, что Э^(У) является частично 
упорядоченным множеством изоморфным с ^ . 

Докажем следующее утверждение: 

Лемма 10. Пусть тп — кардинальное число. Предположим, что существует 
множество М моноунарных алгебр, удовлетворяющее условию ((}) и такое, 
что сатд М = т. Тогда каждое частично упорядоченное множество (Ь9 ^ ) , 
для которого сагй ^'=\т, представимо при помощи унарных операций. 

Нам нужны некоторое вспомогательние рассуждения. Пусть М = 
= {(ЛР,/Р): р еР}, сатйР = т и пусть М удовлетворяет условию ((3). Мы 
можем предполагать, что для р^еР, рФд будет АрпАч=0. Тогда мы 
можем все операции /р обозначать тем же символом Д. Для каждого р е Р и 
каждого х еАр положим [0(х) = х. 

Обозначим Л =^|р€рЛр . Для каждого Т^Р определим унарную операцию 
/ т на множестве Р следующим образом: 

!т(х)=!х(х) для хеАр,реТ, 

/т(*)=/о(*) для хеАр,реР-Т. 

Положим Р = { / г : Т^Р}, 9)={(АР,Р): р еР}. Рассмотрим квазиупорядо-
ченное множество &(57). 

Лемма 11. Пусть О с Г с Р . Тогда / 0 ^ / т . 
Доказательство. Пусть 5, геР и пусть Н: А8-*АГ является гомомор­

физмом относительно операции / г . Надо проверить, что Н является тоже 
гомоморфизмом относительно / с . 

Рассмотрим сначала случай г=$. Если геО, то /с(*)=/т(*) Для каждого 
хеАгиН будет тоже гомоморфизмом относительно / с . Если геР — С, тогда 
/с00 = *, ?с(Н(х)) = Н(х) для каждого хеАг и, следовательно, Н является 
гомоморфизмом относительно / с . 

Пусть далее гфз и предположим, что зеТ. Значит геР — Т, так как 
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в противном случае / т на множестве А5 равно /5, / г на Аг совпадает с /г и 
отображение Н — гомоморфизм моноунарной алгебры (А., /,) в (Аг, / г), что 
противоречит предположению и том, что множество М удовлетворяет усло­
вию (Р). Если з еТ—С, г еР — Т, то для каждого х е Д имеет место / с (х) = х 
и {0(Н(х)) = Н(лг) и тогда Н является гомоморфизмом относительно / с . 
Если 5 е О, то на множестве Аг и А5 операция / с совпадает с / г , и утвержде­
ние очедно. 

Пусть тепер г-^8, зеР — Т. Если .дгеА5. то /т(дг) = :с, и т а к к а к Н 
— гомоморфизм относительно / т , то для у=Н(х) имеем /т(у) = у. Пред­
положим, что г е Т, и рассмотрим отображение Нх множества А5 в А г, 
полагая Нх(г) = у для каждого геА5. Отображение Н, является гомо­
морфизмом алгебры (А5,/5) в алгебру (Аг,/Г), потому что Нх(/5(%)) = у = 
= /г(у) = Л(у) = $г(Нх(г)) для каждого г е А 5 . Но это невозможно, так 
как множество М удовлетворяет условию (/3), и потому должно быть 
геР — Т. В этом случае операции / т и / с на А5 совпадают и утверждение 
очевидно. Мы доказали, что / т =/с . 

Лемма 12. Яусть Т^С^Р, СфТ. Тогда /с-^/т. 

Доказательство. Так как ОфТ, то существует реО, рфТ. Пусть х 
любой элемент множества Ар. Положим Н(т.)=х для каждого геАр. 

Докажем, что отображение Н: АР-*АР является гомоморфизмом относи­
тельно операции / т , но не являетса гомоморфизмом относительно / с . 

Предположим, что [0(х) = х. Тогда х=[с(х) = $р(х). Пусть ^еР^^фр. 
Положим Нх(т.) = х для каждого геАя. Отображение Н, является гомомор­
физмом моноунарной алгебры (Ая, /,) в (Ар, Ьр), что невозможно. Следова­
тельно, {с(х)фх. Тогда для г е Ар имеет место: 

Н(!т(т.)) = Н(г)=х=!т(х)=!т(Н(1)), 

Н(/0(х)) = х±Гс(х)=Гс(Н(х)). 

Мы доказали, что / с ^ / т . 

Лемма 13. Если Т , О с Р , то О с Т тогда и только тогда, когда / с ^ / т . 

Доказательство. Утверждение вытекает из леммы 11 и 12. 

Доказательство леммы 10. Пусть Ь — частично упорядоченное мно­
жество, сагё ^=М. Пусть ср — взаимно однозначное отображение множества 
Р на множество ^. Для каждого х е^ положим 

^(x) = {ие^: иШх} , 

Т(х) = {реР:ср(р)^х}. 
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Далее, положим Р={[Т(Х): xе^}, У = {(Ар,Р):реР}. Если мы обозначим 
символом — изоморфизм квазиупорядоченных множеств, то из леммы 12 
получается 

Ь~{0(х)1хеЬ}~{Т{х):хеЬ}~{}Ты\х€Ь}=Р, 

причем множества {0(х): х е^} и {Т(х): х е^} квазиупорядочены относи­
тельно включения. Мы доказали, что Р является частично упорядоченным 
множеством изоморфным с ^. 

Из теоремы 3 и леммы 10 вытекает: 
Теорема 4. Пусть ^ — частично упорядоченное множество, са^6^^2с. 

Тогда ^ предстасвимо при помощи унарных операций. 
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