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Math. Slovaca 31,1981, No. 2,121—131 

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ 
РЕШЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПАВЕЛ ГАЛАЙДА 

В работе [17] была дана теория построения вещественных транспарентных 
номограмм смешанным бесквадратурно-дифференциальным методом для 
системы уравнений, связывающих 8 переменных. 

В настоящей работе показано, что к решению функционального уравнения 
(1.4) работы [17] можно применить и метод только дифференциального 
исчисления (а не смешанный бесквадратурный). 

§1. Для этого вводя обычные дифференциалы <Х12 и ^34, означающие 
дифференциалы по совокупности переменных %и г2 и г3, _г4, мы получили бы 
из (1.4) работы [17] 

( 1 . 1 ) <*12</з4(Ф/1234- Ф/1234) = 0 

или 

(1.2) <*12</34Ф/12з4 - Л12д.ЗАФи234 = О 

Производя действия, опуская индексы 1, 2, 3, 4 при / найдем, что 

(1.3) *••*•«--*'/(**&) + 

*m'(á 9Z2 9^3 9Z4 9zi9z3 9z2 9z4 9z .9z 4 9z2 9z3 

97 9/ 9/ , 97 9/ 9/ , 97 9/ 9 / \ , 
9z29zs 9zi 9z4 9z29z4 9z. 9z3 9zs9z4 9zi 9z2 ) 

+ Ф-,/ 97 Л + 97 Э1+ Э7 Ъ1_ 
\Эг1Эг2Эгз Эг4 Эг1Эг2Эг4.Эгз ЭггЭгзЭ-ги Эг2 

. Э3/ Э/ | Э2/ Э2/ | Э2/ Э2/ { 

Э.г2Эг3Эг4 3^1 Э^Эгг Э.г3Эг4 Э^Эгз ЭггЭ^ 

Эг2Э-з Эг,Эг4/
 ; КЪгдгдъЪи) 

и совершенно аналогичное выражение для йпйцФЬ 
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Получаем все же функциональное дифференциальное уравнение четвер
того порядка с двумя неизвестными функциами Ф и Ф одной переменной. 

При решении такого уравнения можно, помимо метода интегральных 
преобразований, применить и такой. Делаем замену независимых перемен
ных 7.x, -32, -Гз, и переменными х, у, т., ( с помощью формул 

(1.4) * = / , у = /, г = 1ъ, г = и. 

Преобразованное уравнение (1.2), сохраняя линейность, примет вид 

(1.5) АФ™(х) + ВФп\х) + СФи(х) + ЯФ'Ос) -
- АФ™(у) + ВФ1Ъ) + сФ1\у) + 6Ф\У)=О, 

где А, В, С, Р , А, Б, С, 15 — определенные известные функции новых 
независимых переменных х, у, г, I. 

Деля обе части на Г> и вслед за этим дифференцируя по х (либо на О и 
дифференцируя по у), затем деля обе части на 

(§) 
и вслед за этим дифференцируя по х, т.е. применяя метод, использованный 
И. А. Вильнером при решении подобных дифференциально-функциональных 
уравнений, мы получим линейное уравнение 8-го порядка относительно Ф(х) 
(соответственно относительно Ф ()>))• 

Отношение его 7 коэффициентов к восьмому не должно зависеть от у, что 
и дает необходимые условия разрешимости. 

Решая уравнение, находим функцию Ф(х). Зная Ф(х), из (1.5) одной 
интеграцией находим Ф(у). Можно поступать и проще. В (1.5) даем у четыре 
значения: (ух; у2; Уъ\ Ул). Получаем систему четырех уравнений с четырьмя 
неизвестными Ф\х), Ф11(х), Фт(х), Ф1У(дс). Произвольные значения (ух; у2\ 
у3; У А) подчинены лишь ограничению: «вронскиан» функций А, В, С, О не 
должен тождественно равняться нулю. На Ф !(УО, Фп(уд, Фп\уд, Ф1У(у.)> -- = 1, 
2, 3, 4 смотрим как на 16 произвольных постоянных. 

Решая получившуюся систему линейных алгебраических уравнений, 
находим Ф\х), Фи(х), Фи\х), Ф™(х). 

Требование 

(1.6) Фи(х) = [Ф\х)]\ Фт(х) = [Фп(х)]1, Ф"(х) = [Фт(х)]1 

дает условия разрешимости задачи. Мы не будем здесь осуществлять эти 
различные подходы, тем более, что они по существу не свободны от 
применения идей бесквадратурного решения функциональных уравнений 
номографии, примененного И.А. Вильнером в ряде работ; оставляя их 
читателю. 
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§2. Замечательное простое решение общей задачи 

( 2 . 1 ) ^12345678 = О, -Р12345б78 = 0 , 7.1 = /123456, -̂ 8 = /123456 

мы получаем при помощи принципа И. А. Вильнера - принципа иг
норирования критериев. Дадим это решение, заодно выводя функциональное 
уравнение общей задачи анаморфозы системы (2.1). 

Пусть Ф - функция двух переменных. Тогда при помощи (2.1) получим 

(2.1' ) Ф{ъ; г.) = Ф(/12345б; / и ^ ) . 

Для положительной разрешимости задачи необходимо и достаточно, чтобы 

( 2 . 2 ) Ф(/123456 ; /12345б) = А з 4 " ^ 1 2 + А 56-

Нам удобно пока для краткости обозначить 

(2.3) А 7 8 = Ф ( г 7 ; *,) = Ф(/ 1 2 3 4 5 б; / « з ^ = Ф123436. 

Ниже нам придется рассматривать и производные от Ф по первому или 
второму функциональному аргументу, мы их для краткости также иногда 
будем обозначать так. 

Уравнение (2.2) примет вид 

(2.4 ) Ф123456 = А 3 4 - Л12 + Л 5 6 . 

А78 = Л34 - Ам + А56, Аи - А34 = Л5 6 - А78. 

Отсюда 
(2.5) Ф\хгхъих5хьх = Аъ\1~-А1*г1 + А5*6К 

Из (2.4) получаем 

(2-6) Ф112»3456 = Аз4 - Л 1'2' + Л 5 6 , 

Фш^Зб = А э V " Л12 + А 5 б, 

Ф\2ЪА5ХЬХ = Аз4 - Л12 + А5»6-

(2.7) Физике1 = А 3

!

4

1 - А и + А516», 

Ф112134.51

6

1 = А з 4 - Л 1*2» + А5*6>, 

Ф\хгних5ь = Ази» - ЛIV + А56. 

Из первых уравнений (2.4), (2.6) вычитанием найдем 

( 2 . 8 ) - 4 , 2 - А 1 - 2 - = Ф1»2 1 3456- #123456, 

А 3 4 - А3и
1 = Ф123456 - Ф т Ы 1 5 6 , 

A 5 6 - A 5 1 6 1 = ^ 1 2 3 4 5 6 - ^ SW = ^ i г З ^ S б " ^ 12345^6 U Í . 
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Отсюда в силу (2.5) 

(2.9) А 34 - А12 + А56 = Ф123456 - Ф12з*4156 + Ф123456 ~ 

- Ф\у 3456 + Ф123456 ~ Ф12345 V + А 3 V ~ А IV + А 5 V = 

= ЗФ123456- Ф ^ з Ы ^ б - Ф11213456- Ф12345161 + Ф1 1 iЬЧЬU 

или, принимая во внимание (2.4), получим функциональное уравнение 

(2.10) Ф1»2 !3 ,4 ,51б1-Ф123и ,5б- Ф\^ЭА56~ Ф 12345 V = ~ 2 Ф123456 

Хотя отсюда, переменив местами штрихованные и нештрихованные аргумен
ты, легко сразу получить взаимное функциональное уравнение 

(2.11) Ф123456-Ф1121345161-Ф1231415161-Ф1121314156=-2Ф112131415 ,61 

но мы его получим независимо при помощи уравнений (2.5), (2.7) опять-таки 
вычитанием. Мы находим 

(2.12) А12 - А ! v = < ř i V 3 V 5 v - Ф\2э 

А 34 - A 3 V = Ф1121345161 - Ф\12ХЭ 

А 5 6 - A 5 V= í&iVsVse- Ф\НЧ 
A i 2 = ^ i b ^ V s V - Ф123 

Аз4=Ф1 12 1345 16 1- Ф\1213 

А56= Фг12^4156- Ф\12гЭ 

откуда в силу (2.5) 

6 , 

6 1 , 

и + Aiv, 
и + AзV 
^ + Asv, 

(2.1 3) А34 - А12 + А 5 6 = Ф1»213451б1 ~ Ф ^ з Ч ' з V + Ф.12Э'-Из V ~ 

- Ф\1

2

1зи151б1 + Ф^г^и^б - Ф\1

2

1э14151б1 + АзЧ1 - А I V + А ^ : 

= Ф1
1
2
1
345

1
6
1
 + Ф\23Х4Х516Х

 + Ф^'зЫ^б ~ 2 Ф ^ З Ч
1
^

1 

Или, принимая во внимание (2.4), получим 

Ф123456 ~ Ф1121345161 ~ Ф\23^5Х6* " Ф^зЫ'Зб =~2Ф\ ЦЦi^UUi 

т.е. функциональное уравнение (2.11). 
Пусть теперь, в частности, 

(2.14) Ф123456 = Ф(/123456 ; /12345б) = Ф/123456 ~ Ф/123456, 

где Ф и Ф -функции одной переменной. Функциональные уравнения (2.10), 

(2.11) примут соответственно вид 

(2 .10 ' ) Ф Л ^ - ^ б 1 - Ф Л ^ З Ы ^ 1 ^ - Ф/12314156+ Ф!\23иХ56-

~ Ф/11213456 + Ф/11213456 ~ Ф/-234_5 V + Ф/.2Э45 V = 

= ~ 2 Ф/, 23456 + 2 Ф/123456, 

(2 .1 Г ) Ф/123456" Ф/123456" Ф/1 ^345V + ФД 12_1345161 ~ 

- Ф/123ЫЧV + Ф/123'4»5V - Ф Л ^ З V * + Ф / ^ Э »4>56 = 

= -гФ/^а'зЫ'з^ + гфД^зи^'б». 
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Рассмотрим тот частный случай, когда переменные г5 и г6 не входят. Тогда 
уравнения (2.10), (2.11) примут соответственно вид: 

( 2 . 1 0 " ) Ф ц ^ з Ч 1 - Ф123Ы 1- Ф112134= -Ф1234, 

(2.11") Фпз4- Ф^ы- Ф12зи* = -Ф^зик 

В силу четырех последних формул (2.12), получим 

(2.15) А56 = А5

161. 

Т.к. постоянные А^1, Азы1, А5*6* связаны одним соотношением (2.5), то 
можно принять, что 

(2.16) А56 = А5

161'=0. 

Последнее из соотношений (2.4) примет вид 

(2.17) А12-Аз4 = 0-А7 8. 

С присоединением другого соотношения такого же вида, получим номограм
му, где одно из полей в одной из двух плоскостей превратится в фиксирован
ную точку. 

Функциональное уравнение (2.10") или (2.11") является уравнением соот
ветствующей анаморфозы. 

Уравнения (2.10'), (2.1 Г) определяют анаморфозу, усматриваемую из трех 
последних уравнений (2.12), 

(2.18) А 7 8 = Ф ( г 7 ) - Ф ( Ц 

А 5 6 = Ф/ц^э^зв - Ф Л ^ з ^ з б - ФЛ^зЧ^б 1 + ФЛ^зЧ^б 1 + А5*6* 

А 3 4 = ФиХ2Х31415Х6Х - Ф/1121345161 ~ Ф/^зЧ^б1 + ФЛ^зЧ^б 1 + А3

141 

А12= Ф Д ^ з Ч ^ б 1 - Ф Д ^ з Ч ^ б 1 - Ф/пзЧ^б1 + Ф?12Э1413161 + А -.-21. 

Номограмма (2.18) от общего случая (2.12) отличается лишь полем (г7, г8). 
Поэтому мы не будем выделять этот случай из общего. 

Рассмотрим однако тот подслучай (2.10'), (2.11')> когда отсутствуют 
переменные г5 и г6. 

Тогда (2.10') перепишется так: 

ФЛ̂ Э1-»1 - ФиХ2ХЗх4х - Ф/123Ч1 + Ф/пзЫ1 - Ф/112134 + Ф$\1гЫ ~ 
- Ф/1234 + Ф/1234 = "2Ф/1234 + 2Ф/1234 

или 
Ф / ^ э и 1 - ФД^зЧ 1 - Ф/пзЧ1 + Ф/пзЧ1 -

- Ф/112134 + Ф/112134 + Ф/1234 ~ Ф/1234 = 0 

т.е. мы получим уравнения (1.5) работы [17]. 
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Аналогично ( 2 . Ц ' ) перепишется так: 

Ф/1234 - Ф/-234 - Ф/112134 + Ф/МЪА " Ф}пЪХАх + 

+ Ф/пзи1 - Фи12хЪхЛх + Ф?1хгхЪхАх = "2Ф^гхЪх4х + 2Ф/1»2

,3141 

или 

Ф/1234- Ф/1234" Ф/112134+ Ф?1Х

2

ХЪА ~ 

- Ф/1234 + Ф/пзЫ1 + Ф/\хгхъхАх ~ Ф^\хгхъхАх = О 

т.е. опять получается уравнение (1.5) работы [17]. Но эта задача нами уже 
решена. Таким образом, остается рассмотреть общий случай, харак
теризующийся функциональным уравнением (2.10) или (2.11). 

Прежде чем приступить к изложению метода решения функционального 
уравнения (2.11) или (2.10), убидимся, что (2.10) или (2".П) есть условие 
необходимое и достаточное для возможности анаморфозы. 

Действительно, из (2.11) при помощи (2.12), (2.5) найдем, что 

(2.19) Ф123456= Ф\хгхЪхАхЗхбх + Ф\гЪхАхЗхбх + Ф\ХгХЪХ4Х56 ~ 2Ф ^2

ХЪХАХ3Х6Х = 

= Ф\1гхЪАЗхбХ - Ф\хгхЪхАхЗхбх + 

+ Ф\гъх4хзхбх - Ф\хгхъхлхзхбх + Ф\хгхъх*хзб ~ Ф_\хгхъхАхзхбх + Ф1хгхъхлхзхбх = 

= Лз4 -А3и
х - АХ2 + А ^ + А56 - А 5

1 б 1 + Ф11гхъхАхзхбх = А34 - А 1 2 + А 5 6 . 

Точно также из (2.10) при помощи (2.8), (2.4) найдем, что 

(2.20) Ф\хгхъхАхзхбх = А з Ч 1 - А1-21 + А5*6к 

Поскольку г\ (г = 1, 2, 3, 4, 5, 6) - произвольные переменные, оба результата 
равносильны. Итак, остается решить уравнение (2.10) или (2.11) и безразлич
но какое. Мы будем решать функциональное уравнение (2.11). Достаточно 
в решении поменять местами г, на г! иг} на г,, чтобы получить и решение 
(2.10) и наоборот. 

§3. Найдем теперь схему решения функционального уравнения (2.11) 
с неизвестной функцией двух переменных Ф(х; у), которую мы предположим 
дифференцируемой. Мы применим тот же метод решения, что и р работе [17]. 

А именно: 
Дифференцируем (2.11) по т.и потом по г2. Тем самым выразим 

Ф (/123456 ^ /12345б), Ф (1123456 \ ]12345б) 

через 

Ф10[$\гъхАхзхбх; 1\гъхАхзхбх)9 Ф°Х[$\гъ1А1зхб1 \ ДгзЧ^б1), 

где через Ф10(х; у) обозначено 
ЭФ(х;у) 

Эх ' 
а через Ф01(х; у) обозначено 

ЭФ(х;у) 
Эу ' 
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Записав одно под другим для удобства обозрения, уравнение (2.11) и оба 
результата его дифференцирования по 1̂ и г2 и, наконец результат решения 
получившейся системы двух уравнений, линейных относительно 

Ф10(1\2зх4х5хбх; / « з и ^ б О - и Ф 0 1 ( / 1 2 з 1 4 1 5 1 б 1 ; / и э и ^ б 1 ) » 

получаем соответственно равенство (2.11) и равенства 

(3.1) Ф (/123456 ; /12345б)/123456 + Ф (/123456 ', /123456^123456 ~~ 

- Ф,0(/П,-4'3'6- ; /,гз-4-3>бО/1°Ж>б' - Ф01(/,23>4>3'6' ; /ш«4'3'б')Лг%'б' = о 

Ф (/123456 ; /123456Я123456 + Ф (/123456 5 /12345б)/]123456 ~~ 

- Ф , 0 ( / п з и - з > б ' ; / п э и ' з - б О / 0 » * ' - Ф ^ з Ч ' з ч , - ; / . - з и ^ О / ш ' й ' . ' = О 

и 

( 3 . 2 ) Ф , 0 ( / 1 2 з 4 3 6 ; / т 4 3 6 ) = Ф 1 0 ( / 1 2 з Ч • з Ч ч / 1 2 з V з V ) ( / ! Э Т з V / О ^ -

/
010000 7100000\ . / ИООООО ЛЗЮООО /ЮЮООО 7100000\ , 
1231415161/12345б/ • V/12345б/123456 ~~/12345б/12345б/ Т 

+ Ф ( / п з Ч ^ V ; /1231415161)(/1231?5161/123456 ~~ /123Ы15161/12345б) -

. /гЮОООО 7010000 /Ю10000 7100000\ . 

. 1/123456/123456 ~~ /12345б/1234561 -

Ф (/123456 ; /12345б) = Ф (/юзЫ^'б 1 ; / п з Ч ^ 161)(/12345б/1231415 V ~~ 

/
О10000г100000 \ . //100000.7010000 /010000 7100000ч , 
123456/123 1 4 1 5 1 6 1 / • V/12345б/123456 ~~/123456/1234561 Т 

4 - в>01({ 1 1 1 1 - / 1 1 , Л//•1000007010000 __ хО1ООО071О0О0р \ . 
Т «.С ^ / 1 2 3 1 4 1 5 1 6 1 - / 1 2 3 1 4 1 5 1 6 1 1 V/12345б/123 1 4 1 5 1 6 1 / 1 2 3 4 5 б / 1 2 3 1 4 1 5 1 6 1 / • 

. /г100000 7010000 /4)10000 7100000\ 
• V/123456/123456 ~~ /12345б/123456/« 

Затем мы опять начиная сначала, дифференцируем (2.11) по т.ъ затем по г4. 
Решая получившуюся систему двух линейных уравнений относительно тех же 
неизвестных, мы получим: 

( 3 . 3 ) Ф 1 0 (/123456 ; /123456) = Ф ^ ! 1 ^ V \ 1ЫыЧ)(№°&Ч1^ ~~ 

/О00100 х001000\ . / /001000 ЛЮ0100 гОООЮО 7001000\ , 
~~/1121345161/1234561 • и 123456/123456 ~~ /12345б/123456/ Т 

+ Ф (/1121345161 ; /1 1 2 1 345 1 6 1 )(/г2 1 ^5 1 6 1 /123456 ~~ /]1121345161/12345б) ' 

. //ЧЮ1000 7000100 ЯЮО100 7001000\ . 
• VI 123456/123456 ~~ /12345б/12345б/ > 

Ф (/123456 *> /12345б) = Ф Сп121345161 \ /1 12 1345 16 1)(/п345б/г2 1345 V ~~ 

/О00100/-001000 \ . / /Ю01000 7000100 /О001О0 7О01О00\ , 
~~ /123456/ I V 345 V / • V/123456/123456 ~~ /12345б/1234561 Т 

+ Ф С/1121345161 ; /1121345161)(/п3456/1121345161 ~ ~ / т 4 5 б / г 2 1 3 4 5 1 6 1 ) -

. //О01000ЛЮ01О0 /000100/ЧЮ1000\ 
• 1/123456/123456 ~~/12345б/12345б/« 

Наконец, то же пределываем относительно последней пары неизвестных 15 
и г6- Получаем решения 
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(3 .4) Ф,0(/ПЭ456 ; /,2345*) = Ф,0(/,.2>3>4.5в , к^ЖЯ^Ь*}^ ~ 
гО00001 ТООООЮч . //О00010НЮ0001 ^00000170000104 , 

_ / 1 1 2 1 3 1 4 1 5 б / 1 2 3 4 5 б / . V/ 12345б/ 123456 ~" /123456/123456/ + 

+ Ф01(/,.2.з.4.5б; /,*,*,«)(/т*Д .322 - / Ж ' * / ! » : 
. /^0О0010 7О00О01 /ЮОО001 7000010ч 
• 17123456/123456 ~ / 1 2 3 4 5 6 / 1 2 3 4 5 6 / \ 

Ф 0 1 (/123456 ; /12345б) = Ф ^ С Л ^ З ЧЫ 5 Л ^ 3 ^ 5 б ) ( / ^ 5 б / 1 ^ 1 4 | 5 6 ~ 

/О00001/Ю00р10 ч . /гО0О010гО0О001 /О0О001 700001 Оч , 
/ 1 2 3 4 5 6 / 1 1 2 1 3 1 4 1 5 б / • V/12345б/123456 ~ /12345б/12345б/ Т 

+ Ф ° 1 ( / 1 1 2 1 3 1 4 1 5 6 ; / 1 1 2 1 3 1 4 1 5 б ) ( / 1 ^ 5 б / 1 ^ 3 Э 1 1 4 1

5 6 ~ / к ^ б / ^ з Ч Ы ) • 

. //О00010ЯЮ0001 хО0О001 ЛЮООЮч 
• 1/123456/123456 ~ / 1 2 3 4 5 б / 1 2 3 4 5 б / . 

Если бы мы сумели выразить стоящие справа неизвестные функции 

Ф\гЭх4х5х6х

9 ФУгЗХ415Х6Х, Ф1 ?2 1345 16 1, Ф ^ з Ч ^ б , Ф^гХ3Х4х56 

через 
Ф ^ э Ы ^ б 1 , Ф%13Х4Х5 б1, 

подобно тому, как это было сделано в работе [17], задача была бы решена, 
т.к. 

Ф ^ э Ч ^ б 1 , Ф^^зЧ^'б1, 

как и в работе [17], играли бы роль произвольных постоянных. 
Если бы мы подобным же преобразованиям подвергли функциональное 

уравнение (2.10), то получили бы такие же формулы (3.2)-(3.4), но над 
нижними индексами, где нет теперь штрихов, таковые бы появились, а над 
теми, где штрихи есть, штрихи бы исчезли. Мы будем предполагать это 
сделанным. 

Тепер перепишем (2.10) и (2.11) соответственно так: 

(3 .5) 2Ф(/123456 ; /12345б) ~ ^ ( / п з Ы ^ б ; иг314Х5б) ~ Ф($1хгхЭ45Ь \ /1121345б) ~ 

- Ф О т ^ ч 1 ; /123451б1) = -ФСЛ^зы^б 1 ; йхгхэхАхъх*х) 

(3.6) 2Ф ( Д ^ з ^ ^ в 1 ; ихгхэхА*5хбх) - Ф(/11213451б1; /112,345161) - Ф (/1гзх 4х 5х 6х гЛгзЧ^Ч1 -

- Ф($1хгхЭ14х56 ; Л ^ з Ч ^ б ) = - Ф(/123456 ; /12345б). 

В дальнейшем поступаем аналогично как и в работе [17]. 
§4. Было бы интересно найти критерии анаморфозируемости системы, 

допускающей более сложную транспарантную номограмму. В плоскости я 
имеем три бинарных поля 

( 4 . 1 ) * 1 2 = ф 1 2 , ^ 1 2 = ^ 1 2 ; *34 = ^ 3 4 , Уз4 = ^ 3 4 \ 

* 5 6 = ф 5 6 , У 5 6 = ^ 5 6 . 
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В плоскости л' имеем 2 поля и неградуированную линию 

( 4 . 2 ) * 7 8 = ф 7 8 , У 7 8 = ^ 7 8 ; *9,10= ф 9 , 10, У% 10 = */>9, 10 ; 

х' = ср((); у' = Ц(г), 

где ( - параметр линии. 
Пользование номограммой сводится к наложению я ' на я так, чтобы 

совпали точки (гх; г2), (т.!; г8), чтобы линия х' = <р(/), у' = ̂ ( 0 прошла через 
данную точку (г3; г4) и чтобы точки (г5; г6) и (г9; гю) определяли одна 
другую. 

Пусть движение плоскости л', выполняющее это совмещение, определяет
ся евклидовым движением 

(4.3) х' = х со$а-у 8 т а + а, у' =-* 8 т а + у со$а + Ь. 

Тогда будем иметь 

(4.4) х'19, = .*12 сов а - у \2 81п а + а, у78 = Хп 8т а + у и со8 а + 6, 
с̂' = х34 сова - у34 81па + а, у' == х34 8 т а + у34 сова + Ь, 

х'9ю = ̂ с56 со8а - у56 8 т а + а, у9ю == *56 8 т а + у56 со8а + Ь. 

Отсюда, исключая а, а, Ь имеем: 

(4.5) (*' - х78)
2 + (у' - у7 8)

2 = (х34 - ^с12)
2 + (у34 - Уп)2, 

( * ' - Х9 1 0 ) 2 + (У ' - У 9 1С)' = (*34 - ^5 6 ) 2 + (У34 - У 5 6 ) 2 , 

( * 7 8 - Х9 гоУ + (У78 - У9ю) 2 = ( х 1 2 - * 5 6 ) 2 + (У 12 « у 5 6 ) 2 . 

Из первых двух уравнений надо исключить параметр (. В результате получим 
каноническую форму системы, допускающей номограмму данного вида. 
Можно рассмотреть частные случаи, когда у' = кх' + Ь (прямая), окружность, 
парабола, эллипс и т.д. Тогда исключение .*' производится более или менее 
легко. Остается затем, пользуясь методом бесквадратурной анаморфозы или 
смешанным, дать критерий приводимости системы 

(4.6) Г 1
2
34567

8
910 = 0, -р1

2
345

6
7
8
910 = О 

к канонической форме. 
Можно упростить эту задачу, заменяя поля шкалами и уменьшая число 

аргументов. 
Можно ставить и решать множество таких задачи как задач в области 

теории функциональных уравнений. При этом можно исследовать детали 
после того как найдены функции канонического представления, подобно 
тому как это намечено нами в конце работы [17]. Например, можно ис
следовать особые случаи вырождения полей в многопараметрические шкалы, 
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что выясняется путем вычисления якобиана абсьиссы и ординаты точки поля, 
и решать ряд других задач. Подход с точки зрения функциональных урав
нений позволяет глубокое проникновение в проблемы номографии. 

В заключение заметим, что в настоящей работе приведен иной подход 
решения функционального уравнения (1.4) работы [17]. К решению этого 
функционального уравнения использован метог только дифференциального 
исчисления. Кроме метода интегральных преобразований приведено ис
следование и сопоставление различных способе в решения функционального 
уравнения (2.11) или (2,10). Разобраны также частные случаи номограмм 
этих уравнений и найдены необходимые и доел точные условия для возмож
ности анаморфозы. 
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