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ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ПОЛУГРУППЫ 

и ПОЛУГРУППЫ ИДЕМПОТЕНТОВ 

JANA GALANOVA 

Введение 

В [4] определено тензорное произведение в классе всех полугрупп и в [5] 
тензорное произведение в классе всех коммутативных полугрупп, которое мы 
здесь будем называть с-тензорным произведением. Мы будем заниматься 
тензорным произведением только двух полугрупп и напомним его определе
ние в этом случае. 

Определение 1. Пусть А, В, С полугруппы. Отображение (5 декартова 

произведения АхВ в С называется билинейным, если 

Р(а1а2,Ь) = Р(а1,Ь)^(а2,Ь), 

Р(а,Ь1Ь2) = (5(а,Ь1)р(а,Ь2), а,аиа2еА, Ь,ЬиЬ2еВ. 
Определение 2. Пусть 5, В — полугруппы. Тензорным произведением 

полугрупп А, В называем пару (со, Т), где Т-полугруппа и ю-билинейное 
отображение АхВ в Т, со свойством: 

Для каждого билинейного отображения /3: А хВ—>С, С-полугруппа, суг 

ществует только один гомоморфизм а: Т—> С такой, что Р = асо. 
Полугруппу Т обозначаем А®В, а> называем тензорным отображением 

АхВ в А®В и со(а, Ъ) обозначаем а ® Ь . 
Определение с-тензорного произведения двух коммутативных полугрупп 

А, В мы получим из определения 2 таким образом, что будем предпологать 
А, В, С, Т коммутативными полугруппами. Полугруппу Т обозначаем 
А®СВ ию(а,Ь) = а®с Ь. 

В этой работе будем еще пользоватсья следующими обозначениями: 

|Х| — мощность множества X, 
Е — одноэлементная полугруппа {1}, 
Е(Х) — наибольший гомоморфный идемпотентный образ полугруппы X, 
С(Х) — наибольший гомоморфный коммутативный образ полугруппы X, 
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N(X) — наибольший гомоморфный образ полуфуппы X со свойством 
(ху)п = хпуп для всех х,уеЩХ), пе{\, 2, 3, ...}. 

Е(Х), С(Х), N(X) существуют для всякой полуфуппы X ([1,9]). 

В [3—6] показаны основные свойства тензорного и с-тензорного произве
дения полуфупп. Приводим из них те, которые нас интересуют. Это ГО—Г6. 
Если А, В-полуфуппы, го 

ГО. А®В = ЩА)®ЩВ). 
П . А®Е = Е(А). 
Г2. А®сВ = С(А(х)В), А, В - коммутативные. 
гЗ. А®В = В®А. 

Определение 3. Пусть 6: А —> Р, у: В —>Т — гомоморфизмы полугрупп и со 
— тензорное отображение АхВ в А®В. Пусть отображение /3: А хВ—• 
Р(х)Топределено соотношением @(а,Ъ) = <3(а)(х)у(Ь). Ввиду билинейности 
отображения /3 существует только один гомоморфизм сс:А(х)В—>Р(х)Тсо 
свойством (5 = асо. Гомоморфизм а называем тензорным произведением го
моморфизмов б, у и покладаем а = б(х)у. 

Г4. Если 6, у сюръективны, то и 6(х)у сюръективен. 

Определение 4. Пусть о' — конгруэнция на полугруппе А, о на В. Тензор
ным произведением о' и о называем конгруэнцию а'(х)а на А®В, порож
денную отношением г0: 

(а®Ь, х®у)ет0о(а,х)ео', (Ь, у)ео. 

Г5. Если 5, у — сюръективные гомоморфизмы полуфупп, то 

кег 6(х)кег у = кег (б(х)у). 

Г6. Пусть о'[о] — конфуэнция на полуфуппе А [В], порожденная отноше
нием о'0[о0]. Тогда о'®о — конфуэнция на А®В, порожденная т0: 

(а®Ь, х®Ь)ет0, если (а, х)ео'0, Ь еВ 
(а(х)Ь, а(х)у)ет0, если (Ь, у)ео0, аеА. 

2. Достаточное условие для различия элементов А® В 

Тензорным и с-тензорным произведением полуструктур занимались в [2, 7]. 
В [8] показано, что А(х)0 = А, где С — фуппа и А — полуфуппа 
идемпотентов. 

Теорема 1. Пусть Н(А) — идемпотентный гомоморфный образ полугруп
пы А и этот гомоморфизм 6. Если б(ах ... ап) ^ 6(хг ... хт), 
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аи ...,ап,хи ..., дстеА, го для всех элементов Ъх, ..., Ьп, у ь ..., у т е В есть 
(ах®Ъх) ... (ап®Ъп) ^(Х1®у0 ... (хт®ут) в тензорном произведении А ®В. 

Доказательство. Пусть Е — одноэлементная полугруппа и у — гомо
морфизм В на Е. По определению 3 существует гомоморфизм 6 ® у : А®В 
-> Н(А)®Е. Применяя теорему Г1, получаем, что Н(А)®Е изоморфно 
Н(А) и этот изоморфизм Ц: 1/;(й®1) = й, НеН(А). 

AxB * A ® B 

Таким образом, для любых аь ..., ап, хх, ..., дстеА, Ъъ ..., Ъп, у ь ..., утеВ 
получаем: 6(а1...ап) = И, == гр(д(ах ... ап)®1) = 'ф(д(а1) ... д(ап)®1) 
= г/;[(б(а0®1) ... (6(а*)®1)] = ^[[б(а1)®у(Ь1)] ... [<5(ап)®у(Ьп)]] 
= ^((б®у)[(а1®Ь0 ... (ап®Ьп)]) = а((а1®Ь1) ... (ап®Ьп)) и аналогично 

получаем Н2 = 6(х1...хгп) = а((*1®у0 ... (хт®ут)). Если НгФН2, то 
а((*1®У.) - (хт®Ут)) Ф а((а1®Ь0 ... (ап®Ьп)), и ясно, что (дс!®уО ... 
(хт®ут) Ф(аг®Ьг) ... (ап®Ьп). 

Очевидно, интересным случаем является случай Н(А) = Е(А). 
Теорема 1 — это достаточное условие, но не необходимое. Об этом можно 

убедиться в [4], пример 2.3. 
Следствие 1.1. Если А, В — полугруппы щемпотентов, то а®ЬФх®у 

в А®В тогда и только тогда, когда (а, Ь)Ф(х,у) в Ах В. 
Доказательство. Если а=̂ =дс, то применяя теорему 1,имеема®Ь=/=дг®у. 

Если ЬФу, то из теоремы ГЗ и теоремы 1 вытекает а®ЬФх®у. 
Достаточность условия очевидна. 

Теорема 2. Пусть Н(А) — идемпотентный гомоморфный образ коммута
тивной полугруппы а и этот гомоморфизм д. Если 6(ах ... ап) Ф 6(хх ... хт), 
аи ..., ап, Хи ..., хт е А, то для всех элементов Ъх, ..., Ьп, у ь ..., у т коммута
тивной полугруппы в есть (а1®

сЬ1) ... (ап®
сЬп) Ф (х 1® су 1) ... (дс т®

су т) 
в с-тензорном произведении А ® С В . 

Доказательство. Употребляем те же обозначения, что и в доказатель
стве теоремы 1. Ввиду теоремы Г2 и Г1, с-тензорное произведение 
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Н(А)®СЕ ~ С(Ы(А)®Е) = С(Н(А)) = Н(А), т.е . доказательство 
теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1. 

3. Уравнение А®Х = А,А — конечная полугруппа 
идемпотентов 

В этой части приводим все решения уравнения А®Х~А, где А — 
конечная полугруппа идемпотентов. 

Теорема 3. Если А — конечная полугруппа идемпотентов и Н(8) гомо
морфный идемпотентный образ полугруппы 8, \Н(8)\> 1, то А®8 не изо
морфно А. 

Доказательство. Пусть Н(8) гомоморфный образ 5 и б этот гомо
морфизм. В силу теоремы 1 из (а, &(з))Ф (х, 6(0) вытекает а®ьфх®( 
в А®8, а,хеА, 8,1е8. Таким образом, \А®8\ Ш \АхН(Б)\ > \А\, 
и поэтому не имеет места А®8^А. 

Следствие 3.1. Пусть А, 8 — полугруппы идемпотентов, А — конечная, то 
А(х)5==А тогда и толко тогда, когда С одноэлементная полугруппа. 

Доказательство. Е ( 5 ) ^ 5 и еслиА(х)5 = А,то в силу теоремы 3 должно 
|Е(5) | = 1 = | 5 | . Достаточность условия — это П . 

Теорема 4. Бели А — полугруппа идемпотентов и Е(Т) — наибольший 
идемпо тентный гомоморфный образ полугруппы Т,тоА®Т = А®Е(Т) 

Доказательство. Обозначим I тождественное отображение А на А и 6 
естественный гомоморфизм Т на Е(Т). В силу теоремы Г4, а = с®6 

сюръективный гомоморфизм А (х) Т на А ®Е(Т), а в силу теоремы Г5 есть 
кег а = кег1(х)кегб. Ввиду определения Е(Т) получаем, что кег 6 

конгруэнция, порожденная отношением а 0 = {(I, I2) \1еТ). Применяя тео
рему Г6, получаем, что кег а — конгруэнция на А (х) Т, порожденная отноше
нием Го = {(а®(, а®12) : аеА, 1еТ}. 

В силу идемпотентности полугруппы А получаем а®г — а2®1, а из 
определения тензорного произведения а2®1 - (а®1)2 - а®12. Ясно, что 
кег а — конгруэнция, порожденая отношением тождества; итак, а — йнъек-
тивное отображение. 

Следующее следствие непосредственно вытекает из теоремы 4. 
Следствие 4.1. Если А — полугруппа идемпотентов и Е(Р) ~Е(Т), где 

— Р, Т — полугруппы, то А®Р = А®Т. 

Следствие 4.2. Пусть А — конечная полугруппа идемпотентов. Полу
группа X есть решением уравнения А(х)Х=А тогда и только тогда, когда 
|Е(Х)| = 1. 

Доказательство тривиально вытекает из теоремы 4 и следствия 3.1. 
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Заметим, что в качестве X можно взять группу. 
ГО говорит, что А®В = М А ) ( § ^ ( В ) для произвольных полугрупп А, В 

и из теоремы4 вытекает, что А®В = А®Е(В), где А — полугруппа 
идемпотентов. Неясно, является ли теорема 4 улучшением ГО для полугруппы 
идемпотентов А. 

Очевидно, что любые элементы дс,уеЕ(В) исполняют тождество (дсу)" 
= хпуп, п е {1, 2,...} и из определения N(3) вытекает существование гомо
морфизма ф: ЩВ)-*Е(В). Для А имеем Е(А) = А = ^ А ) и в силу ГО А ® В 
= А®N(В). Потому что ср не должен быть изоморфизмом (например для 
В — свободной полугруппы на {а, Ь}), теорема 4 является малым улучше
нием ГО тогда, когда А — полугруппа идемпотентов. 

Определение 5. ПустьР — полугруппа с едницей 1. ЭлементреРделит 1, 
р/1, если существуют элементых, уеР со свойством ху = 1. 

Лемма 1. Пусть Р — полугруппа с единицей 1 и пусть аеА — идемпотент 
полугруппы А. Еслир еР делит 1, то а ® р = а ® 1 . 

Доказательство. Если р/1, то существуют дс,у€Р так, что дсру = 1. 
Сначала покажем а ® х = а ® 1 . Действительно, а®дс = (а®дс)(а®1) = 
(а®дс)(а®дс)(а®ру) = (а 2®х)(а®ру) = (а®дс)(а®ру) = а®дсру = а ® 1 . 

Аналогично а®у = а ® 1 , итак, а ® 1 = (а®дс) (а®р) (а®у) = (а®1) 
(а®р) (а®1) = а®1р1 = а®р. 

Теорема 5. Пусть Р — полугруппа с единицей 1 и всякый элемент реР 
делит 1. Если А — полугруппа идемпотентов, то А®Р = А. 

Доказательство. Произвольный элемент А®Р имеет вид (ах®р\) ... 
(ап®рп), ах, ..., апеА и ри ..., рпеР. Ввиду леммы 1 имеем (ах®рх) ... 
(ап®рп) = (ах®1) ... (а п®1) = (аг ... а п )®1. 

Пусть а: А ® Р —> А — гомоморфизм, где а(а®1) = а.В силу теоремы 1 из 
аФЬ, а, ЪеА следует, что а®1=^Ь®1, т.е. а — изоморфизм. 

Заметим, что в качестве Р можно взять группу и бициклическую 
полугруппу. 

Следствие 5.1. Если Р — полугруппа с единицей 1 и взякый элемент реР 
делит 1, то Е(Р) — одноэлементная полугруппа. 

Доказательство. Е®Р = Е (теорема 5) и в силу следствия 4,2 имеем 
|Е(Р)| = 1. 
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