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Math. Slovaca 34,1984, No. 2,121—133 

О ПРОСТЫХ ИДЕАЛАХ В ГРУППОИДАХ 
И В МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ПОЛУГРУППАХ 

КЛАССОВ ВЫЧЕТОВ (той т ) 

ИМРИХ АБРГАН (1МК1СН АВЯНАИ) 

ПесЛсаи'с. <о АсаЛет.аап $(егап 8с1таг/ ОП 1пе оссамоп о! Ыз 701Ь Ыг1Мау 

В работе вместо «С=(С; •)-группоид» мы будем писать «О-группоид». 
Обозначим через [х] идеал группоида О, порожденный элементом х в О. 
Пусть О-группоид. Будем говорить, что два элемента х, у е О находятся 

в отношении $, если [*] = [у]. Очевидно, отношение $ на О является 
отношением эквивалентности. Обозначим через С/$ множество всех ^-клас
сов, соответствующих отношению эквивалентности $ на О, а символом \х\$ 
обозначим ^-класс из С/$, содержающий элемент х е О. На множестве С/^ 
определим отношение ^ следующим образом: [дс]<^^[у]^ (х,уеС) тогда 
и только тогда, когда [х]с[у] . Очевидно, отношение на О /^-частичная 
упорядоченность на множестве О/$. Частично упорядоченное множество 
С/$> относительно ^ обозначим (С/$, ^ ) . 

Будем говорить, что группоид О удовлетворяет условия (КК), если всякая 
убывающая цепь Чо в (С1$, ^ ) имеет не более чем конечное число различ
ных элементов. 

Если А - непустое подмножество группоида О, то обозначим через 0>(А) 
множество всех таких идеалов N в О для которых имеет место N 0 ^ . 
Множество 0>(А) с отношением теоретико-множественного включения с (в 
качестве отношения частичной упорядоченности) - обозначим через 
(ПА), с:). 

Будем говорить, что группоид удовлетворяет условию (кг), если всякая 
убывающая цепь 01 в (0>(О), с ) имеет не более чем конечное число различ
ных элементов. 

Пусть О-группоид и пусть Ъ в О. Символом N(6) обозначим множество 
всех таких х е О, что [ Ь ] ^ ф [ * ] ^ . 

В работе [2] доказано следующее утверждение если О-друппоид, Ъ е С и 
N(Ь)Ф0, то ^ Ь ) - и д е а л в О. 

Идеал N группоида О назовем ^-идеалом в О, если существует такое 
Ь е О, что N = N ( 6 ) ; (см. [2]). 
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В первой части этой работы при помощи ^-идеалов в группоидах изучают
ся свойства простых и вполне изолированных идеалов в классе группоидов, 
удовлетворяющих условию (КК). Для группоида С, удовлетворяющего усло
вия (КК), доказывается: 

а) Необходимое и достаточное условие для того, чтобы непустое множес
тво группоида С было простым или вполне изолированным идеалом в С. 

Ъ) Всякий полупростой идеал I в С и 1Ф С равняется пересечению всех 
минимальных простых идеалов N(Ь) группоида С, содержающих I (см. [7], 
[10]). 

с) Если пересечение I простых идеалов группоида С является непустым 
множеством и 1ФС, тогда I полупростой идеал в С (см. [7], [10]). 

Во второй части этой работы при помощи ^-идеалов полугруппы 5,„ 
изучаются свойства вполне изолированных идеалов в 5,„ (5,„ - мултиплика-
тивная полугруппа классов вычетов целых чисел по тоо1 т и т любое 
натуральное число >1). Доказывается: 

о!) число вполне изолированных идеалов в 5,„ равняется числу 2\ где г -
число взаимно разных простых чисел в каноническом разложении натураль
ного числа т на простые множители, 

е) каждый вполне изолированный идеал в 5,„ имеет вид N(ё), где ё -
идемпотент в 5,„ и ёФО (символам и а, Ь, ..., ё, ... обозначим элементы в 5,„, 
символом 0 обозначим нуль в 5,„ и через Д„ обозначим отношение $ в 5,„), 

I) если С — подгруппа полугруппы 5,„, то существует такой положительный 
делитель а\ числа ш, что С = [&]$„, (подгруппы в 5,„ - точно Т см. [5]), 

§) если с\Ф т - такой положительный делитель числа пи что [<:/] ?,„-
подгруппа в 5,„, то [й]$т изоморфна с подгруппой О,,,,/ полугруппы 5,„ ,/ 
(символом От а обозначим подгруппу в 5,„,/ всех таких элементов а е 5,„ (/, для 
которых а, т/й взаимно просты), 

Ь) локальная теорема Эйлера (см. [8]). 
Основным результатом второй части этой работы является утверждение §), 

т.е. теорема 2.8. При помощи утверждения §) можно к многим утверждениям 
относительно элементов От в $„, доказать в некотором смысле аналогичные 
утверждения о элементах каждой подгруппы полугруппы 5,„ см. напр. 
теорему 2.9. 

Лемма 1.1. Если группоид О удовлетворяет условию (кг), то О удовлетво
ряет условия (КК). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть группоид О удовлетворяет условию (кг). Пред
положим, что существует такая последовательность {ап}7, 1, что ап е О и 
[^.]^>[а„ + 1](^ для каждого натурального числа п. Из этого мы получаем, что 
существует такая последовательность {N(ап)}7, 1, что N(ап)е &(С) и N^1,,)^? 
АГ(а„ + |) для каждого п. Это противоречит тому, что группоид О удовлетво
ряет условию (кг). 
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На примере мы покажем, что следующее утверждение не имеет места. 
Если группоид С удовлетворяет условию (КК), то С удовлетворяет усло

вию (кг). 

П р и м е р 1.1. Пусть О, = {а, е}иN, где N - множество всех натуральных 
чисел, аФе и {а, е}с^N = 0. На множестве С\ определим бинарную операцию 
следующим образом: хх = х, хе = ех = е для всякого хеСи па = ап = п 
для каждого пеN, тп = пт = е для каждых двух элементов т, п в N и 
тФп. Тогда О.-группоид. Далее, для последовательности {Ап}п=и где • 

Лп = Г)Щк), 
/с = 1 

имеет место Ап е &(С\), Ап =? А„+1 для каждого п е N, т. е. С не удовлетворяет 
условию (кг). Можно легко показать, что каждое непустое подмножество М 
множества (С/1, ^ ) имеет по крайней мере один минимальный элемент в М, 
т.е. группоид С\ удовлетворяет условию (КК). 

Лемма 1.2. Пусть N6^(0), NФО и Ье О Ш . Тогда N<=N(Ь). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х - произвольный элемент из N. Предположим, 

что xеN(Ь). Тогда [Ъ]$^[х]$>я,[x]я1N. Это противоречит тому, что 
Ь е С Ш . Значит, N ^(Ъ). 

Идеал О группоида С назовем простым идеалом в С, если для каждых двух 
идеалов А, В в О из АВ с О вытекает А с, О или В с О . 

Лемма 1.3. Пусть О - простой идеал в группоиде С и ОФС. Пусть 
М= {[а]^\ае С\0}. Тогда: если [с]$ — минимальный элемент в М, то 
0 = Щс). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [с]$ — минимальный элемент в М. Тогда по 
лемме 1.2. ^<^N(с). Предположим, что N ( ^ ^ 0 . Тогда существует такой 
элемент Ъ еN(с), что Ъ 4 О- Так как согласно предположению О - простой 
идеал в С, то [с][Ь] ^ О. Пусть й е ([с][Ь]п(СЮ)). Тогда Л е [с][Ь] с [с]п[Ь]. 
Значит, [ ^ ] ^ ^ [ с ] ^ , [ ^ ] ^ ^ [ Ь ] ^ . Так как [с]$ - минимальный элемент в М и 
[й]$>еМ, то [А]$ = [с]$. Из предыдущих рассуждений вытекает [ с ] ^ ^ [ Ь ] ^ . 
Это значит, что Ъ ф N(0). Это противоречит тому, что Ъ е N(с). Значит, 
0 = Щс). 

Идеал Р группоида С назовем полупростым идеалом в С, если для каждого 
идеала А в С из А 2 с Р вытекает Ас,Р. 

Лемма 1.4. Пусть О - полупростой идеал в С и пусть ОФС. Пусть 
М= {[а]$\а е С\0}. Тогда: если [с]$ - минимальный элемент в М, тогда 
N(с) - простой идеал в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [с]$ — минимальный элемент в М. Тогда по 
лемме 1.2. имеет место ^^N(с). Предположим, что N(0) не является про-
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счым идеалом в О. Так как [с] ^ - минимальный элемент в М, то для каж юго 
л е [с] и х | [с] /', х е О. Отсюда следует что Л = Ои[с] / - идеал в О. Так как 
согласно предположению N(0) не является простым идеалом в С, то из 
предыдущею по теореме 2.5. из [2] мы получаем, что Л с О . Это противоре
чит тому, что О - полупростой идеал в С. Значит N(6*) - простой идеа 1 в О. 

Теорема 1.1. Пусть группоид С удовлетворяет условию (КК). Тогда для 
каждого непустою подмножества О в С и О ^ С имеет место: О - простой 
идеал в С тогда и только тогда, когда существует такой элемент с е СЛО, что 
^ = N(с) и ([с]?Уп[фФ0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть О - непустое подмножество в С, О ^ О и 
пусть О - простой идеал в С. Сомасно предположению группоид С удовлет
ворят условю (КК), тогда в множестве М = {[Ь]р\Ь е 0 \ 0 } существует 
минимальный элемент. Пусть с е О \ С И [С]$ — минимальный элемент в М. 
Тогда согласно лемме 1.3 ^ = N(с). Из этого по теореме 2.5 из [2] мы 
получаем, что ([с]^) 2 п[с]^-^0. 

II. Пусть 0Ф О с С, ОФ С и пусть существует такой элемент с е 0 \ 0 , что 
О — М с ) и ([с] (^)2п[с]^9-0. Согласно теореме 2.5 из [2] О - простои идеал 
V С. 

Будем говорить, что О - минимальный простой идеал группой 1а С, 
содержащий идеал I в О, если не существует такой простой идеал О' в О, что 
/ с г О ' с О О'ФО. 

Лемма 1.5. Пусть группоид С удовлетворяет условно (КК). Пусть О 
- полупростой идеал в С и пусть ОФ С. Пусть М = {[с] У\с е СЛО). То\дл : N 
- минимальный простой идеал в С, содержающий О, и NФ С тогда и только 
тогда, когда N = N(Ь) и [Ъ]$ - минимальный элемент в М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим что группоид О удовлетворяет условию 
(КК). 

I. Пусть N - минимальный простой идеал в С, содержающий О и NФ С. 
Тогда по условию (КК) и по теореме 1.1 существует такой элемент Ь из С \ ^ 
что N — N(/0- Предположим, ч ю [Ъ]У не является минимальным элемен
том в М(С\0 с С г \ ^ . Тогда по условию (КК) существует такой минималь
ный элемент [с1]$ из М, что [с\]$<[Ъ]$. Из этого мы З1ключаем, что 
О с М ^ ) = ^ ( ^ ) ' По условию (КК) и лемме 1.4 мы получаем, что N((1) -
простой идеал в О. Это противоречит тому, что N - минимальный простой 
идеал в О, содержающий О. 

II. Пусть N = N(6) и [Ъ]$ — минимальный элемент в М. Со1ласно 
лемме 1.2, условию (КК) и теореме 1.4 имеет место: ^<^N(Ь) и N(Ь) -
простой идеал в С. Предположим, что существует такой идеал О' в С что 
0 ^ 0 ' ^ N ( | Ь ) . Из этого по условию (КК) и теореме 1.1 существует такой 
элемент с из О, что О' = N(с). Из предыдущего следует, что О с = ^ с ) ^ 

124 



N(Ь). Тогда [с]$<[Ъ]$. Это противоречит тому, что [Ъ}$ — минимальный 
элемент в М. 

Теорема 1.2. Пусть группоид С удовлетворяет условию (КК). Тогда: 
а) Всякий полупростой идеал I в С и 1ФС равняется пересечению всех 

минимальных простых идеалов N(Ь) группоида О, содержающих I. 
Ь) Если пересечение I простых идеалов группоида О является не-пустым 

множеством и 1Ф С, тогда I полупростой идеал в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть / - полупростой идеал в С и СФ1. Пусть 
М = {[а]$\а е С\1}. Так как группоид С удовлетворяет условию (КК), то 
множество всех минимальных элементов в М является непустым. Пусть В -
множество таких элементов из С, что [Ь]$ — минимальный элемент в М для 
каждого Ъ е В и для каждого минимального элемента [с]$ из М существует 
такий один и только один элемент Ь из В, что [Ъ]$ = [с]$. Тогда по лемме 1.2 
имеет место / <^п^(Ъ)\Ъ е В}. Предположим, что существует такой элемент 
а1 из п{N(Ь)\Ь е В}, что (1^1. Тогда согласно условию (КК) существует такое 
/; из В, что [ Ь о ] / ^ И ^ . Значит, п{N(Ь)\Ь е В} Я:N(Ь{))^N(а,). Отсюда 
с1^ п^(Ъ)\Ъ е В}. Это противоречит тому, что й е п{N(Ь)\Ь е В}. Из пер
ед ыдущих рассуждений вытекает I = п{N(Ь)\Ь е В}. Из этого, по лемме 1.5. 
мы получаем утверждение а). 

Ь) Очевидно имеет место утверждение: если / - пересечение простых 
идеалов в О и 1ФС, то / - полупростой идеал в С. 

П р и м е р VI. Пусть О = { . х е К | 0 ^ х ^ 1 } , где К обозначает множество всех 
действительных чисел. На множестве С определим бинарную операцию 
следующим образом: для каждых двух х, уеС положим ху = тт {х, у}. 
Тогда С = (С, •) - коммутативная полугруппа. Пусть А = {х е К\0^х^ ,\}. 
Тогда: 

а) А - простой идеал в О и АФN(с) дла каждого се О, 
Ь) {0} - пересечение простых идеалов в О и {0} не равняется пересечению 

минимальных простых идеалов N(Ь) (Ь е С\{0}) в О, содержащих {()}, 
с) А - полупростой идеал в О и не равняется пересечению минимальных 

простых идеалов N(Ь) в О, содержающих А. 

Ш. Шварц в работе [7] доказал (в общем случае см. [10]) следующее 
утверждение: 

о!) всякий изолированный идеал (идеал Р полугруппы 5 называется изоли
рованным, если для любого а е 8 из а2 еР следует, что а еР) коммутативной 
конечной полугруппы 5 является пересечением вполне изолированных идеа
лов в 5 (идеал полугруппы 5 называется вполне изолированным, если 
5\Р-полугруппы 5). 

Известно следующее утверждение: 
Если С - коммутативная полугруппа, тогда для каждого идеала NвС имеет 

место: 
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О IV - простой идеал в С тогда и только тогда, когда N - вполне 
изолированный идеал в С, 

и) /V— полупростой идеал в С тогда и только тогда, когда N - изолирован
ный идеал в О. 

Из предыдущего следует, что теорема 1.2 обобщает утверждение с!) из [7]. 

Следствие 1.1. Пусть С - коммутатывная полугруппа и удовлетворяет 
условию (КК). Тогда для каждого непустого подмножества Р в С и РФ С 
имеет место: Р - вполне изолированный идеал тогда и только тогда, когда 
существует такой элемент иеО\Р, что Р = N(и) и ([и]^)2п[и]^Ф0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : следствия 1.1 вытекает из утверждения 1) и 
теоремы 1.1. 

Следующие утверждения очевидны: 
а) Каждый вполне изолированный идеал группоида С является простым 

идеалом в О. 
Ъ) Каждый изолированный идеал группоида С является полупростым 

идеалом в С. 
На примере покажем, что следующие утверждения не имеют места: 
а) Если С - коммутативный группоид и Р - простой идеал в С, то Р -

вполне изолированный идеал в С. 
Ь) Если С - коммутативный группоид и Р - полупростой идеал в О, то Р 

изолированный. 
П р и м е р 1.2. Пусть С2 = {0, а, Ь, с) и бинарная операция на С2 определена 

таблицей: 

0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 0 b c 

b 0 Ь a 0 
c 0 c 0 c 

Тогда С2 - коммутативный группоид и имеют место следующие утвержде
ния : а) N(с) - простой идеал в С2 и N(с) не является вполне изолированым 

V 02. 

Ь) N(с) - полупростой в С2 и N(с) не является изолированным в С2. 

Теорема 1.3. Пусть группоид О удовлетворяет условию (КК). Тогда для 
каждого непустого подмножества Р в С и РФО имеет место: Р - вполне 
изолированный идеал в О тогда и только тогда, когда существует такой 
элемент и е С\Р, что Р = N(и) и С\Р - подгруппоид в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : I. Пусть Р - вполне изолированный идеал в С. Так как 
С удовлетворяет условию (КК), то по теореме 1.1 существует такой элемент 
и е С\Р, что Р = N(и). Пусть а, Ъ из 0\Р. Предположим, что аЬ е Р. Так как 

126 



Р - вполне изолированный идеал в О, то а е Р или Ь е Р. Это противоречит 
тому, что а, ЬеС\Р. Значит, аЪеС\Р. 

II. Пусть Р - непустое подмножество в О и РФ С. Пусть существует такой 
элемент иеР\С, что Р = N(и) и пусть С\Р - подгруппоид в С. Согласно 
предположению РФ0 следовательно Р - идеал в С. Пусть а, Ь еС. Предпо
ложим, что аЬ е Р и а ф Р, Ъ ф Р. Так как С\Р - подгруппоид в С, то аЬ е С\Р. 
Это значит, что Р вполне изолированный идеал в С. 

Теорема 1.4. Пусть группоид С удовлетворяет условию (КК). Пусть 
Р - вполне изолированный идеал в С и РФ С. Тогда: 

(а) существует такой элемент и е 0\Р, что Р = N(и), 
(Ь) С\Р - подгруппоид в О, 
(с) [и]$ - минимальный идеал в С\Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Утверждения (а), (Ь) вытекают из теоремы 1.3. 
Ь) Пусть Р - вполне изолированный идеал в О и РФ С. Тогда согласно (а) 

существует такой элемент иеО\Р, что Р = N(и) и согласно (Ь) С\Р -
модгруппоид в С. Пусть 5 - произвольный элемент из 0\Р и а - произволь
ный элемент из [и]$. Тогда [за] с [ а ] = [и], т.е., [ 5 и ] ^ ^ [ м ] ^ . Так как А, 
а е С\Р, то за е С\Р= С^(и). Из этого вытекает, что [ м ] ^ ^ [ 5 а ] ^ . Значит, 
зае[и]$>. Аналогично можно показать, что для каждого зеО\Р и каждого 
ае[и]$ имеет место азе[и]$. Это означает, что [и]$ - идеал в С\Р. 
Предположим, что [и]$ не является минимальным идеалом в С\Р. Отсюда 
следует, существует такой идеал ^ в С\Р, что ^<^[и]$. Пусть 5 - произволь
ный элемент из О и пусть а - произвольный элемент из N(и)и^. Тогда 
зеN(и) или зеО^(и). Если зеN(и) то за еN(и)и^(п(и)е $Р(С)). Если 
5 еСг\ЛГ(и) = С\Р, то согласно предположению ^-идеал в 0\Р) мы полу
чаем, что за еN(и)и^. Аналогично можно показать, что для любого 
аеN(и)и^ а для любого зеС имеет место аз еN(и)и^. Следовательно 
N(и)и^-идеал в С. Пусть х - любой элемент из ^ и у - любой элемент из 
[и]$>^. Тогда [х] с N(и)и^ и у ф N(и)и^. Это означает, что [х] Ф [у]. Одна
ко последнее противоречит тому, что х, уе[и]$. Из предыдущих рассужде
ний вытекает, что [и]$ - минимальный идеал в С\Р. 

Под «числом» (поскольку не будет сказано по-другому) мы будем в даль
нейшем понимать «целое число». Если число а делитель числа Ъ, то мы будем 
записывать в виде а\Ъ. Если же а не является делителем Ъ, то мы будем 
писать а\Ъ. Наибольший общий делитель чисел а, Ъ мы будем обозначать 
(а, Ъ). Пусть в дальнейшем 

т = р^Р22...р?' 
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- каноническое разложение натурального числа га>1 на простые множите
ля, где рх, р2, ..., рк - попарно различные простые числа оп, а2, .., аг -
натуральные числа. Через 5,„ обозначим мультипликативную пологруппу 
классов вычетов целых чисел по модулю га и знаком а обозначим класс 
вычетов целых чисел по модулю га, который содержит число а. Через От 

обозначим множество всех таких классов ае8т, что (а, т)=\. В теории 
чисел доказывается, что От является группой относительно мултипликатив-
ной операции в Бт и От имеет ср(т) разных элементов, где ф — Эйлерова 
функция. 

Знаком [а] обозначим идеал в 8т , порожденным элементом а е 8т . 

Теорема 2.1. 5 ш\О ш - максимальный идеал в 8т и для всякого идеала N в 8,, 
и N^5,,, имеет место N <^8т\Ст. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть яе5„,, Ье8т\От. Тогда (Ф,т) = с1>\. Из 
этого вытекает, что для каждого Ь е 8,„\С,„ имеет место $Ъ е 8,„\Ст. Пусть а 
любой элемент из С,„. Тогда (см. напр. [3]) уравнение ах = Ь имеет одно 
и только одно решение для каждого Ь е8т. Значит, для всякого а е Ст имеет 
место 8,„а = 8,„. Из передшествующих рассуждений вытекает, что С,„ = [1]/,„ 
а \\]$т - наибольший элемент в 8,„1 $,„. Из этого согласно теореме 2 
и примечанию 4 из [1] мы получаем утверждение теоремы 2Л. 

Лемма 2.1. Для каждых двух элементов а, Ь е 8,„ имеет место: [а]$,„ ^[Ь]^,, 
тогда и только тогда, когда (Ь, т)\(а, га). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, Ье8,„. 
]. Пусть \а\$,„ ^[Ъ]$т, т.е., [я]с[/?]. Тогда существует такой элемент 

\)е8т, что а = Ь\), т.е. а = Ъ\) (тоо1 га). Отсюда (а, т) = (ЪV, т). Значит, 
(Ь, т)\(а, га). 

II. Пусть (Ъ, т)\(а, га). Положим с1 = (Ъ, га). Тогда 

/ b m\ 
\ H d\a. 

Если <\ = т, то \Ъ\$т =[«]Дм =\т\$т. Если <1<т, о С,,,,, группа и 

0 e Gm d 

(через а обозначим класс вычетов по модулю т/а\, содержающий число а). 
Это значит, что для (Ъ/й) из От </ существует обратный класс (В/а1) '. Тогда 

(!)((з)'(з))-(з)-
Положим 
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Тогда 

( Й Н Й * т-е- | " я 5 ( п к х | 7 ) ' 
отсюда Ъ\) = а (тоо! т ) , т.е. Ьд = а. Значит, [а]$т ^[Ъ]$т. 

Теорема 2.2. Для каждых двух элементов а, В е 8т имеет место: 0тЬ тогда 

и только тогда, когда (а, т) = (Ь, т). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, Ь е8т. Тогда а$тЪ тогда и только тогда, когда 

[а]^[Ь] и [Ь)я[а], т.е. [а]^т^[Ь]^т и [Ъ]$,п^[а]$т. Согласно лемме 2.1 
[а]$„,^[Ъ]$т и [Ъ]$т^[а\$т тогда и только тогда, когда (Ъ, т)\(а, т) и 
(а, т)\(Ь, т), т.е. (а, т) = (Ъ, т). 

Теорема 2.3. а) Для каждого элемента а из 8,п имеет место: [а]$т = [<1]̂ „. = 
Ст3, где й = (а, т). 

Ь) | 5 „ / Д „ | = ( а 1 + 1)(а2 + 1)...(а г + 1). 
Через | Л | обозначим мощность множества А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть [а]$т любой элемент из 8т1 $т. Если аеСт, 

то очевидно, что [а]$т =[1]$т = Ст1. Предположим, что а^Ст. Тогда 
[а]$т ^[а] = [(8т\Ст)иСт]а = (8т\От)аиСта. Так как для всякого х е 8т\Ст 

имеет место за ф [а]$т, то [а]$т с Ста. Очевидно, что Ста ^[а]^т. Из этого 
вытекает, что Ста = [а]$т. Положим а\ = (а, т). Тогда [а]$т = [<1\$т = Ста\. 

Ь) Очевидно, что число всех взаимно различных положительных делителей 
числа т=р"1р%2...р"г равняется числу (а, + 1 ) ( а 2 + 1)...(а г + 1). Отсюда сог
ласно теореме 2.2 и утверждению а) теоремы 2.3 мы получаем утверждение 
Ь) теоремы 2.3. 

Обозначим знаком П(т) множество всех взаимно различных положитель
ных делителей числа т. 

Теорема 2.4. Если 

<1еВ(т), то Р Ш = Ф ( ^ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф - подмножество множества [1]$т/(1 х 8т опре
делено следующим образом: для каждого (х, у)е[\]$тх8т имеет место: 
(х, у)еЦ> тогда и только тогда, когда у = Ы. Пусть х - любой элемент из 
[1]Д„ ,/ и пусть х\ - произвольное целое число из х. Тогда х, =х (тоБ (т/а\)) и, 
следовательно, Х\й^х<Х (тос! т ) , т.е. ххА = Ы. Это значит, что гр - отобра
жение множества [1]$т/(1 в 5 т . Пусть х - любой элемент из [1]$т/а, т.е. 
(х,т/Л)=1. Тогда (хй, т) = (а1, т) = а*. По теореме 2.2 мы получаем, что 
Ые[Ы]$т=[а\]$т. 

Пусть й - любой элемент из [А]$т. Тогда 

(и,т) = (а',т) = а', т.е. (^; ^\ = 1. 
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Отсюда вытекает 

^ и ) = 7 с / = ы -
Из этого мы заключаем, что гр - отображение множества [1]Д„ ,, на [й]$т. 

Пусть х~\, х2е[\]$т а. Предположим, что Ц)(х{) = гф(х2), т.е. хх(1=х2(1 т.е. 
Х\д.=х2д. (тос1 т). Тогда 

x,=x 2 (modf), T.C i.-.*,. 

Из предыдущих рассуждений вытекает, что отображение ц>: [\]$т ,/—;•&,, 
взаимно однозначное отображение множества [1]Д» (/ на [3\$т. 
Следовательно 

Следствие 2.1 

Piлi=ф(Ş). 

^ ą>(d) = m. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Л ( ш ) = {̂ 0, ^ь ..., йР}. Тогда 

D(m) = \—, —, 
l «o d\ 

m 

Zi 
Так как 8т1 $т - отношение эквивалентности на множестве 5 т и | 5 т | = т , 
силу теоремы 2.4 мы получаем, что 

cleD(m) ť = 0 \ U , / 

Теорема 2.5. Для всякого подмножества Р в 8т, РФ0 иРФ8т имеет место: 
Р - вполне изолированный идеал в 8т тогда и только тогда, когда существует 
такой элемент (1е^(т), что Р = М(с1), с1 = рк2р2

2...рк/, где для всякого 
/ е {1, 2, ..., г}, к{ = 0 или кх = а, и по крайней мере для одного / 6 {1, 2, ..., г}, 
к,=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть Р - вполне изолированный идеал в 5 т и Р ^ 5 т . 
Так как 8т — конечная коммутативная полугруппа, то 8т удовлетворяет 
условию (КК). Тогда согласно теореме 1.4. существует такой элемент ае 8т, 
что Р = И(а), 8т\Р - подполугруппа в 5 т и [а]$т - минимальный идеал 
у 8т\Р. Положим й = (а,т). Тогда ввиду теоремы 2.3 [а]$т = [(1]$т и с1 = 
рк11рк2...рк

г

г, где /с, - целое число и О^/е.^а, для всякого /е{1, 2, ..., г}. Так 
как \3\$т - минимальный идеал в 5-ЛР, то З2е[3.]$т. Предложим, что 
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существует по крайней мере одно такое /е {1, 2, ..., г}, что 0</с,<а, . Тогда 
/с,+ 1^а, и /с, + 1^2&,. Из этого для числа р - + 1 мы получаем, что р\,+ 1\т, 
р\ + х \ А 2 и р к + 1\А. Отсюда следует, что (А2, т)Ф(А, т), т.е. [А2]$т<л[А]$т =0-
Это противоречит тому, что А2е[А]$т. Тогда для каждого /е {1, 2, ..., г} 
/с, = 0 или /с, = а,. Предположим, что для всякого /е {1, 2, ..., г} /с,-т-0. Тогда 
/с, = а, для каждого / е {1, 2, ..., г}. Это значит, что Р = N(3) = N(/7?) = N(0) = 
0. Это противоречит тому, что РФ0. 

П. Пусть <1е ̂ (т), Р = N(А), А = р\хр2

2...р\г, где для каждого /е {1, 2, ..., г} 
к, = а, или /с,=0 и по крайней мере для одного /е {1,2, ..., г} /с,=0. Тогда 
очевидно, что ((X2, т) = (А, т) и [А]^тФ[6]^т. Это означает, что А2е[А]$т, 
т.е. ([А]^т)2п[А]^тФ0 и 5 Ш ^ ^ ^ ) = 0, откуда согласно следствию 1.1 мы 
получаем, что N((1) - вполне изолированный идеал в 8т. 

Теорема 2.6. Пусть Ае^(т) и А = р\хр2

2...р\г. Тогда: 
(а) [А]$т - подгруппа полугруппы 8т тогда и только тогда, когда для 

каждого / е {1, 2, ..., г} /с, = 0 или /с, = а,. 
(Ь) [А]$т содержит идемпотент тогда и только тогда, когда для каждого 

/б {1, 2, ..., г} /с, = 0 или /с, = а,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ае^(т) и А = р\хр2

2...р\г. 
I. Пусть [<1]<#и - подгруппа полугруппы 5 т . Если А = т, (т.е. [<?]<&. = {0}) то 

для каждого /е{1, 2, ..., г} /с, = а,. Предположим, что Афт. Тогда N(А)Ф0 
([А]$т)2п[(1]$>тФ0. Отсюда согласно следствию 1.1. мы получаем, что N(3) -
вполне изолированный идеал в 8т. Из этого согласно теореме 2.5 мы полу
чаем, что /с, = 0 или /с, = а,. 

П. Пусть для всякого /е {1, 2, ..., г} /с, = а, или /с,=0. Если для всякого 
/е {1, 2, ..., г} &, = а,, то <1 = 0, и следовательно, [<*]<&, - подгруппа в 5Ш. Если 
по крайней мере для одного /е{1,2, ..., г} /с,=0, то АФ0. Тогда согласно 
теореме 2.5 N(3) - вполне изолированный идеал в 8т. Из этого в силу 
теоремы 1.4. мы получаем, что [А]$т - минимальный идеал в 8т^(А). 
Отсюда вытекает, что [А]$т — подгруппа в 8т. 

Ь) Пусть [А]$т содержит идемпотент. Тогда ([А]^т)2п[А]^тФ0. Из этого, 
согласно следствию 1.1 N(А) - вполне изолированый идеал в 8т. Тогда по 
теореме 1.4 мы получаем, что 5Ш(<1) - подполугруппа в 5 т и [А]$т -
минимальный идеал в 5\^<1). Это значит, что [А]$т - подгруппа в 8т, откуда 
согласно утверждению а) мы заключаем, что для каждого /е {1, 2, ..., г} 
/с, = 0 или /с, = а,. 

Если для каждого / е {1, 2, ..., г} /с, = 0 или кх = а,, то согласно утверждению 
а) мы получаем, что [А]$т - подгруппа в 8т. Отсюда мы заключаем, что [А]$т 

содержит идемпотент. 

Теорема 2.7. (а) Полугруппа 8т содержит точно 2Г идемпотентов и каждый 
идемпотент можно писать в виде ё = Аа, где а подходяще выбранный элемент 
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из Ст и а\=р\хрк

2

2...рк

г

г и где для каждого /е {V 2, ..., г} /с, = 0 или к, = а, (см. 

[6]). 

(Ь) Полугруппа 8т содержит точно 2Г вполне изолированных идеалов 
и каждый вполне изолированный идеал Р в 8т, РФ 8т имеет вид М(ё), где ё 
подходяще выбранный идемпотент из 8т и ёФО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.7. вытекает из теоремы 2.6 теоремы 2.3 
и теоремы 2.5. 

Теорема 2.8. Пустъ & е ^(т), йФ т и \&\$т - подгруппа в 8т. Тогда [й]$т 

изоморфна с подгруппой Ст/с1 полугруппы 8т (1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через ё идемпотент подгруппы \д\$т. Сог

ласно теореме 2.7 существует такой элемент аеСт, что ё = 3а. Пусть \р -
подмножество множества Ст ,, х 8т определено следующим образом: Для 
каждого (х, у) е От (, X 8т имеет мето (х, у) е гр тогда и только тогда, когда 

у = хс1а. Если х - любой элемент на Ст с{ и хх - произвольное целое число из х, 
то Х\ = х (тос1 т/(1). Из этого Х\(1 = ха1 (тоо! т). Тогда Х\с1а = хс1а (тоо1 т). 
ЭТО означает, что гр является отображением множества Ст а в 8т . 

Пусть х - любой элемент из От (1 = [1]Дл, т.е. (х, т/а')= 1; и так (ха1, т) = 
а1. Так как а из От, то (а,т)=1. Из передыдущего мы получаем, что 

(ха*а, т) = (I. Отсюда следует, что хс1ае[Я]^т. Значит, что гр(х) = хс1ае [А]$т. 
Это значит, что гр — отображение множества Ст/(1 в [д\$т. 

Пусть хх, х2еОт({. Предположим, что гр(х{) = гр(х2), т.е. Х\а1а = х2с1а. Так 

как аеСт и Ст - группа, то из передыдущего мы получаем, что х]а
1=х2а'. 

Отсюда следует, что Х\=х2 (тод т/а1), т.е. Х\=х2. Так как От ({, [а\]$т -
конечные множества и согласно теореме 2.4 \Ст ,/| = \[3]^т\, то гр - взаимно 
однозначное отображение множества Ст/с{ на [аУ]$т. Покажем, что отображе
ние гр: Ст(1^>[д,]$т является гомоморфизмом От а на [аУ]$т. Пусть х, у -
произвольные элементы из От 1{. Тогда 

гр (ху ) = ху Аа = ху е = ху ее = хе • у е = х йа • у а1а=гр(х)гр(у). 

Теорема 2.9. Пустъ а1е^(т), а'Фт. Пусть [Л]$т - подгруппа полугруппы 
8т и пусть ё - идемпотент группы [о\]$т. Тогда для каждого а е [а\]$>т имеет 
место: 

а*(та) = е ( т о с 1 т ) ( с м . [8]) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 2.8. существует изоморфное отобра
жение гр группы Ст а на группу [й]$т. Пусть а - любой элемент из [Я]^т. 
Тогда существует такой элемент В е От/а, что а = гр(6). Согласно теореме 5.1 
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фермата имеет место Ь«т/а)=1 ( т о й т1Л\ т.е. 6«т/а>=1. Тогда Ц>(6*(т/<>)) = 

гр(1). Значит, 0 К Й ) ) ф ( т / < о = ё, т.е. а ^ ^ = е (тос! т ) . 

Теорема 2.10. Пусть выполняются условия теоремы 2.9. Тогда для каждого 

элемента ае[3]^т имеет мето: ак(т/а) = е (тос! т ) , где к - обобщенная 

функция Эйлера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.10. можно провести аналогичным образом 
как доказательство 2.9. 
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