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SUR LA CONVERGENCE DE POLYNÔMES Pn(T) 

ASSANI IDRIS, RADKO MESIAR 

Nous nous plaçons ici dans le cadre d'un espace de Riesz c'est à dire un espace 
de Banach réticulé tel que |x | ^ \y\ =-> ||x | | ^ | | y | | . On suppose que E possède une 
norme continue pour l'ordre. Pour les notions sur ces espaces voir [1]. Le théorème 
suivant est un critère permettant d'obtenir la convergence faible d'une suite de 
polynômes de T à coefficients positifs. 

Théorème Ll. Soit E un espace de Riesz séparable ayant une norme continue 
pour l'ordre. Considérons un opérateur positif T de E-+E et une famille Pn(T) de 
polynômes de T à coefficients positifs de plus grand exposant T""1 tels que 

(i) VxeE {Pn(T)(x), neN} est relativement faiblement compact. 

(ii) il existe f:N-*R+ telle que f(n)-*\ et Pn+l(T)^f(n)Pn(T). 
n v 

(iii) V x e E \\(Pn+i(T)-TPH(T))(x)\\-*0. 

(iv) s u p | | P n ( T ) | | < + ^ . 

Alors VxeE Pn(T)(x) converge faiblement. 

D é m o n s t r a t i o n . Elle s'appuie sur celle du premier théorème de [2]. Il suffit 
de montrer que de la suite (n) on peut extraire une sous suite (nk)k telle que 
Pnk(T)(.) converge faiblement pour tout xeE vers un opérateur limite L(n) 
vérifiant les relations L(n)oT= ToL(n) = L ( ( M ) + l)^L(n). 

Celles ci sont des conséquences de (ii) et (iii) une fois l'existence de l'opérateur 
limite est démontrée. Nous prouvons maintenant cette existence. 

Soit (y,), une suite dense dans BE , boule unité du dual de E muni de la topologie 
o(E\ E). Considérons {(Pn(T)):::(y,), ieN}. La condition (iv) entraîne l'existe­
nce d'un réel positif M tel que 

sup \\Pn(T)\\ =sup \\(Pn(T))*\\^M< + oo . 

Donc les (Pn(T))*(y() appartiennent à une partie compact métrisable de E ' pour 
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o(E\ E). On peut extraire par un procédé diagonal de la suite (n) une sous suite 
(nk) telle que 

VxeE (x,(Pnk(T))*(yi)) 

converge lorsque k tend vers l'infini pour tout i. Autrement dit 

V x e E (Pnk(T)(x), yi) 

converge pour tout i lorsque k tend vers l'infini. Il nous reste à montrer que cette 
relation subsiste pour tout yeBE . Pour cela nous allons prouver que la suite 
{Pnk(T)(x)} admet pour tout x une seule valeur d'adhérence. 

Cette suite en admet au moins une compte tenu de (i), appelons la a(x). On a 

(a(x),y)=\im(Pnkj(T)(xly) Vy e BE. 

Si a'(x) est une autre valeur d'adhérence on a 

(a'(x),y) = \im (Pnki(T)(x), y) V y 6 B E . 

en particulier 

(a(x),yi) = (a'(x),y,) Vi . 

La suite (y,) séparant les points de E on a donc a(x) = af(x). 
On peut donc définir un opérateur limite positif qui vérifiant les relations 

indiquées nous permet de conclure que Pn(T)(x) converge faiblement, n 
Corollaire 1.2. Soit E un espace de Riesz séparable ayant une norme continue 

pour l'ordre, g: N—>K+, g croissante avec lim g(n)=+<x>, lim ( , = 1 et 
n n g(ft) 

T un opérateur positif tels que 
r i / T2 Yn~1\ 

(i) V x e E , {-7—r I + T + — + . . . + 7 ) (x ) ;neN, n^2} est relativement 
lg(n) \ 2 n-lj 

faiblement compact. 

(ii) s u p | ^ f l + T + Ç + . . . + - ^ 4 ) | | = M<oo. 
» \\g(n) \ 2 n-1/" 

1 / T2 J^n-l, 
Alors Pn(T)= , x 11+ T + — + ... H 7 converge faiblement pour VJC eE. 

g(n) \ 2 n-l) 
D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de vérifier que les polynômes Pn(T) = 
1 / T2 Tnl \ 

—r^\I+T + — +... + 7 satisfont aux hypothèses du théorème 1.1. 
g(n)\ 2 n - l / 

OnaPn +KT) = ^ P 4 ' T ) + ^ ^ e t d o n c P „ + 1 ( T ) ^ - ^ P „ ( T ) e t 
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// \ g(n) on peut prendre j(n) —- - - . Il nous reste à montrer que pour VxeE, 

\\(Pn+ï(T)- TPn(T))(x)\\ -> 0. Il suffit de démontrer que 

\\Pn+l(T)-TPn(T)\\->0. 

S (T) 
Posons Pn(T) = -Jr-r, on a alors 

v ' g(n) 

P +l(T) T P n ( T ) - 5 " + l ( T ) " T S " ( T ) TSn(T)(g(n + l)-g(n)) 
n+l{ n g(n + l) g(n)g(n + l) 

Notons le premier terme (An) et le deuxième terme (Bn). 
On a alors 

ii(g,)ii=\T pn(T) g(n+l)r1
9<n)\ « imi M B ( n + ? - f n ) -» o 

Il flfvW + i ; || g(n + L) n 

I+T + -^+...+-—T i"+T + 4 r + . . . + - L - r ) 2 n V 2 « - 1 / 
011 

(A.) </(n + l) 

— + — +...+-
I + Г 2 6 n(n-l)_ 

g(n + í) g(n + í) 

I + т (S3-S2) + ^(Si-S3) + ... + -^-[(Sn+l-Sn) 

flirt+ 1) t?(n + l) 

/ + T S2-(Sз-^+S4 •-;+.•• + $. (^ľ2J(7ГЗŢj) + ^ ' • — j 

donc 

ø(л + l) + ' ø(л + l) 

, | ( A , | , J | I + T + S 2 | | M .^ ££i) _M_ 
0(n + l ) g(n + l ) « ( f i - 2 ) ( n - l ) « - I n 

On obtient donc la convergence faible grâce au théorème 1.1. • 

Remarques 1.3. (*) Si E = Inv T®(1— T)(E), on peut montrer alors que les 
1 / T2 Tn~1\ 

expressions Pn(T)= , , [I+T + — +...H r) convergent fortement si 
0(>O ^ 2 n - 1 / 

l i m - l M - > 0 . 
n log(n) 
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т2 

(**) Pour g(n) = n, l'hypothèse sup - ( i + T + — + ... +——r U s M < + oo 

n'implique pas que les moyennes de Césaro de T sont bornées. L'inverse par contre 

est vrai puisqu'alors sup — < + oo. 
n>\ Il n II 

II 

Deux exemples d'opérateurs positifs pour lesquels 

I \Tn II 
< + oo 

et 

P + T + . . . + T"'1!! 
SUP : = + °° • 

E x e m p l e II . l . On considère Q = {1, 2} ^{1} = 1 = \i{2) et T l'opérateur 

( i o ' 

1 ) • 

On a T" = ( J donc sup — < + oo . 

Mais Mn(T)=(l n ~ l \ et donc sup ||Mn(T)|| = + oo . 

Remarquons que si on pose 

M = M, (T)+ . . . + Mn(T) 

" n 

et plus généralement 

M , K > ( T ) . M',K->(T) + MV" "(T) + ... + Mj,"->(T)^ 
n 

on a aussi pour cet exemple 

sup| |M (
n

K )(T)| |=+oo V K ^ l . 
n 

Exemple II.2. L'espace Q sera consitué d'une suite disjointe d'ensembles finis 
Xk, k^2. Chaque espace Xk sera constitué de k points numérotés de 1 à k. Nous 
définissons une mesure \i sur Q et une transformation $ en posant 

, ( | > - { / POU, ! « / « * e . * ( J ) - { * I m ^ 

sur chaque Xk. 
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Nous définissons l'opérateur T sur l'espace L(Q, /#, Li) (où .r4 est la tribu des 
parties de Q) par la relation T/ = /o(/>. 

I T"1"!. 
— ^ M < + oo il suffit de le montrer sur chaque Xk en 
n ||. 

prenant la fonction indicatrice d'un élément (/0). On vérifie que 

c l l 0 Mi_0_i_) )<9 w n - Y 
«F n/i(Oo)) 

De plus T étant cyclique sur chaque Xk on a 

R I »0 VfeLl(Xk) 
Il « lu n^+œ 

et donc 

_ 0 VfeV(Q, r4,pi). 1-1 
i i « I I . 

Il nous reste à montrer que sup HM^T)!!!---+ oo 
.n 

î + T + T2 + + T" ~1 \ 
(Mn(T) = — J. Pour cela prenons sur chaque Xk la fonction fk 

prenant la valeur 1 au point 1 et zéro ailleurs. On a ||/fc||i = 1 et 

l + 2 + . . . + fc fc + 1 
|M*(T)(A)| | ,-- : 

donc 

sup||M„(T)||,= +oo 
n 

Si maintenant nous considérons LP(Q, iï, \i) avec 1 <p<2 on obtient les mêmes 

conclusions. On a ||/fc||P = l et 
k(J-i) / î \ P 

\\Mn(T)(fk)\\p=^yr l 1 + fc) • P u i s c l u e T ( 1 ) = 1 8 r a c ê à l'inégalité de Riesz on 

a encore sup — ^2 i . 
Il n ||-

Remarque II.3. L'idée d'utiliser une décomposition de l'espace X en une 
somme d'espaces Xk vient de [3]. 

III 

Nous nous plaçons ici dans le cadre d'un espace LP(X, âf, JU), /x étant une mesure 
a-finie et 1 ^p < oo. La démonstration de la proposition suivante est basée sur une 
méthode connue pour des contractions [4]. 
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Proposition III.l. Soit (Tn)neN une famille d'opérateurs de Lp(,u)—>LP(JU), 

1 ^ p < o o , telle que sup | | T „ | | p ^ M < o o . 

Alors pour V/eL p , a p > l nous avons 

(1) sup-Şř * 
II " " l l p I 

sup 
T„/| ;M| / аp ү 

\аp-l) 

(2) 3-Ч°'P-S-
D é m o n s t r a t i o n . Soit / G L P . Considérons *—»_£ т„/ 00 , on a 

( ł ) | J | Ţ ^ | ' ф ( - ) î S M p | | / | | - | ; J _ . 

En effet [5] exercice 22 p. 532, on a 

£ 1 
„--i nap \ a p - l j 

On déduit de (*) que 

est définie et donc que 

IZ_1 

n = \ J | '*• | 

p Tn/ 
—» 0, p.s. que donne —77—> 0, p. s. 

n n n 

r iTn/(jc)iip 

D'autre part si on pose gfi(^)= sup « • 
Ll^n*£N I M I J 

O n a jgldn^fj Tnf\ dp, ce qui prouve (1). • 

R e m a r q u e III.2. Pour p = 00 on obtient aussi (2) et (1). Pour (1) on a 

ҺЯ. sup sSMЦ/IU, a > 0 , / б L « 

Théorème III.3. Soit T un opérateur de LP(JLI)—>LP(^), l ^ p < o o , tel que 
\\I+T+ ...4-T""1!! 

sup ^ M < 00. Alors 
« Il n \\p 

<»ьы т-_ тpn 

Í + T + — + . . . + 
2 n - 1 

0 S / І Ş 4 - 0 з(«) » 
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V / e L p , a p > l , ^ ( / + T + Ç + . . . + ;
r ^ ) / - r O , p.s. (2) 

V / e L P , a P > l , | s u p ^ ( l + T + Ç + . . . + ̂ ) ^ ( 2 + f ) M ( ^ ) a | | / | | p . 

(3) 

Démonstration. 

1 / T2 Tn~l\ 

m('+T+T+-+^)-
= jh)(R4+R'ï+- + R-(n-2Xn-l) + R'-nh)- <" 

où nous posons 

Rn = I+T+... + Tnl. 

Donc 

I i (,+T+Ç+...+iT!)|| « M (gi+ » Uo. 
Ilflf(w) ^ 2 n - l / | | p ^f(n) V-tl « Az-1 / „ 

(2) D'après (1) on a 

±li+T+_+ +__\=_ l_+_+ + _ _ _ + _ _ _ \ 
n" \ 2 n-l) na\ 2 6 ( n - 2 ) ( n - l ) n - l T 

De la proposition III. 1. en prenant T„ =—- on déduit que 

/ - > 0, p.s. V/_LP, donc 
naxnJ n 

et 

(3) on a 

^ V ^' f = ^ V ^ *" n 
"a .t_ (/ - 1) x î ' na fť2 i

a x i i - 1 ~t ' p* 

-Rn r _ -^n/ П ГЇ 

л a (n - 1) 7 " na x « " n - 1 t ' P'S' 

sЛ?ŕ( / + т +т+-+йУҺ 
«,„„(_ Гfí__L+Ш\y.в , „ U « l t ì ( i- i) i n-\ì) ~~ 
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и̂р______/____ + _ 1 ^ - ^ У * : 
„"? л " Х л 1 и - 1 п" & 1-1)) 

ф+1)&ирАЕАУ_ 
^ " / п5*2 П"Х П ) 

О'аргёз 1а ргоро_л1юп III. 1. оп а роиг V/е^р 

}((-§Ь^РИЧ)'*<^Г»«. 
-'ой 

а?('+"т+-+Й)1-(г+!И-^)'^-° 
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4, Р\асе Зиьмеи 813 68 Вга1\я\а\а 

75230 Рагв СЕОЕХ 

О СХОДИМОСТИ ПОЛИНОМОВ Рп(Т) 

1аг.8 Аззаш, КасИсо Ме81аг 

Резюме 

В работе дается критерий для слабой сходимости полиномов Р„(Т) с положительными 

коэффициентами, где Т положительный оператор в пространстве Рисса. Как следствие получаем 

слабую сходимость полиномов 
1 / Т2 Тп ' \ 

рп(Т) = —— / + т+4г+... + — г ) . 
1 ' ц(п) У 2 п - 1 / 

Приводится пример положительного оператора Т, для которого Тп1п сильно сходится к нулю, но 

его средние Чезара не ограничены по норме. Для операторов Т в /_р с ограниченными средними 
Чезара (по норме) полиномы Р„(Т) = ( / + Т + Т2/2 + ... + ^ " ' / ( п - 1))/п" сходятся равномерно 

и почти всюду к нулю для р « > 1 . 
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