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SUR LA CONVERGENCE DE POLYNOMES P,(T)

ASSANI IDRIS, RADKO MESIAR

Nous nous plagons ici dans le cadre d’un espace de Riesz c’est a dire un espace
de Banach réticulé tel que |x|<|y| = ||x||<]|y||. On suppose que E posséde une
norme continue pour 'ordre. Pour les notions sur ces espaces voir [1]. Le théoréme
suivant est un critére permettant d’obtenir la convergence faible d’une suite de
polyndmes de T a coefficients positifs.

Théoreme L.1. Soit E un espace de Riesz séparable ayant une norme continue
pour I'ordre. Considérons un opérateur positif T de E— E et une famille P,(T) de
polynémes de T a coefficients positifs de plus grand exposant T"~! tels que

(i) Vxe E {P.(T)(x), ne N} est relativement faiblement compact.

(ii) il existe f: N— R, telle que f(n)—:l et P, (T)=f(n)P.(T).
(iii) VxeE ”(P,.H(T)—TP,.(T))(x)||~:O.

(iv) sup [[P.(T)|| < + .

Alors Vxe E  P,(T)(x) converge faiblement.

Démonstration. Elle s’appuie sur celle du premier théoreme de [2]. Il suffit
de montrer que de la suite (n) on peut extraire une sous suite (n,), telle que
P, (T)(.) converge faiblement pour tout x € E vers un opérateur limite L(n)
vérifiant les relations L(n)oT=ToL(n)=L((n)+1)=L(n).

Celles ci sont des conséquences de (ii) et (iii) une fois ’existence de 'opérateur
limite est démontrée. Nous prouvons maintenant cette existence.

Soit (y;): une suite dense dans Bg, boule unité du dual de E muni de la topologie
o(E', E). Considérons {(P,(T))*(y;), i€ N}. La condition (iv) entraine I’existe-
nce d’un réel positif M tel que

sup || P.(T)|| =sup [[(P.(T)*| SM< + .

Donc les (P.(T))*(y;) appartiennent a une partie compact métrisable de E’ pour
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o(E’, E). On peut extraire par un procédé diagonal de la suite (n) une sous suite
(ny) telle que

VxeE (x,(P.(T)*(y))

converge lorsque k tend vers I'infini pour tout i. Autrement dit
VxeE (P, (T)(x),y:)

converge pour tout i lorsque k tend vers I'infini. Il nous reste a montrer que cette
relation subsiste pour tout y € Bg.. Pour cela nous allons prouver que la suite
{P..(T)(x)} admet pour tout x une seule valeur d’adhérence.

Cette suite en admet au moins une compte tenu de (i), appelons la a(x). On a

(a(x), y) =tim (P (T)(x), y) Vy€Be

Si a’(x) est une autre valeur d’adhérence on a
< a (x) Y> _hm < nk,(T)(x)’ )’> vyeBE’

en particulier
(a(x), yi) =(a'(x), y;) Vi.

La suite (y;) séparant les points de E on a donc a(x)=a'(x).
On peut donc définir un opérateur limite positif qui vérifiant les relations
indiquées nous permet de conclure que P,(T)(x) converge faiblement. O
Corollaire 1.2. Soit E un espace de Riesz séparable ayant une norme continue
. . . +1
pour l'ordre, g: N— R*, g croissante avec lim g(n)=+0, lim L:(W)_l et

T un opérateur positif tels que

n—1
(i) VxeE, { (I+ T+T2 +l—)(x);neN, n=2} est relativement
(n) 2 n—1
faiblement compact.

(1+T+TZ + I

(i) sup )||-M<oo

( )
Alors P,(T) = a(n )(I+T+T2 +T"_]

> p 1) converge faiblement pour Vx € E.

Démonstratlon. Il suffit de vérifier que les polyndmes P.(T)=

n—1 .

I+ T+Z+ .+ T_ 1) satisfont aux hypothéses du théoréme I.1.
g(n) o, T

g(n+1) P.(T)+ g(n+1)n

()(

OnaP..(T)= et donc P,.+,(T)>g(—n) P.(T)et

g(n+1)
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g(n)

n)=—22J_ 5
on peut prendre f(n) PTEES) Il nous reste 2 montrer que pour VxeE,

|(Poss(T) = TP.(T))(X)l — 0. 11 suffit de démontrer que

”Pn+l(T)- T Pn(T)” _: 0.

T
Posons P,,(T)=S"( ), on a alors
g(n)

_ ‘S"H(T)—TS,,(T)_TS,,(T)(Q("'*“I)‘_()(”))
Pan(D= TR =220 gm gD

Notons le premier terme (A,) et le deuxieme terme (B,).
On a alors

Bl =|T P LA DO iy g 21+ D g (),

g(n+1) gn+1) n
n n—1
o I+T+Iza”+l—7(l+T+I:a“+T )
A)= 2 n 2 n—1
(A.)= g(n+1)
_I+T 2 6 " n(n-1)_
Tg(n+1) g(n+1) -

1 1
I+T (83_82)+5(S4_83)++;ET1(S,.+1“‘S,.)

“gin+l) g(n+1) =
1 1 1
LarT +sz—(s,-§+s,‘-g+...+s D _2)(n_1))+s"+. —
Tg(n+1) g(n+1)
donc
A <IET+S M & aG) M

gnt1) gn+D) Em-2)n-D Trn-1-
On obtient donc la convergence faible grice au théoréme 1.1. O

Remarques L.3. (*) Si E=Inv T@(I— T)(E), on peut montrer alors que les

™, | T

expressions P,(T)=—— (I+ T+ > +...+ p— 1) convergent fortement si

( )

lim 9(n)

m e >
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n—1
(**) Pour ¢g(n)=n, '’hypothése sup ll( r T

I+T+—+ ...+ sM< + o
2 n—1

n’implique pas que les moyennes de Césaro de T sont bornées. L’inverse par contre

n

n=2

est vrai puisqu’alors sup

n=1

< 4.

1

Deux exemples d’opérateurs positifs pour lesquels

n

<+ ®

sup
et

+T+..+T7_
Pl ="

n

Exemple II.1. On considere Q={1,2} pu{l

y=1=p{2} et T l'opérateur
positif sur L,(€2, u) défini par la matrice ((1) %)

n

n

OnaT"=(1 2n <+,

0 1 ) donc sup

Mais M,,(T)=((1) "Il) et donc sup |M,(T)||= + .

Remarquons que si on pose

M®(T) = M(T)+ n + M, (T)

et plus généralement

M("K)(T)___ M(,K—l)(T)+ MS_K—I)(T)_‘,_ L+ MEIK—I)(T) ’

n

on a aussi pour cet exemple
sup ||[M¥(T)|| =+ VK=1.

Exemple 11.2. L’espace €2 sera consitué d’une suite disjointe d’ensembles finis
Xk, k =2. Chaque espace X, sera constitué de k points numérotés de 1 a k. Nous
définissons une mesure p sur Q et une transformation ¢ en posant

) ' . . k pour j=1
= <j< =
u() {1 pour 1<j<k et ¢(j) {,-—1 pour 1<j<k
sur chaque X,.
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Nous définissons ’opérateur T sur I’espace L(L, 4, u) (ou A est la tribu des
parties de Q) par la relation Tf=fo¢.

n

Pour vérifier que sup <M< + = il suffit de le montrer sur chaque X, en

1
prenant la fonction indicatrice d’un élément (j,). On vérifie que

BO™GD) v
WP Gy 2 e

De plus T étant cyclique sur chaque X, on a

T /'l
n

—— 0 VfeL'(X.)

et donc
’I;l[‘ —— 0 VfelL (L, 4,u).
I n
Il nous reste a montrer que sup ||[M,(T)|;= +
T+T*+..+ T i
(M, (T)= I+T+ - +T ) Pour cela prenons sur chaque X, la fonction f;

prenant la valeur 1 au point 1 et zéro ailleurs. On a [|fi]i=1 et

1+2+...+k_k+1
k )

Mk(T)(fk)”l:

donc
sup [[M.(T)||= +

Si maintenant nous considérons L,(Q, 4, u) avec 1 <p <2 on obtient les mémes
conclusions. On a ||fi]l,=1 et
1

G- ° T :
IM.(T)(fl, =k—217 (1 +-}(—) . Puisque T(1)=1 gracé a I'inégalité de Riesz on
Tl <2,

nil,

Remarque II.3. L’idée d’utiliser une décomposition de I’espace X en une

somme d’espaces Xi vient de [3].

a encore sup l
n

Nous nous plagons ici dans le cadre d’un espace L,(X, Z, u), p étant une mesure
o-finie et 1 <p < ». La démonstration de la proposition suivante est basée sur une
méthode connue pour des contractions [4].
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Proposition IIL1. Soit (T,),.~ une famille d’opérateurs de L,(u)— L,(u),
1<p<w, telle que sup || T,||, <M <.

Alors pour VfeL,, ap>1 nous avons

T, I.f ap \°

= < <M|——
(1) [sup n,!L< sup |~ i M(ap_l) £l
) n’;f—>0, p.s.

N
Démonstration. Soit fe L,. Considérons x— >,
n=1

T.f 4
pr- (x)‘ ,ona

1
ap *

*) iif TiEX)

En effet [5] exercice 22 p. 532, on a

N a
> 1 s(—ﬂ—) "x1.

p N
du(x) <M llflls >,

n

= ne ap—1
On déduit de (*) que
D J LJ
2 | A
est définie et donc que
:’; p—>0, p.s. que donne %—» 0, p.s.

T.f(x)

[

: du ce qui prouve (1). O

D’autre part si on pose gf(x) =[ sup

1=sn<N
N
On a Jgﬁ, dusgj —’I%
i=1

Remarque III.2. Pour p =« on obtient aussi (2) et (1). Pour (1) on a

T"/l
sup

na

Tf

|| <Mllfll-, a>0,feL..

o

=

o

sup
n

Théoréme IIL.3. Soit T un opérateur de L,(u)—L,(n), 1<p<o, tel que

sup HI+ i H_IH <M< . Alors
n n
P

. logn

— 0 si -

, n g(n)

1) "5(1’1—)(1+T+§+...+n—€"—1)
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n—1 .
VieL, ap>1,— (1+T+T§+ +T )f—»O p.s. @)
1 T ™! 2
VfeL,, ap>1, SUgF(I+T+7+...+m)fi $(2+Z)M(ap ) Ifll5-
n= p
(3)
Démonstration.
1 T? T !
e )(I+T+ 5 1)
1 1 1 1
( )( +R36+ +R,, 1(n_2)(n_1)+Rnn__1'>, (1)

ou nous posons

R,=I+T+...+T" ",

Donc
T? T ! M (31 n
=";7 ?_
q()(I+T+2+ R — ) <()(ﬁt+n—1)_,,)0'
(2) D’apres (1) on a
1 ’Iq Tnl 1 R2 R3 Rnl R'l
(4 T+t aoT) = (et NCEDICES +o)-

De la proposition IIL.1. en prenant T, =% on déduit que.

P ><nf—->0 p.s. VfeL,, donc

et

(3) on a
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w2 NXn\n—1 n*&i—-1
s<(2+g> sup M)p
«u n=2 “Xn

D’aprés la proposition III.1. on a pour Vfe L?

[ ((2+2) sup L0 dws (242) e Z220) " s,

d’ou
1 T? ™! 2 ap \°
sup - (14 T+ + ..+ 1)4 s(2+a)M(ap_1) Ifll,. O

P
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O CXOOUMOCTH IOJIMHOMOB P,(T)
Idris Assani, Radko Mesiar

Pesiome
B pabore paetcs kputepui ans cnaGoi cxogumoctd noauHomos P,(T) ¢ NOROXHTENbHbIMH
ko3 duunenTamu, rae T nonoxuTenbHbii onepatop B npocTpaHcTse Pucca. Kak cnejcTeue nonyyaem
cnabyro CXONUMOCTh MOJIMHOMOB

P(T)=—

( )
IMpuBoauTcs npumep nonoxutensHoro onepatopa T, s koToporo T"/n CUABLHO CXOAUTCS K HYHO, HO
ero cpenHue Yesapa He orpaHuueHbl no Hopme. [ns onepatopoB T B L, ¢ OIpiHH4EHHBIMH CPENHHMH
Yezapa (no HopMe) noaunoMbl P (T)=(I+ T+ T*2+...+ T '/(n—1))/n* cxonsTcsa piBHOMePHO
W MOYTH BCIOAY K HYIO ans pa>1.

I+T+5+...+—

(14 T+ 3+t i)
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