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О НЕКОТОРЫХ БЕСКОНЕЧНЫХ КЛАССАХ 

ИТЕРАЦИОННЫХ ДЗЕТА-ФУНКЦИЙ 

H H Mocep 

(Communicated by Stanislav Jakubec] 

A B S T R A C T . In this paper, some class of the iteration zeta-functions is defined. 

With every iteration zeta-function some multiplicative perturbat ion of the Euler 

product is connected. 

В связи с тождеством Эйлера 

^ 5 ) = П]73Х' з = а + И, ( 7 > 1 , 

проф. А. А. Карацуба заметил следующее: По-видимому, тождество 
Эйлера и «заставляет» нули ("(<§) с I ф 0 «попадать» на прямую а = \ 

(см. [1; стр. 495]). Это замечание содержит в себе разные вопросы. 
Мы остановимся на вопросе об «устойчивости» множества нулей и 
кратностей нулей функции ("(я) относительно «мультипликативных воз
мущений» произведения Эйлера в ограниченной области 5 (локальный 
подход). 

В предлагаемой работе на некотором прямоугольнике & = ^Р(Т), 
частично налегающем на критическую полосу, построен бесконечный 
класс К^ = К^Д/^) аналогов дзета-функций Римана итерационных 

A M S S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n (1991): Pr imary 11M06. 

K e y w o r d s : approximate functional equation, iterat ion, zero of C(5)i multiplicity of the zero 

of C(s). 
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дзета-функций - для всех достаточно болвших Т > 0. Вот основнвге 
свойства этих функций: 

(а) любой итерационной дзета-функции соответствует мулвтипли-
кативное возмущение произведения Эйлера ($ Е <^, а > 1) 

А [з, 91(з),..., дп(з), ((з)} • Д ^ - ^ ф 0 , 

V Рв 

М цч 
Л = П { 1 + ^(^)} ) 1М*)1<1. 

7 7 1 = 1 , 

НГп(8) = 7̂77 [^ 9^), • - - , 9П(3), (($)} , 

где д1(з)). . . ,дп(з) - любвге аналитические функции входящие 

в некоторый бесконечный класс, 

(б) множество, состоящее из нулей и кратностей нулей любой ите

рационной дзета-функции, совпадает с аналогичнвш множеством 

для С(з), 5 Е &. 

Замечание 1. Свойства (а), (б) имеют место независимо от гипотезгл 
Римана. 

Далее отметим, что операция, сопоставляющая любому конечному 
количеству элементов класса К^ их «комплексное среднее геометрич
еское», сохраняет свойства (а), (б). 

С другой сторонв1, операция, сопоставляющая любому конечному 
количеству элементов класса К^ их линейную комбинацию, нарушает 
свойства (а) , (б). Дело в том, что для некоторые линейные комбинаций, 
кроме нулей ((з), 5 Е ^ , появляются новвю нули в любой наперед 
указанной части &. Конечно, это приводит и к нарушению гипотезы 
Р и м а н а для соответствующих линейных комбинаций . 

Наступает ли в процессе построения расщирений класса И^Д/^) 

сохраняющих свойства (а), (б), такой «момент», когда необходимо 

исполвзоватв гипотезу Римана (ср. Замечание 1) или гипотезу, что 

нули С(5)> 8 ^ {^) ~ просею? 

1. Формулировка теоремы 

Основой для построения итерационнв!Х дзета-функций является при-
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ближенное функциональное уравнение Римана-Харди-Литтлвуда 

«*) = Е ^+*(*) Е ^ + В Д > * > о, 
пйх пйу /~\ 

К0(8) = О(х-°) + О(11*-'ту'у-1), 2ттху = г, х = у=)[±==г1, 

справедливое в любой фиксированной полосе а Е (ах,а2) (см. [3; 
стр. 48, 55], ср. [2; стр. 85]), рассматриваемое в прямоугольнике 

^ = ^ ( Г ) = {5: аеЦа0), I 6 (Т,Т + а0)} , 

[т~ (3) 
а0 = К, К = Р>, Р = ^ , 

где 0 < е - сколь угодно малое число. 

Пусть О = Щ&) обозначает бесконечный класс всех аналитических 

матриц | |д($) | | , 5 Е <^, удовлетворяющих условию 

-, р - 1 / к уг__ 

| * » | - : ^ ^ (4, 
г = 1 , . . . , У , п е (е~1/кР, Р), N ^ а; = ш(Т), 

где 0 < ш(Т) - функция, сколь угодно медленно возрастающая к оо при 
Т —-> оо (например со = 1о§1о§Т, 1о§1о§1о§Т, . . . ) и 0 < А0 - некоторая 
постоянная . 

Исходя из (2) мы построим следующие бесконечные классы функций 
(полные итерации): 

)*(*) 

ŕ )ІV[S ' 1 \9
£(s)l A\9°(s)\\X(s)] 

ГГчì + y г ( 
í+1 Г WІ-1 

П 1 I WNn 
(s) 

* + l ґ тxrУ-l, 

j=i ^ 

Є = 0,1,...,L, L = y/ш(T)ìogK, s' = s-iT, sЄ&>, 

гдe 

1 N 

Ol^EÄ-iW- k = 0,l,...,£, Co°(̂ ) = C И , 

(5) 
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- компоненты вектора 

^(8) = шк

м[8,\\дк(з)\\,...,\\д0(з)\\,С(в)], 11/0011 е о , к = о,1,...,1, 

и далее, зависимость функции от матрицы означает зависимость от 

элементов этой матрицы, символ \\д (з)\\ означает, что элементы любой 

фиксированной матрицы ||<1($)|| € В принимают участие в определении 

итерации Скм+д-Л8) порядка к. 
Явно отметим, что в (2) «возмущаются» только члены 

1 , Х(з) 
п* ^ и1'8 

т.е., что С(з) в (5) означает невозмущенные члены входящие в (2). 

З а м е ч а н и е 2. Конечно, можно построить множество моделей, в кото
рых возмущаются другие (даже все) члены - комплексные осцилляторы 
Римана с конечным «временем жизни» - входящие в главную часть 
формулы (2), кроме членов 1, х(8) соответствующих значению п = 1. 
Выбор основной области 3?(Т) также допускает иные возможности. 

Справедлива следующая теорема: 

Т Е О Р Е М А . ДЛЯ любой фиксированной последовательности матриц 

{\\9к(3)\\}к=0> Изр/с(5)11 ^ В; 5 € &, I = 0 , 1 , . . . ,Ь, и для всех достаточно 
больших Т > 0 имеет место 

С(е+1)^8) = АЬ+1)А8Ш8) 8 е &, (6) 

гдe 
A{Í+I)N(S) = A(m);v[s> \\9e(s)l • • • > I|0O(*)II. C00] 

l N-l 

= ПП{1 + лЬ^+^)}, (7) 
1 = 0,1,...^, Ь=^МТ)\о%К, 

Р^+ъ (в) = Р ^ [в,д{(з),..., д^+1(з), У'Ч'Ж • • • > ||$0(-«)11, С(-0] =0(1) > 

. ( 8 ) 

и Р?н+Я. - аналитическая функция своих аргументов (компоненты д{п(
8) 

составляют вектор д{(з)^... и, в случае з = 0, последовательность 

№~Х(8)Ь • • •, 119°(5)11 - пустая). 

З а м е ч а н и е 3. Так как (см. (7), (8)) 

Л^ + 1 ) лг(*)*о, зе&, (9) 
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то (6) представляет собой нелинейное «комплексное преобразование 

подобия» функции С(5)> 8 €. &. 

2. Следствия из теоремы 

И з (6) в силу (9) немедленно получается 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Функции 

С(*), С1€+1)„[*Л9е(*)\Ъ---,\\9°(*Ш(*)]-, * е ^ , 1 = 0,1,...^, 

имеют совпадающие множества нулей и множества кратностей этих 
нулей для всех достаточно больших Г > 0. 

Действительно. Если д = /3 + 17 ~ нуль кратности п(д) функции С(5)> 
5 Е &, то соотношения 

СО?) = С (о) = ••• = С ( п ( ' М ) ( . ? ) = о, С ( п ( е ) )(<?) ф о 

в силу формулы Лейбница и (6), (9) переходят в такие же соотношения 

ДЛЯ С('/+1)Лг(8)> 5 Е ^ ' 
Целее из (6) в силу (7) и произведения Э й л е р а получается 

С Л Е Д С Т В И Е 2. Для « Е ^ П { 1 <сг} прт/ всея достаточно больших Т > 0 
имеет место аналог произведения Эйлера 

c&+W-) = Ц П { 1 + ж^+ щw}Пт^x'ć 0-
TaK KaK 

^jN+o, (*) = <*j-V+gi ( ^ *) + i/^N+a, ( ^ *) > 

TO (CM. (7)) 

*W*.o = I1 + jfe*Wa)| = i + o ( ^ ) , 
\3 

Ц „ + , > ( ) = а г ф + ̂ + „ , Ы } = агс,е ^ = о(±) 

(10) 
(аг§ - главное значение аргумента). Пусть далее 

Л(*+1)лЛв) = 4+1)^(^0е 1 Ф<'+ 1)- ( с т ' 4 ) , 8 € ^ , (11) 
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где 

К(1+1^ ~\^(е+1)^ > ^(^+1)N = : А.т%Ау+1)х 

- коэффициент растяжения (сжатия) модуля <̂ (з) и приращение 
аг^С(5) соответственно при нелинейном комплексном преобразовании 
подобия (6) функции С(5)? 5 € « ^ . 

Теперь в силу (7), (10), (11) имеем 

I N-1 

4+1)"М) = ПП^ + 9 >>') 
^ = 0 ^ = 0 

I N-1 

- « P ( E É Ц I + O Ш } ) 
4 j=0qj=0 7 

= exp{;O(^)j, £ = o,i,...,N. 

(12) 

Если например 
£ = Vӣ, (13) 

тo 

Значит, в случае (13) преобразование (6) допускает лишь малые рас
тяжения (сжатия) во всех точках &(Т) при всех достаточно болыцих 
Т > 0 . 

Аналогичным образом получаем 

4+1>"М) = Е Е ^+*>><) = °{Ь) № 
3=0 Я] =0 

и, в случае (13), 

ф (т)лг(<М) = Аг8{А^+ 1 ) л г(в)} = о( Л=г) = а г ё { Л ( т ) л г 0 ) } • 
(Г). 

Значит, в случае (13) преобразование (6) допускает лишь малые при
ращения во всех точках &>(Т) при всех достаточно больших Т > 0. 

Замечание 4. Для того чтобы преобразование (6) допускало, в прин
ципе, возможность появления «больших» растяжений (сжатий) и при
ращений в некоторых точках прямоугольника &(Т) и при некоторых 
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сколь угодно больших Т > 0, мы сделаем например следующий выбор 
для Ч: 

-<Ч<Ь. (15) 

В этом случае (см . (7), (12), (14)) 

и, очевидно, 

1С&+1)лг(-0 - С(*)1 = \Л'(1+1)„ - 1||С(*)1 = ( 4 + 1 ) " + -Ж001 й(К + 1)\С(8)\ . 

З а м е ч а н и е 5. Явно отметим, что коэффициент растяжения (сжатия) и 
приращение - не единственные характеристикы преобразования (6). А 
именно, для любого I = 0,1,...,2> (т.е., и в обоих случаях (13), (15)) 
могут встретиться большие значения производной 

^С&+1)^[*,11^(*)11,---,11»°(*)11,С(*)] 

=С(5)^л(^+1)лг(5) ^ з ^ - л ( т ) л г ( 5 ) ' 

д3

А(е+1)м(8) 

^ ч У /е=0г=1 е- 1 /^?^? ^ г п 

<\дк 

в некоторых точках 5 Е &(Т) за счет множителей , г п и, следова
тельно, большие коэффициенты растяжения в этих точках при конформ
ном преобразовании г = С(^+1ш(^)' 5 ^ с ^ ( Т ) . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1. В силу Следствий 1, 2 и Замечаний 4, 5 мы назовем 
любую из функций 

<'е+1)Л*ЛА*)1---Л\9°(*)1«*)], *е^>, 1е(±,ь), 

| |/(5)|| е о, к = о,\,...,(, 
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локальной итерационной дзета-функцией. Конечно, всякому фиксирован
ному И Е ( | г , Ь ) соответствует бесконечный класс Кг(0*) локальных 
итерационных дзета-функций; полагаем (ср . Введение) 

Замечание 6. Можно определить и полную аналитическую функцию, 

получающуюся аналитическим продолжением всех элементов любой 

фиксированной локальной итерационной дзета-функции С^+п/Д 5 ) > 

5 Е &°, где &° - внутренность прямоугольника &(Т). Такого рода 

функцию естественно назвать глобальной итерационной дзета-функцией. 

3. Класс изучаемых функций 

3.1. Положим (см. (2)) 

((з)=С(8) + ^(8), 

х(«) <*•>- £ té + ^ ) + ВД. 
n^e-i/кp 

*.<•>- £ (;?+#.)+*.<•>. (16) 

<*>- £ (£ + $ . ) • 

Taк кaк (cм. [2; cтp. 81]) 

^^-ď^i^tł)}. 2 

T . Є . , 

х(*) = 0 ( Р 1 - 2 " ) , * € ^ , (17) 

и далее (см. (3)) 
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то для 5 Е 2? имеет место 

^nSti 

E ^-O(P^^)=O(P-)=O(T-^). 

Следовательно 

Я1(з) = 0(Т-1'*), 5 ^ , 

так как К0(з) = 0(Т'^4) , 5 Е ^ . 

3.2. Вводя в & локальную переменную з1 

5/ = 5 - 1 Г = а + 1 ( * - Г ) ==<т + 1г, сте (^,ст 0 ), г е (0, ст0), 

^($) напишем в форме 

ом- х: ( > е " 8 ' 1 о е п + ^ е 8 ' 1 о 8 п ) -
е - 1 / К р ^ п < р Ч / 

Если компоненты вектора Х°(тг) удовлетворяют условию 

\х°(з)\й%, пе(е-
1/кР,Р), зе&, 

то для функции ^(з) «возмущенной» вектором Х°(з) имеем 

0.^8, Х°(8)] 

V- ( 1 с-3> ш{п+Хп(з)} ( Х(д)^сУ1оК{п+Х2(,)} 

1 Г, , * М 

ч n*" n 1 i т 

e - l / K p < n < p ^ 

E Ы - W + ž Щ ^ } ' 
e - l / K p < n < p 

Если теперь Х°($), Х 1 ^ ) , . . . Д (в), з Е ^ 1 , удовлетворяют условиям 

\Х'п(а)\й%, ^=0,1,.--,*, пе(е~1/кР,Р), зв&, (18) 

189 



HH MOCEP 

то мы получаем (ср . (16)) 

?(8) = С' [«, Х°(8), ..., Хе(8)} = С(3) + ^е+1(3), 

^е+1(5) = ^е+1[з,xо(в),...,x^(8)] 

е-1/Кр^п<Р\ ^пЛ > П з=о*< П ) ) 

з€ &>, -? = 0 , 1 , . . . , Ь . 

(19) 

Замечание 7. Функции типа (19) при условиях (18) и составляют 
класс изучаемых функций. 

3.3. Справедлива следующая лемма: 

Л Е М М А 1. Если 

р - 1 / _ -

3=0,1,...,г, * = 0 , 1 , . . . , _ , п е ( е - 1 / А : Р , Р ) , 5 € ^ : 

шо. при условиях 

где 0 < А0 - постоянная. 

Замечание 8. А0 - постоянная, входящая в условие (4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о Л е м м ы 1. Так как в силу (20) 

*&*) <_L 
n a0ш ' 

SЄ &, nЄ(e~^кP,P)t j = 0 , 1 , . •Л, 

(cp. ycлoвиe (18)), тo 

Ь 6 ( I + Ş) -Ч _U 

(20) 

а0 = К, ^=Vш(Т)^оёК (21) 

имеет место оценка 

\(г(з)\<А0^/Р, зе&, * = 0 , 1 , . . . , _ , (22) 
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(1о§ - главное значение логарифма) и, следовательно, 

=ЧśЧi+oШ}}^ч°ш} 
<expi^)£expbfei=*' 

в силу (21). Далее (см. (17), (21)) 

К' 

(23) 

-C l~к> T-^oo, 
e - l / K p ^ n < p 

L<^L<J- J- = ̂ < P<T < _ Ł _ (24) 
na - pcr - ^ p ' nl-a n - e-l/Kp pl-a ' 

x(-) =0(Ę^L\=0(i\=0( i 
п 1 - а ^ ^ р ! - ^ ; ^ У \У/Р 

З н а ч и т (см. (19), (21)) 

Qe+i(*) = (ҡ^şк) = ° ( ^ ) ' s Є ̂ ' (25) 

равномерно относительно выбора векторов Х^(з), ] — 0 , 1 , . . . , ^ , I — 
0 , 1 , . . . , Ь , удовлетворяющих условию (19). Д л я С(з) (см. (16)) три
виально получается оценка 

С(з) = 0(^/Р). (26) 

Теперь из (19) в силу (25), (26) следует (22). • 

4. Итерации нулевого порядка 

Пусть ||_7°($)|| Е В - любая фиксированная матрица. Функцию (Дз), 
я € &, выбираем в качестве начального эленмента и полагаем 

КЛ*) = О ) = ^91п(*)$(*)' О*) = С(в), (27) 
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где д°п(з), №°п[з,д°п(з),ф)] - к о м п о н е н т ы векторов д°(з), №°[з,д°,(} 
соответственно. Очевидно 

|И?„(*)1 = ^1.°„(-)НСо°(*)1 < Ч^ГР' 

т.е., Й ^ удовлетворяет условиям (20). Теперь мы определим класс [({Ч 
функций по формуле (см.(19)) 

с°(.) = с? [*, «?(-•)] = с(.) + д г [., й?(_)] 

Р-1ДР<П/Р Ч ^ } К ' 

s Є 

где, по Лемме 1, 

| С ° ( - ) | ^ 4 У Р , 5 6 ^ . 

Пусть нами уже определен класс [с^?], 2 ^ г < N: 

С'(*) = С° [в, Й?(*)] = С(«) + (?! [в, «?(_)] 

-<*> + X. ( * { ^ Г + $ { ' + - * - } 
\(°г(з)\ < А0Т/Р, веРУ, 

(28) 

КпЫ = ___ О ) , <п = ^-2„С°_1 , (29) 
А : = 1 

где 

^ 0 п ( ^ = ^ 0 п [ « , 5 0 ( 5 ) , - . . , 5 г

0 _ 1 ( 5 ) , ^ г

0

п ( 5 ) , С ( 5 ) ] 

- компонента вектора 

^ ( « ) = «;0[*, _?(*),. ..,.7?(*),с(*)] 

и д^п - компонента вектора д%(8) • 

Положим 

И ? + 1 » = И * (*) + и , 0

+ 1 » , и,°+ 1 1 И = -^° + 1 , п С г ° , 

где И ^ + 1 - компонента вектора Й^?+1 очевидно удовлетворяющего 
условию (20), (см. (4), (28)), как неполное среднее арифметическое 
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(ср . (29)) выражений типа (27). Теперь мы определим'класс [Сг+1_ п о 

формуле 

ел*) = сг°+1 [*, #?+М = с(8) + я, [., &?+м 

-<*>+ х: ( М - ^ Г ^ Ь ^ / 1 
е-1/Кр^п<р\ ^ > ^ ) / 

где, по Лемме 1, 

|СГ°+1(*)1^АУР, *е&. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Элементы бесконечных классов 

[С?], [ с 2 ° ] , . . •, [ & ] , 

сопоставленных начальному элементу Со(5) = С( 5 ) и бесконечному 
классу О матриц ||<1|| мы назовем итерациями нулевого порядка функции 
С(«$), 8 € &. Специально, класс [С^] мы назовем классом полных итера
ций нулевого порядка. 

Замечание 9. Класс полных итераций [С^] характеризуют следующие 
соотнощения 

с » = ей [*. К(»)] = с(°) + Ях [*. Й$ОО] 

,с{а)+ Е (Ц1+щ-'+т{1+щ), т 
\(%(8)\^А0^, 8Е&, 

где (полное среднее арифметическое) 

"'.vд-o = E < > ) = jj E t ó C - i t o , 

»').„(*) = ^ п [*^_(*),.. .,^_ 1 (в),^»(*).СЫ] 

компонента вектора 

" * ( « ) = И ' , у [ 5 , ^ ( 5 ) , . . . , ^ ( в ) , С ( 5 ) ] = Й ^ [ 8 , | | д

0 | | ,С] 

^o и \\дк'{8)|| ^ О полная матрица, элементы которой принимают участие 
н процессе итерации. 

З а м е ч а н и е 10. Очевидно (ср. (28), (29)) 

'.•0 < - — P , IW" (s)\< ^ P. . • = 1,. .. N . s G _J* 
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5. Итерации высших порядков 

Будем исходить из формулы (см. (19)) 

СЧ*) = С1 [*, Щ(з),Х1(в)] = С(з) + ^2 [з, Й * (в), Х\з)} 

и (дг(5) (см. (30)) выбирает в качестве начального элемента. Теперь, 
бесконечному классу О матриц ||д1(5)|| и начальному элементу (д!(5) 
мы сопоставим, способом п. 4, бесконечные классы функций 

Клг+1.1 > Клг+2- ' •' * ' Кглп ' 

&+-(-•) = &+Р [*, т З Д , «?(*)] = ОД + д2 [я, й* о), й^(8)] 

+ *Ш1 + ̂ Г ' / 1 + ^ 

ГДЄ 

r l >| ~S 

n1~s I n I I n 

r = l , . . . ,N , \(N+r(s)\ÍAQ^fP, se 

к\(*) = N Е&юс^-Л*)' &оо = с м , 
9 = 1 

^ г > ) = ^[*^1Чв),---,^1(*),«гп(*),С^(в)] 

= ^[*^11(*),.--,^-1(*),5г„(*),1|Л)11,С(*)] 

(при г = 1 совокупность векторов #| , . . .- .?*_! является пустой; это 
имеет место и в других аналогичных случаях) - компоненты вектора 

^г

1(8) = ^[8,-д1,...,д1

г,\\д°\\,С}; 

1^(3)1 ^ § — - р , 5 е ^ , г = 1 , . . . , ^ . 
'0 

Предположим, что последовательности {Цб^Ч5)!!}/,-0, # > 0, где вся

кое ||# (6')11 независимо пробегает класс Ю), и начальному элементу 

0/у(5) = О/у \ 6 ') ~ С(^_ 1)7УЧ-Л!(Л>) 
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уже сопоставлены бесконечные классы функций 

Кш-г^ ' 'Сш-Ы ' • • • ' \Ь№+т ' " < I/ , 

где 

с^+г(*) = с^+г[*.^(Ю..-..^-Ч*),^(*)] 
= С(з) + ^е+1 [в, ]У„(з),..., \Уе„-\з\ Щ<(з)} 

- - 1 / К о <Г „ ^ г> \ V- ' ,. -_ 1 ч ) 
*—' \ n i /t i -*--. i n / 0 1 \ 

- l / K p ^ n < p \ ^ J j~l ^ > (ól) 

J^=i 

\(e
eN+r(s)\%A0VP, seč?, r = l...,N, 

O ) = ^ Eflr„(«)CÍíV+í-l(«) . C,VS) = CVí-O , 
N 1 

g = l 
(32) 

^ г » = И'гпМОО. • • • .»г-1(«).Эгп(в),Ст(«)] 
компоненты вектора 

^ ( в ) = ^Лв.Й(8).---.^(я).11^"1(*)11,...,11Ав)11,С(в)] 
- i / к (33) 

сг0и; 

Теперь, бесконечному классу О матриц | |^^ + 1 (5) | | и начальному эле
менту 

С(^+1)/У( 5) = С̂ +1)7У ^ Сш + дг(^) 

мы сопоставим, способом п. 4, бесконечные классы функций 

1С(̂ +1)лг + 11 , К(̂ _+_1)А?гЧ-_г1 ' ' * ' ' 1С^+1)_У + Дг] » 

где 

с(г\)я+д«)=<1г+\^+г [«. т*\ • • •. яы*)^(*)] 
= С(8) + ^е+2[8,\VN(з),...,\VN(*)^+1(8)} 

е - 1 / к р ^ п < р \ ^ ) 3^1 ^ > 

| C ^ N + > ) I - _ A 0 > / P , _ € . * , r ^ l - - . , N , 

195 



HH MOCEP 

и 
1 п 

™гп \8) = до 2^9гп \8К(1+\)М+Я-\\8) ' С(^+1)дг = ^(1+1) N » 

к%4») = ^+1^^1(Ю,...,^1и-).5гГ(-),С(%
1

1)^(5)] 
- компоненты вектора 

W^(s) = W^ [s,9Í+1(s),.. .,g(
r
+1(s), \\9*(в)1..., \\g0(s)\\,<(,)] 

\W^1(s)\^e——P. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Элементы бесконечных классов 

мы назовем итерациями высших порядков функций С(5)> 5 €- ^ • 

6. Разность соседних итераций 

Справедлива следующая лемма. 

Л Е М М А 2. При условиях (21) имеет место 

Ст+г+1(*) - &Г+г(-0 = Ж7^+г(^)Сш+г(«) , (34) 

где 

-РЙ^+--(*) = -РЙ>г+--[*.^(-). - • - . » ' + ! ( - ) . 11^_1(*)11- И^°(*)И-С(*)] = 0 ( 1 ) 

и -Р1//у+г(5) ~ аналитическая функция своих аргументов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем любое значение С = 0, 1,.. . , Ь и 
пусть, сначала, г = 1 , . . . . IV — 1. Рассмотрим следующую разность 

С/л+,.+1(*)-с;.у+,.(*)» * е / ^ . (35) 

Так как (см. (32)) 

1 Г г 4 1.,, = Ц/г,и Ь " Н ! , Н > Ч И.» = "уу !Л-. >.»С/дг + , , (Щ 
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то 

(>^)Ч+^)Ч1+^П(1+^)Ч-
(37) 

Далее, поскольку (см. (4), ( 3 1 ) - ( 3 3 ) , (36)) 

•»'+.>» = °(лг^)- и г--°(^г)=«<^- <38> 
то (см. (3)) 

гtг 
Г 

n + 
^ ± ^ = О М - - Ч = о(-—-) 

и1 + ^^)=^^(1 + 0 ( 1 ) \ , (39) 
V п + Ш'гп) п + И?п\ \^0ш)у 

V п + ^ У ЧАГо;/ 
\ ' гп' 

Следовательно, (см. (36), (39)) 

Ч±,#Ч+йш: 
n + W, 

s' 9r 

Ìt{1+0(*У}{1+0Ш} <40) 

± ! V n + ̂ Ь ° Ш } Й - -
Теперь из (31) в силу (37), (40) получаем 

(еN+^+^\8) ~ (>№+А8) 
- 1 \ -s 

e - i / к p < n < p 

• E ^ { ( - ^ y - o ^ y n o ^ 
e - l / K p ^ n < p ^ \ / \ / j = 1 \ 

J^~^£N+r\s)C^N + AS) ' 
(41) 

197 



HH M O C E P 

гдe 

-Чw+гtø = - & + » + "ЧS+rtø . 

e-i/кpśn^P r n *• ^ 

1 п 
/ 7 = 1 X 

1 + ELУ' (1 + ^-'' 
n j -*---• \ n 

i 

(42) 

1 IK ł - x r ^ ^ r> ' Г П V У 

/ , = 1 Ч 

Для последних сумм получаются следующие оценки (см. (4), (21), (23), 
(24), (38)) 

Р^.(з) = о(*0ш%^=±^к) = 0(1), ш+Л ) у о КуГрРа0ш ) V ; ' (43) 

-&+--(*) = ОД. 
равномерно относительно I = 0,1,..., Ь, г = 1,..., IV — 1 при 5 6 «?. 
Теперь из (41) в силу (42), (43) следует (34), (35). 

Еще нам нужна оценка разности (сп. (32)) 

Ст+Л8; ~ С^дг(5) = (т+Л8) ~ ^ш (8) ~ ^еN+1(8) ~ С(^-^)N+N(8)' ^ = *» 
(44) 

соответствующая значению г = 0 характеризующая «соприкоснове
ние» между итерациами порядков I и I — 1. 

Прежде всего из (31), ^ —• -?+ 1, г = IV, получаем формулу 

^-1)ЛГ+Лг(5) 

е-1/кр^п <р ^ ^=1 \ / 7 = 1 \ / ) 

Далее, в силу (31), г = 1 и (44) получаем 

cí,v+iW-c?̂ )= £ ;Я(i + ^ Г - 1 } П Ѓ 1 + 
e-i/кp^n<P í \ / ; j=l V 

IVn 

n 

-c 3S{('^)-'}n(>^)' 
KP<n<P KX ' } j=lX 7 
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Поскольку (см. (32)) 

^1п = -&9е1п<Ш = ™[п > 

то (ср. (40)) 

(40') 
Следовательно, и в этом случае оценки типа (43) приводят нас к соот
ношению (34), г = 0. • 

7. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 

Из соотношений (см. (34)) 

С^+гИ = {- + лЬ-7/лГ+г-1(*)}С^+г-1(*) . 

С̂/у + г-1(5) = I 1 + д^^ЛГЧ-г-2(5)}С^ЛГ+г_2(
5) > 

С^ + 1(*) = {1 + ^ - ^ ( * ) } С / . у ( * ) . 

следует формула 

г - 1 

С ^ + Д ^ ^ С ^ ^ П ! ^ ^ ^ ^ ^ ) } ^ г = 1,...,ЛГ, 5 Е ^ . (45) 
<и=о 

Далее, аналогичным образом получаем (ср. (32), (44)) 

N-1 

Ст(3) = ((е-1)N + N(8) = С(^_1)ту(5) Ц I 1 + ДГс^^^-^уУ+д^Д5) | ' 
• ^ _ 1 = 0 

N-1 

С(.?-1)лД5) = С(̂ _2)7У-Ь7у(5) = С(>_2)/у(5) Ц I 1 + Д/^ ̂ (^-^2)7У+о^_2 (
5 ) ) ' 

C-2=0 

/ V - l 

cU*) = $*+*(*) = Co°(*) П í1 + ihғ^{s)}' Co°(*) = cw • 
70=0 

(46) 
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Следовательно, из (45) в силу (46) получается формула 

« * + » = соо П П Ч 1 + ж ^ + щ и } > (4?) 

где 
ДГ-1 г - 1 ЛГ-1 N-1 

п*=п. П* = П *<'• 
де=о (а=о ^=о ъ=о 

Окончательно, из (47) г = N получаются, в свою очередь, формулы 

(6), (7) для полных итераций . 

8. Некоторые алгебраические 
преобразования элементов класса Ко 

8.1. Комплексное среднее геометрическое элементов класса К^. 

Исходим из класса Кф итерационных дзета-функций 

к о ( ^ ) = у к<($»•)= у \<;11+1)„] 
<е(^,ь> <е(*,ь> 

(см. Определения 1,3) . Пусть 

^ • е ( | , ь ) , .7 = 1 , . . - Л , 1 ^ А ^ [§] + 1. 

И з класса [С^.+хш] м ы выбираем г(1Л элементов 

С&Й'^5) = С(\. + 1)Л/ [», и^-^оои, • • • > ..^Ч-он.а-О], 
д ( ^ ) = 1 , . . . , г (^ . ) , 

где г(-?-) - любое натуральное число и полагаем (см. (6)) 

fe r(Єj) ҳ ,.(.,)+... + 7 . ( ŕ j . ) 

G^),...,^)(s)= JJ JJ cfeííj^-) 

fc r(tá) 

= c w n n {Afeísiv}"(ei,+1+r(Éfc,> » ^ , 
j = l q ( « , ) = l 

(48) 
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(в последней строке выбираются главные значения корней). 

По Следствию 1 функции 

С(в), сг^)'---'^*)^); * е < ^ , 

при любой выборке ( г ( ^ 1 ) , . . . ,г(1к)} имеют совпадающие множества 
нулей и кратностей нулей а по Следствию 2 - представление 

Сг(м,..,^)(5) = лг^)'-'^)[5,С(8)] П ~ГХ ф ° 
р Р3 

для 5 Е ^ , сг > 1; конечно, Л г ^ 1 ) ' "" ' г ^ , с ) [8, С($)] выражается нужным 
произведением (ср. (1)) в силу (7), (48) и бинома Нютона. 

Замечание 11. Итак, преобразование (48) элементов класса К^ сохра
няет свойства (а) , (б) из Введения. 

8.2. Линейные комбинации элементов класса Кф, д л я которых 
гипотеза Римана неверна. 

Элемент класса Ж^(&) обозначим через С[$--Ко]. Пусть С [ 5 . ^ о ] . 3 — 
1 , . . . , к - любое конечное количество элементов и 

к 

Нк[8,а1,...,акЛ1,...,(к] = ^ а ^ [ 5 > К о Ь 
з=\ 

где а - комплексные числа. Пусть далее 

С ( О ^ 0 > 5 т ^ ^ > т = 1 , . . . , * - 1 , зтфзт,. 

В силу Следствия 1 имеет место 

С * К „ , К о ] / 0 , 3 = 1,...,к, т - = 1 , . . . Д - 1 . 

Так как линейная однородная система уравнений 

к 

Л % ' 1 ^ к о ] = 0> ш = 1,...*г-1, 
3 = 1 

всегда имеет нетривиальное решение а , то функция 

/с 

./ = 1 
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кроме нулей ^ Е ^ , заведомо имеет к — 1 нулей зш Е &, §шф д, при 
этом А: может принимать сколь угодно большие значения. 

Замечание 12. Точки зш Ф д можно выбирать произвольно в любой 
части прямоугольниика @*. В частности, в случае | < К е { $ т } ^ а0 

* 
гипотеза Р и м а н а для соотвретствующей функции Н, 5 Е & - неверна. 

Замечание 13. С другой же стороны, в связи с рассмотрением ли
нейных комбинаций элементов класса Кд мы приходим к следующему 
вопросу: существует ли совокупность таких элементов Л[$, Ко], ] — 
! , . . . , & , /с > 1, для которых имеет место 

s^ge 

или жe 

3 = í 

з ф д Е & , 

где р , ^ =- 1,.. ., к - совокупность к разных простых чисел? 
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