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П Р О С Т Ы Е Ч И С Л А И « Б Л У Ж Д А Н И Е » 

НУЛЕЙ НЕКОТОРЫХ Ч А С Т Е Й 

ФОРМУЛЫ Р И М А Н А - З И Г Е Л Я 

О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О Р Е Ш Е Т К И 

H H M o 3 e p 

(Communicated by Stanislav Jakubec) 

ABSTRACT. In this paper, the distribution of the zero points of some parts of 
the Riemann-Siegel formula is studied. 

Введение 
Обобщение последовательности <1и (— 1 У 

Формулу Римана-Зигеля 

2(Ь) = 2 • ^ 4 = соз{1?(<) -1\пп}+ О (г - 1 ! 4) , 1= «А^, 
г<t 

Г Д Є 

i?(ť)=-|ťln7r + I m { l n r ( i + i | ) } 
= l l né-|-|+°(i)' 

'̂)= i lné+°(i)' 
(i) 

AMS S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n (1991): Primary 11M06. 
Key words : Riemann-Siegel formula, zero point, distance of consecutive zero points, irregu­
larity of the distribution of the zero points. 
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ЯН МОЗЕР 

напишем в следующей форме 

2(Ь) = 2- ^2 - ^ с о 5 { г ? ( 0 - < 1 п п } + О ( Г 1 ! 4 ) , 
п < Р 0 ^ П

 ( 2 ) 

(условие Н = \/Т выражает то обстоятельство, что исследование 
касается прежде всего очень коротких отрезков (Г, Т + Н)). 

Напомним, что в работе [1], обобщая последовательность Г р а м а {1и} 
мы ввели семейство последовательностей {^„(т)} следующим образом 

Ø[t„(т)] "-7ГI/ + T. I / r - 1 , 2 , . . . , TЄ(-7Г,7Г); 

ï (з) 
2 «[*.(!)]-«+*• 

При этом последовательность 4 1и ( — 1 > обладает специфическим свой­

ством — члены этой последовательности являются простыми корнями 

уравнения 

2-со8{*?(*)} = 0 , (4) 

т.е., нулями первого члена правой стороны формулы Римана-Зиигеля 

(2), (конечно, Ьи+1(— -у) =1А^г\). Д л я расстояния последовательных 

нулей и числа нулей функции 2со8{т9(^)}, I 6 (Т,Т + Н) имеют место 
следующие формулы (ср. [1], (40)) 

««•(§) -- ( ! ) -ш ţ + 0 (гѓ 2 /-р 

<? = Е 1 = ^ЯЬР 0 + О(1). ( 5 ) 

т ^ ^ ( ^ ) ^ т + я 

В теперь предлагаемой работе мы обобщим последовательность 

К*Д 7Г) Г с л е Д У Ю П 1 И М образом. Вместо первого члена 2соз{1?(^)} мы 

используем следующую часть суммы входящей в (2) 

Zг(t;P) = 2- ] Г _ C o s { i ? ( ť ) - í l n n } , 
n<P0,pšP 

(6) 



П Р О С Т Ы Е Ч И С Л А И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

содержащую неограниченное при Т —» со количество членов, где р -
простое число и 

ре(2,Р), п=Цра^, 1=а(р)=Р(Р), 

рйР 

Р = Р(Т) -> оо, Т -> оо, 

при условии 

рйр 

Далее, вместо условия (4), ставим следующее условие 

21(Ь;Р) = 0, 1е(Т,Т + Н), (8) 

которое, как мы увидим, сводится к условию 

*ЫР)]-СЫРУ,Р]=™ + %, (9) 

где 

СИ; Р) = Е ^ ^ + Е ^ ^ + 0(1) (ю) 
рйР V рйР 

для корней 1и(Р) уравнения (8), (С(1;Р) зависит только от простых 
чисел входящих в отрезок ( 2 , Р ) ) . 

1. Результаты 
Локальная регулярность распределения 
нулей 7и(Р) и «блуждание» этих нулей 

относительно линейной решетки 

В вопросе о распределении нулей 1„(Р) функции 2г(1\ Р), I е (Т, Т+Н) 
получены следующие результаты. 

(А) Д л я последовательных нулей ^„(Р) > 1Ь,+\(Р) € (Т,Т + Н) имеет 
место следующая асимптотическая формула 

oo, 

(11) 



ЯН МОЗЕР 

Соотношение (9) (см. (3)) определяет взаимно однозначное соответ­

ствие 71,(-р) ^ ^ / ( " о у » т , е*> величина 

7„(") - * , ( т ) ' %(Р)е(т,т + Н), 

однозначно определена; в соответствующем месте работы показано, что 

'^)е(т-7Щ-т+н+фг)- <12) 

Поскольку остаточный член первой формулы в (5) оценивается как 

Ох —г——о— , то с огромной точностю можно считать, что точки 
\ Т 3 / 4 1 п 2 Г / 

^ ( т Г / У Д ° в л е т в о Р я ю Щ и е условию (12) составляют линейную решетку 
7Г 

с расстоянием -;—-—- между соседними узлами. 

Далее, для любого фиксированного нуля *у (Р) Е (Т,Т + Н) имеет 
место (см. (5), (11)) 

У^(р) = ^(Р) + ^рок + о{^^}, 

К0+к ( | ) = Ко ( | ) + ]Щк + ° \ТЩ\] 

к = ±\,±2,...,±К, 

ы2т' 

т.e. 

Ъо+^Р)-К0+к(1)} -ЬР0= [Ъ0(Р)-К0(1)\ -1пР0 + о(^=у 

Ъ0+к(Р)-К0+к(1) Ъо(Р)-Ко($) 
7—\ 7—\~ ~ 7—\ 7—\"' ~~* ° ° ' 

Ь"о+к+1 {-) ~ Ь»о+к {-) ^о + 1 ( 2 ) ~ 1и0 \2) 

(13) 

К У^Рр 
и(Т) ' 

где 0 < ш(Т) - функция, сколь угодно медленно возрастающая к со при 
Т - > о о . 
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Асимптотическое равенство (13) выражает регулярность распреде­
ления нулей 1„{Р) лежащих в очень коротком отрезке 

оносительно решетки 1„0+к (~о") > & Е (—К, К); использованная оценка 

*• (*и--(т) -'"(I)} < и(Т)^Р0 • 

В вопросе о колебании величины 7„(Р) — ̂ Д~о~) > 7„(Р) ^ (Т,Т + /I) 

в работе получены следующие результаты. 

(Б) Имеет место теорема о среднем квадратическом для величины 

%(р)-кШ-

1 v-^ Г , _ / 7Г \ 1 1 ІП ІП ІП J 

Q- £ [%(p)-*Щ ~ 2 ^ Ř 
vгgt l.(f)gг+яL J ш -^o 

P!Lt Г-+00, (14) 

где Н Е ( Р 2 , у Т ) . Отсюда получается следствие: существует 7г/(-с>) ^ 
(Т, Т + Н) такого рода, что 

| ^ ) - 1 ( 1 ) | 1 , 

г | + 1 (>)-Щ > ^^ Е Е Е ^-" + 0 ° (15) 

при Т —> со. 

Более тонкие черты колебания величины < 1Ь,{Р)~^Ь, ("о") г выражают 

следующие результаты 
(В) Существ 

такого рода, что 
(В) Существует по меньшей мере |7з г(1п1пР 0) 1 / / 3 ^ значений ^ , ( - у ) 

%(р) - ? , ( ! ) 

^ + Ч г ) '"(2) 
= °(ш.W)^° (16) 
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при Т —•» оо, Н Е ( Р 4 , у Т ) иг]— сколь угодно малое положительное 
число, где например 

Р* = 1п2Р0. (17) 

(Г) Существуют два множества значений ^Д-ттК ^ Д " т ) ~ коли­

чество каждого из них по меньшей мере | Я ( 1 п 1 п Р 0 ) 1 / 3 ~ т ? - такого рода, 
ЧTO 

%(p)~K(_) ! / l n l n l n P 0 

Mi)-ř*(!) *v»lMP° 
%(p)-K(_) i / lnlnlnP0 

—oo, 

+00 

(18) 

при г-^оо, Не(Р4,Ут). 
Соотношения ( 1 4 ) - ( 1 8 ) свидетельствуют о полной иррегулярности 

расположения нулей чи(Р) Е (Т,Т+Н) относительно решетки ^ Д - у ) г • 

Под иррегулярностью мы подрозумеваем следующее: если зафиксиро-

ванно положение нуля 7„ (Р) €- (ТУТ + Н) (ср. (А)), то положение нуля 

71/0+А. о т н о с и т е л ь н о решетки при больших \к\ является совершенно нео­

пределенным. Явно отметим, что явление это имеет место и для очень 

короткого промежутка (Т,Т + 1п 2 Р 0 ) (см. (17)). 

Упоминавшуюся иррегулярность мы назовем блужданием нулей 

Уи(Р) ^ (Т,Т + Н) относительно решетки ^-/("9') г- Блуждание это 

можно считать результатом «азартной игры», которую и г р а ю т простые 

числа отрезка (2,Р) через посредство формул (9), (10). 

2. Интерференция колебаний 
определяющих функцию 7,_(1\ Р) 

По условию (7) имеем 

/ 3 . ^ 1 п Р < 1 п Р 0 . (19) 

Р_\Р 

Так как для функции Чебышева &(х) имеет место формула 

е(ж) = 5 ^ 1 п Р ~ ж , я - » со, (20) 

р_\х 
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то вместо (19) используем условие 

2Р-(1(Р)<\пР0. 

Замечание 1. Значения Р , /3(Р) фиксируем например следующим 
образом 

Р = (\пР0у-*, 13 = /3(Р) = (\пР0у'2, ее (0,1). (21) 

Справедлива следующая лемма. 

ЛЕММА 1. При условиях (21) имеет место формула 

21(Це,Р0) = 2'В(^е,Р0)'СО^{д(1)^С(^е,Р0)}, 

* е ( Г , Г + # ) , Н=\/Т, 

где 

(22) 

(23) 

(24) 

В(1)= Ц\М(г;р,е,Р0)\>0, 

и далее 

С(0=]Гагб{М(*;р)} 
рйР 

= у ^ 8т(*1пр) + у л 8т(2Ппр) + щ 

р^р рйр р 

при этом оценка остаточного члена справедлива равномерно относи­
тельно е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно имеет место 

2г{1) = аде,Р0) = 2 • Ке{е- 1 ^> 22(1)} , 

где 

т-г Л / р 1 . 1 п р \ к 

ад-^^,)-ПЕЧ- (25) 
р^р;с=(Л У ^ ' 

для I е (Т,Т + Н). Далее (см. (23)) 

аге М = аге(1 - <Э^+1) - аг§(1 -С}) = аг 6 М, - аг 6 М2 . (26) 

7 
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Пусть 

Мг = а1—\Ъ1, 

со_{(/3 + -)у} 
а1 = 1

 р (/з+1)/ 2 = 1 - ^ = 1 - 0 ( 1 ) , 
<л = Ипр. 

_8ш{(/3 + 1)у} 
°1 р0»+1)/2 

По формуле Тейлора имеем 

агеМ, = - а г с ^ ^ = - Ь - + 0 ( | Ь 1 | 3 ) , 

_7 = т ^ = ь

1

 + ь л + 0 ( 1 ь ^ ) = 0 ( Р 1^) 
и, следовательно, 

равномерно относительно е. В случае же 

М 0 = а0 — 1Ь- , 
-* - -3 81П</? 

2 = ~^~' 

аналогичным образом получаем 

c___ = i _ c , > i - - L 
v^ 2 = V2 

_ u _ ^ ^ ± 

- 2 sirкp sin(2<p) t „f 1 

(27) 

a r ^ м i = 0 ( ^ ) 7 т ) ( 2 8 ) 

а г ё М 2 = - а г с ^ = - ^ - ^ + 0 ^ | . (29) 

Следовательно, в силу (26) - (29) получается (24). Так как (см. (23), 
(25)) 

_-2(0 = П ЩЬР) = П 1М(*;Р)1 • П е ' а г к М ( ( ; р ) = В{1) • е*с<4>, 
Р__Р Р_^Р Р_^Р 

то отсюда следует (22). Доказательство Леммы 1 закончено. П 

Замечание 2. Тот факт, что оценки встречающихся остаточных членов 
справедливы равномерно относительно е (ср. (28)), мы уже не будем 
упоминать явным образом. 

Из Леммы 1 в силу (6) получаем: 

8 
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С Л Е Д С Т В И Е 1. 

] П -у= соз{д(Ь) - Ипп} = В(1) • соз{д(1) - С(1)} , 

п<р0, Р = Р ^П (30) 

в(*)>о, *е(г,т + #) . 

З а м е ч а н и е 3. С точки зрения оптики и теории сигналов формула 
(30) выражает в замкнутой форме результат интерференции колебаний 
неограниченного (при Г —> со) количества осцилляторов. При этом 
В(1), С(1) зависят лишь от простых чисел р (Е (2,р). 

3. Лемма о производной функции С(1) 

Справедлива следующая лемма. 

Л Е М М А 2. При условиях (21) имеет место 

±С(Ь;е,Р0) = О{(1пР0)^}, I е {Т,Т + Н). (31) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В обозначениях Леммы 1 имеем 

с- ,.-/ ч а1&1 +с\ЬЛ а0Ь0+с0Ь9 , , . . , , . ч 

Тьаге М^ = - ^ Щ 1 + ^ | Т б р = " М З ( Р ) + "4<Р) • 

Так как 

Ж+Ц = 1+0{р(/5+1)/-/' 

T O 

лад=°{^}. 

p ^ P Ч P=2 
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Аналогичным образом получаем соотношение 

M 4 ( P ) = ^ c o s ^ + o ( i ^ ) 

Следовательно, 

j j 

-C(t;e,P0) = J 3 - a r g M ( í ; £ ) P 0 ) 
P%P 

--z>s{tыp)+oШ 
= £ ^ c o S ( ť l n p ) + o(lnP), 

PUP v 

где использована формула Мертенса 

Е ^ = 0 ( Ь х ) . lnp 

< p 

Г lnp, n = p, 
c(n) = < 

У ' \o, nфp, 

/w-^-
C(x) = ^ l n p = 0(ж) 

pbíc 

получается оценка 

^Р<Р 

Теперь из (32) следует (31). 

10 

o(j2l^J=O(VP)=O{(lnP0)^} 

(32) 

Для главного члена в (32), по лемме Абеля 

? 
^ с(п)/(п) = - / С(х)?(х) их + С(Р) • /(Р), (33) 
п=3 { 

в случае (см (20)) 
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4. Теорема о нулях функции ^(^е.Рп) 

Справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 7'(е>^о)> т'Ч^^о) ~ последовательные нули функции 

ЗД^Ро), 1е(Т,Т + Н), не(Щ-,</т). (34) 

При условиях (21) имеет место асимптотическая формула 

У'(е,Р0)-У(е,Р0) = Т ^ + о{ * } , Т-оо (35) 
1 П / о I (1п^о) 2 -1 

(ср. (11)) и все нули функции (34) - простые. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как (см. (22), (23)) 

(36) 
.ЗДе.Ро) = 2В(1;е,Р0)-сов{Ф(1;е,Р0)} , 

В ( < ) > 0 , Ф(*) = 0(*) - С(<) , 1е(Т,Т + Н), 

то функции 

^ ( ^ е . Р о ) , соз{Ф(*;г,Р0)}; 1е(Т,Т + Н), 

имеют совпадающие множества нулей. Нули же второй функции опре­
деляются только поведением фазы Ф. Далее (см. (1), (31), (36)) 

Ф'(<) = 1>'(*) - С"(4) 

= 12Ы^ + °{})+0{^Ро^} 

= 1^+°{т)+°{^р°^} (37) 

• 
Замечание 4. Поскольку фаза Ф(2;е,Р0), I Е (Т.Т + .йГ), при допус­
тимом фиксированом значении е - возрастающая функция, то нули 
функции 2х(1\е,Р0) (если они существуют) являются простыми нулями. 
(Кратный нуль связан с корнем уровнения Ф'(0 = 0)-

11 
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Так как, например, для отрезка 

имеет место (см. (37)) 

*('+Ш^)-*« = ^ ) - ^ ~ 1 ' 1 * ' Г-°°' ^6(*''+Ш^)' 

то он содержит нуль функции 2г(Ь). 
Последовательные нули ^(е,Р0), "у"(е,Р0) функции 2Х(1) удовлетво­

ряют условиям 

Ф [У (е,Р 0);е,Р 0] =*•«/(.-. Р 0) + | , 
(38) 

Ф[7"(е,Р 0);е,Р 0]--7г.{Ке,Р 0) + 1} + | , 

где V = и(е, Р0) - целое число, т.е., 

тг = Ф( 7") - Ф(7 ') = Ф'(<*2) • ( 7 " - у ) , й2 е (У, 7"), 

и отсюда (см. (37)) уже следует асимптотическое соотношение (35). 

Замечание 5. В силу (38) можно использовать обозначения 7' = 7^ ? 

7 " = 7 , + 1 -
Пусть Ыг[(Т^Т + Я ) ; ^ ] - число нулей функции 21(1\е,Р0), Ь 6 

(Г,Г + Я ) . 

СЛЕДСТВИЕ 2. 

1УХ = -?-Я1пР0 + О { Я ( 1 п Р 0 ) 1 ^ } , Т - + о о . 

5, Структура амплитуды В(1) и ее оценки 

Так как (см (23)) 

|м( , ) | = {?(^} ' ' ( 1 -^тт ' с о 8 { ( ' 3 + 1 , -" п ' ' } ' 
__1 

.{1-М..сов(*1пр)} \ 

12 
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то 

1п\М(1;е,Р0)\ = -1сов(*1пр) + о ( 1 ) . 

Теперь, по формуле (23) для В(1), в силу формулы Мертенса 

^ 1 = Ы1пХ + Е0 + о(^) (39) 

Р = х 

(Е0 - постоянная Эйлера) , имеет место следующая лемма. 

Л Е М М А 3. При условиях (21) 

В(1;е,Р0) =евЛ<;е,Ро)+о(Шп\пР0)^ ( 4 0 ) 

zde 

B 
L N ' ' V 

TOK KOK 

i f re .- 3 -)- 5 U^os(tlnp). 
r,<P^V 

\ВХ(1)\ Щ ^ (41) 

т о , по лелс/ие Абеля (см (33)) в случае 

( 1, n = p , 

=(") = i n , 
10, n ^ p , 

><*> = ^ -

оплучаем оценку 

™-Ъ-о(&)-о{!%ё*}. («) 
Теперь из (40) в силу (42) получается следующее уточнение три­

виальной оценки В(1]е,Р0) > 0 (см. (23)). 

Т Е О Р Е М А 2. При условиях (21) существует абсолютная постоянная А > 0 
такого рода, что 

Л А  

р (1пР 0 )( 1 + е)/ 2-1п1пР0 . Д / > . - р \ > - р ( 1 п Р 0 ) ( 1 + е)/2-1п1пР0 

М) < ^Ч*»е>^01 < м> > (43) 
1е(Т,Т + Н), Т -> оо . 

В силу (23), (43) получается: 

13 
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С Л Е Д С Т В И Е 3 . 

\Z1(t;e,P0)\<P0^
Po^+"r2l^Po, te(T,T + H), 

npu T —> oo. 

6. Оценка разности уи — 1и{ -—) 

Справедлива следующая лемма. 

ЛЕММА 4. При условиях (21) имеет место оценка 

7 Ж ^ ) - ^ ( 1 ) = о { ( 1 п Р о ) ( 1 + е )

1

/ 2 , 1 п 1 п Р о } (44) 

для 1и е (Т,Т + Н). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, што нуль 'у (е,РА удовлетво­
ряет условию (см. (24), (36), (38)) 

* [7„(е, ^о)] " С [7„(е, -°о); е, Р0]=*' " 6 -°о) + | , 

С(«; в, Р0) = X; = ^ + Е ! ! ^ Г ^ + 0(1) . ( 4 5 ) 

Так как (см. (3)) 

PѓP vř -^ř 2? 

Ф ( | ) ] = 7 Г 1 / + 7> (4б) 
то (45) принимает следующий вид 

Чъ)-^[к{^)}=с(1и), 

т.е. 

Ь»-**(%)]-*<Ь) = С{%), (47) 

где (см. (1)) 

Й'ад = > Й - + 0 Ш - <И%.,<„(|)) (6(1.(^,7.)). (48) 

Теперь мы должны оценить пасстояние между 1и ( ^- \ и (Т,Т + Н). 

14 



(50) 

т.e. 

ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

Пусть V удовлетворяет условию 

^ Ы т ) ' ^ ( т ) ) ' 7,е(г,Г + я); 

очевидно (см (5)) 

т-Мт)-°(ве;)- (49) 

Далее из (45), (46) следует 

#Ь„)--э[ч(1)]-с(ъ) = <1>->), 

К - '*(!)] • ̂  - СШ = *(" - *) • 

где с14 входит в интервал определяемый точками *уи, ^Р ("о") ' 

^ ( т - т 4 , т + я + 1 4 ) ' ^>~кро- ( 5 1 ) 

Еще отметим, что (см. (24), (39), (41), (42)) 

С(Ь) = о { ( 1 П

1

Р ; ) ^ " } , . 6 < Г , Т + Я ) . (52) 

Теперь из (50) в силу (49), (51), (52) получаем оценку 

^{и.9)__Ь -и(*)]._Ш + сЫ 
1пР/ ' V" И 2 Л 1пР0

 + 1пР0 

= °(к) + °\ (1пР 0)(^)/ 2 • 1п1пР0 } ' 

т.е. (см. (5)), 

' Д 1 ) - Ч ? ) = ° { ( 1 п Р 0 ) ^ . 1 п 1 п Р о } - <53) 

Следовательно (см. (49), (53); 7„ € (Г,Г + Я ) ) 

,,(-)6---.Т + Л + 1>. ^ ( 1 п Р о ) „ 4 , . 1 „ , „ Р о <5«> 

(ср. (12)) и отсюда получаем соотношение (см. (48)) 

1?'(<*3)~1пР0> Т - * о о . (55) 

Теперь из (47) в силу (52), (55) следует оценка (44). • 
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JIH M03EP 

7. JleMMa o cpe/apeM 3Ha^eHHH ^JIH C2 ki/(-?-);£, PO 

CnpaBe^JiHBa cjie^yK>maii jieMMa. 

J IEMMA 5. lípu ycjioevjrx (21) UMeem Mecmo 

£ C 2 K ( f )'>e>Po] = ^ # l n P o • l n l n P + O ( J í l n P 0 • Vh^P) , 

(56) 
djur HE(P2,\/Ť). 

I o K a 3 a T e j i b C T B O . B cmíy (24) 

°* ['-(f)]= s > + s * + 2 5 > S j + 0 < 1 > + 0 ( | 5 i l ) + 0 ( | S 2 , ) ' <57) 

' . - E ^ - W f )••'}• 
2p ! 

(58) 

i\ne 

PÚP 

5
2 = EésinK(f)M-

OneBHflHO 

-1E E ^ - K (f) b. w} - *..+s" - s» • 
B CMJiy (5), (39) HMeeT MecTO 

E s1I = iííi„í.0.i„taP+o(ií.»n)+c(^)+o(1" ,"p)-
TS«.(f)ST+H ( g 0 ) 

Jlajiee 

E ^ = ± E E 4 r E ~{**><-)}-
Tgtv(f )gT+H " P±q VPq TštUVŠT+H 

r^e 
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ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

(в связи с производной V пробегает все значения и _ 1) так как (см. 

(1), (3)) 

<1 • / 7Г_\ _ 7Г 1 т _ 

6игЛ2)- #и (_Х\ ~ 2 1 п Р 0 ' °°-

По методу ван дер Корпута (см. [2; стр. 78, Лемма 1, стр. 73, Лемма 1]) 

т+н 

5 3 со8{2ти/>12Н} = / соз{2тп/>12(-с)} с!х + 0(1) 
Т<\1и{*)<\Т+Н т 

^ . 1п .Рп . 

lnÇ 

что приводит к оценке 

E S_ = OLP0-_Z_Z-^-A 
T<_t„{_)<_T+H \ P^q V P ^ l n 2 / 

= o(lnP0.EEA/f)= 0^2 ' l n Po> 
P, UP 

(61) 

В случае суммы 

Е 1̂з = 1ЕЕ4=- Е соз^зиь 
Т<Ли{_-)<\Т+Н Р>Я Т<\Ь„{%)_\Т+Н 

где 

< 3 М < о , 
аналогичным образом получаем оценку 

5 3 5 1 3 = О(Р1пР 0 ) . (62) 
Т<\1и{*)<\Т+Н 

Следовательно (см. (59), (60), (61), (62)) 

____ 
2тг 

Y_ S\ = -±-H\nPQЛn\nP + 0{H\nPQ), (63) 
т š t^(f ) = т + я 
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ЯН М О З Е Р 

для Я е ( Р 2 , ^ г ) . 
Поскольку сумме 3\ (см. (58)) соответствует главный член (ср. (59)) 

8 1 1 т>2 8 П p-
PÏPV 

то аналогично прежнему случаю получаем оценку 

X) 52

2 = О(Я1пР0), Я € ( Р 2 , ^ Г ) . (64) 
ТйЬи(^)йТ+Н 

Отметим, что по неравенству Коши-Буняковского (см. (5), (63), (64)) 

имеем 

5 2 1 З Д 1 = О(Я1пР 0 ч/1п1пР) , 
Тй1„(%)йТ+Н 

^ |5Х | =О(Я1пР 0 лЛпЬР), ( 6 5 ) 

Т&и{$)йТ+Н 

] Г \82\ = О ( Я Ь Р 0 ) . 
т^*.,(|)^т+я 

Теперь из (57) в силу (63) - (65) следует (56). О 

8. Теорема о среднем д л я величины ъ{є,Po) _ í " ( f | 

Справедлива следующая теорема (ср. (14)). 

Т Е О Р Е М А 3. При условиях (21) имеет место асимптотическая формула 

Ь- Е Ы..ъ-к®}'-\-^+о№5 , 
тйги(*)^т+н ° V ° / 

Т - > со, 
(66) 

для я е (Р 2 , у/т). 

Отсюда получаем (ср. (15)): 

С Л Е Д С Т В И Е 4. Для любого фиксированного еЕ (0, ^) существует 7 „ \ е . Р 0 ) 
Е (Т,Т + Я ) такого рода, что 

M-i(i)i>i-^ 1 л /ln ln ln P n 
1 V ° , Г ^ o o . 

2Po 
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П Р О С Т Ы Е Ч И С Л А И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

Д о к а з а т е л ь с т в о Т е о р е м ы 3. Так как (см. (31), (44), (54)) 

С[Ъ{е,Р0У,е,Р0]-с[г„(%);е,Р0] 

= ±С[<15;е,Р0}.[1и(е,Р0)-11,(^)] 

= °{(1пР0)Чп1пР0}' ъ^т,т + н), а5е(т-^т + н + ъ, 
(67) 

то из (47) в силу (55), (67) получаем основную (дла последующего) 
формулу 

[7„(с,Р0) " « „ ( ! ) ] 1пР0 = с[ ( Д|);с,Р 0 ] + о { ( 1 „ Р о ) .
1 , „ | „ Р о } (68) 

для всех 7,/ € (Т,Т + Н). Поскольку (см. (5), (54)) 

т-ь<.ьи(%)<т т+ж* ^ / (5)^т+я+^ ч ' 

то (см. (52); функцию С(Ь) в (24) можно считать определенной на 
отрезке (Т-^,Т + Н + ^)) 

о{с^Ш],,Рс},о{^^}. 
Следовательно 

(1пР 0 )^ ( 1 - с ) 

Т ^ 7 ^ 
E *['.(*)]- E ' ' M T ) ] ^ ® - o 

7*ŽT+H T<;t„(f)<;T+H ^ V 0/ ^ 

Еще отметим, что в силу (56) по формуле Коши-Буняковского имеет 
место 

- ^ р [ * Д | - ) ] | = О ( Я 1 п Р 0 . ^ 1 п Ь Р ) . (70) 
т ^ ^ ( ^ ) ^ т + я 

Теперь по формуле (68) в силу (56), (69), (70) имеем 

Е [7„(г,Р0)-^(!)]2-1п2-Р0 
т^^йт+н (71) 

=- ^ Я 1 п Р 0 - 1 п 1 п Р + О ( Я 1 п Р 0 - \ / Ы п Р ) , 
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ЯН МОЗЕР 

так как 

Поскольку (см. (21)) 

1п1пР = 1п1п1пР0 + 1 п ( 1 - е ) , 

то из (71) в силу (5) получаем (66). О 

9. Лемма о нулях главной части функции С(1; е, Ро) 

Пусть (см. (24)) 

С(1;е,Р0) = С0(1;е,Р0) + К(1;е,Р0), Я(Ь) = 0(1), (72) 

ад=Е^1^ + Е 1 ! 1 1 ^ = а д - Ь ^ ) , *€<Т.Г + Я> . 
Р 2 Р ^Р

 РйР Р 

Пусть 1У2[(Т,Т + Н);С0] обозначает число нулей функции С 0 ($), * 6 
(Т, Т + I?). Справедливая следующая лемма. 

ЛЕММА 6. Пусть Н Е ( Р 4 , \ / Т ) , п Е (0, | ) . Тогда при условиях (21) 
имеет место оценка 

1У2 > Я(1п1пР 0 )з "^ , Г -> со, (73) 

для любых допустимых фиксираванных е, г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно получается точно по методу 
А. С е л ь б е р г а [3; стр. 21-26] доказательства теоремы о числе изме­
нений знака известной (скачкообразной) функции 8(1). Напомним, что 
в [3] используется представление для 8(1) верное в предположении 
справедливости гипотезы Римана - обстоятельство не касающееся 
нашего случая. Следовательно, достаточно привести лишь основные 
формулы, соответствующие замене 8(1) —> С0(Ь). 

Поскольку (ср. [3; стр. 13, к = 1, х —> Р , стр. 14, (4.2)]) 

T+я 

{Cг(t)}2 dt = ±HlnlnP + 0(H)ђ H^P2, 

T 

T-\-r. 

I 
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ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

и, аналогичным образом, 

т+н т+н 

[ {С2(Ь)}2 й1 = 0{Н); [ СХ(1)С2(1) <И = 0(Н\п\пР) , 

т 

TO 

T+Я 

/ {С0(1)}2 6^ = ^Н\п^пР + 0(нVш^Р), Н ^ Р2. (74) 
т 

Далее (ср. [3; стр. 13, к = 2, х -• Р, стр. 14, (4.2)]) 

т+н 

I { С 1 ( 0 } 4 ^ = | я ( 1 п 1 п Р ) 2 + О { Я ( Ы п Р ) } , Н = Р4, 

т 

и, аналогичным образом, 

т+н 

J {C2(í)}
4dť = 0(Я). 

Так как 
{С0(*)}4 = С 4 + 4С3С2 + . . . , 

то, используя в надлежащих местах формулу Коши-Буняковского, по­
лучаем 

T+я 
/ { О 0 ( 0 } 4 с 1 ^ | я ( 1 п 1 п Р ) 2 + О{Я(1п1пР)^}, Н = Р4. (75) 

т 

Следовательно, по формуле (74) (75) получаем (ср. [3; стр. 24]) 

Г т+н . ) 3 / 2 

т+н I / {с 0 (0} 2 <и \ 
[ |C0(ť)l dí £ -L-I i — = -^HVhú^P + O(F), 

J {C0(i)}4 d í j 

/ í e ( P 4 , ^ Ť > . 
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ЯН МОЗЕР 

Пусть 

ь+н г+н 

а = _/(*, Н)= ^ С0(т) Ат, 3 = ^(^, Л) = У" |С 0 (т) | <1т, 

Так как (ср. [3; стр. 22, (5.3)]) 

т+н ( т+н 

] \а\а* =у/н-1 у \]с,{т)ат+ у"с2(т)ат 
Т I Т * * 

Т + Я *+/1 

| ^едат ^ = ^-11п1 + о(ял2), 

(77) 

T + Я ( T+H . í+Л t+h 2 ч -

dí 

T f 

;" 2 

dť = o(ЯЛ2), 
т+н t+h 2 

/ | / c > W d т 

T t 

T + Я / í + / i ч ,t+h L TЛ , Ł-I-Al ч , г-\-П ч 

J IJ C^dтjlJ C2(т)dт\dt = o(нh2J l), 

то (ср. [3; стр. 21, Лемма 7]) 

т+н 

i \J\dt<~^-Hhy/háňP. (78) 
Т 

Далее, из соотношения (ср. [3; стр. 24]) 

т+н т+н 

^ ^А^ = н ^ |с0М|а* + о ( л ^ ) ;

 со(') = о(^5)> 
Т Т 

в силу (76), (77) получаем оценку снизу (ср. [3; стр. 24, Лемма 8]) 

т+н 

í J dt > - L ( l - ^jHhVhď^P. (79) 
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ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

Пусть Е - подмножество интервала (Т,Т + Н), на котором ^ > ^\. 
В силу (78), (79) 

т+н 

[ ^ А1^ I (7 - |,7|) И > ^ННУ/\П\ПР (80) 

Е Т 

и далее (ср. [3; стр. 25]) 

т+# 
^2 &КНк2\п\пР. (81) 

т 
Следовательно, для меры Е имеем оценку 

2 / тл-и \ _ 1 

1+Ѓ 

I 

m(E) ž{ Jàt { т+н 

т J 

\ >£rH. (82) 
25 

Замечание 6. Соотношения (74)-(82) для С0(1) - это аналоги соот­
ношений А. С е л ь б е р г а для 3(1). 

Доказательство Леммы 6 завершается следуюшчим образом (нам 
нужны введенные ниже обозначения при доказательстве Теоремы 4). 

Подразделим интервал (Т,Т+Н) на -т- = / 0 интервалов -;-,, з2,... ^1о . 

Если ^ содержит точку из Е, 1 ^ г ^ /0, то С0(1) должна изменять знак 
или в 2х и л и в .11+1 • Так как по меньшей мере -т 2 этих интервалов 

содержит точку из Е, мы видим, что С0(1) имеет по меньшей мере 
(см. (21)) 

™-л ^п! И-л 
2й 50 к 

= ^ Я ( Ь Р ) * - Ь - 1 
2 

= 2^(1 - е ) Ь Ь . Я ( Ы п Р 0 ) Ь Ь - 1 > Я(1п1пР 0 )з^ 

нулей нечетного порядка в интервале (Т,Т + Н), т.е., имеет место 
оценка (73). • 

Замечание 7. Все основные соотношения (74) — (82) сохраняют силу и 
в случае замены С0(1) -> С0(1) + Г(1), I Е (Т, Т + Я ) , где 

(ср. замечание А. С е л ь б е р г а [3; стр. 26])-

В случае Г(1) = Я(1\ е, Р0) (см. (72)) из Леммы б получаем: 
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ЯН МОЗЕР 

С Л Е Д С Т В И Е 5. В условиях Леммы 6 

ЛГ3 > Я ( Ы п Р 0 ) з - ^ Т - > о о , (83) 

(N3 ~ ч и с л о нулей функции С(1), I Е (Т,Т + Н)). 

10. Теорема о малых уклонениях 

величины 7 , ( є , E o ) - í , ( f ) | - l n P o 

Справедлива следующая теорема (ср. (16)): 

Т Е О Р Е М А 4. В предположениях Леммы 6 и при условиях (21) существует 

по меньшей мере | Я ( 1 п 1 п Р 0 ) з ~ т ' значений ^ ( ^ ) такого рода, что 

Ы^о)-К^)}^Ро-о{^Ро^ЫЫРо), Т^оо. (84) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^\, з2,..., ^ , 1Х > Щ- - 1 - под­

система интервалов ^ з2,... , ^ о , каждой из которых содержит нуль 

функции С(1) (см. Лемму 6 и Следствие 4). Рассмотрим подсистему 

32>Н> • • • 1-7|а > *2 = [ у ] "> конечно 

/ 2 > 1 # ( 1 п 1 п Р 0 ) Ь ^ (85) 

Пусть ? 2 ' обозначает нуль функции С(2;е,Р 0 ) лежащий в интервале 

]21. Пусть ?-?'(•?•) ~ ближайший к нулю I21 член последовательности 

{^(т)}; очевидно ( с м - ( 5)) 

*"-«."(§) - ° ( _ Ы - (86) 

Поскольку 

TO 

24 
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ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И ФОРМУЛА РИМАНА-ЗИГЕЛЯ 

и (см. (85)) 

^ 1 > | я ( Ы п Р 0 ) Н . 

Следовательно (см. (31), (86)) 

с[е(!)]=с[с(!)]-с((-) 

Теперь из (68) в силу (87) получаем 

{7Ле,Ро)-е(|)}-1пРо^[е(1);^о]+о{(1пРо)/1п1пРо} 

= °{(1пР0)Чп1пР0}' 
(88) 

т.е., (84) П 

11. Неограниченные положительные и отрицательные 

уклонения величины < "У^е, Ро) — 1и (-г-) ? • 1п Р0 

В Замечании 5 положим 

i l n P Р(0 = Р ( ^ , Р О ) ± ^ 1 П Р 

и пусть (см. (72)) 

2 € (Т,Т + Н). Пусть далее ^ 4 , Ы5 обозначают числа нулей функций 
(89) соответственно. Очевидно (ср. (83)) 

ЛГ4, ЛГ5 > Я(1п1пР 0 )з-^ , г -> оо . 

Справедлива следующая теорема. 
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Я Н М О З Е Р 

ТЕОРЕМА 5. В условиях Теоремы 4 существуют значения 1у ( ^- 1, ^ ( ^- 1 

(Г,Г + Я>, где 

Е ! ' Е 1> |я(1п1пР 0 )*-1 

такого рода, что 

{%{е, Р0) ~ К ( § ) } • 1° Ро — ^ _ _ ° Д , 

{ ^ ( е , Р 0 ) - * , ( | ) } - Ь Р 0 ~ ^ 
ЫnlnP 0 

ln ln ln ln P0 

при Т —• оо (ср. (18)). 

Доказательство теоремы аналогично доказательству Теоремы 4, 
только вместо (88) имеем например 

{% a , ( Є ,P 0 )-**( f ) }-ЬPo 

= Ćþг(f);£'Po]-VîiпS+0{(lnP0)MnlnP0} 
lnlnP __ / ЫnlnP 0 

V 1 

пpи T —• oo. 

Ы n l n P үlnlnlnlnP 0 
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