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které se hodi pro jeho p¥ipad nejlépe. Praktické uziti tohoto postupu je oviem
razné sloZité podle povahy problému. Mé-li vybérovy prostor a prostor roz-
hodnut{ koneény podet prvki, existuje koneény poéet moznych rozhodovacich
pravidel a je tedy zasadné moZno prozkoumat provadéci charakteristiky kaz-
dého z téchto pravidel. I v tomto pfipadé byvaji praktické nesnaze, které se
zmnohonasobi, kdyZ je vybérovy prostor nekoneény a zvlasté kdyz je také
prostor rozhodnuti nekoneény. Zkoumani provadécich charakteristik po jedné
se stava nesnadnym a nemoznym; proto se pokusime Fesit problém v jistém
smyslu obracené. Specifikujeme piedem vlastnosti Zadouci provadéci charak-
teristiky a pokusime se uréit rozhodovaci funkei, existuje-li takova, jejiz prova-
déci charakteristiky maji naznadené vlastnosti. Z tohoto feseni vyplynulo od-
vozeni mnohych dnes béZnych pojmi matematické statistiky, jako napf. stej-
nomérnsé nejsilnéjsi testy statistickych hypotéz nebo systémy nejkratsich inter-
vali spolehlivosti.

Obratil jsem zde pozornost k nékterym prakticky dilezitym problémum
matematické statistiky, které mohou vést i k novym problémim matematic-
kym. Doufam v8ak, Ze z uvedeného je patrno, %e naléhavé a obtiiné ukoly
matematické statistiky jsou povahy logické a dale, Ze je tieba fesit problémy
spadajici do filosofie védy.

Literatura:

[1] B. V. Gnédénko: Kurs téorii verojatnosté], 1954, 2. vyd.
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TRI PRINCIPY INDUKCE V MATEMATICE
0. Héjek, katedra mat. a deskr. geom. el. fak. CVUT v Praze

V matematice je béZzné pouzivan znadmy princip tplné indukce; v nékterych
partiich moderni matematiky se stietdvame v analogickych situacich s tzv.
principem transfinitni indukce; koneéné v jednom élanku o zékladech analysy
A. Ja. Chingéin uvadi ,,spojity princip indukece‘‘.

Snad bude zajimavé si tato tvrzeni porovnat, a promluvit o jejich vyznamu.

I. Uplna indukee

Tzv. princip uplné (matematické) indukce lze formulovat takto:

A’'. Necht V je mnoZina (nékterych) prirozenych éisel, kterd spliiuje podminky
(a) obsahuje &islo 1;

(b) je-li pro nékteré piirozené &islo n splnénon eV, jetéZn + 1eV.

Potom V obsahuje vechna pfirozend &isla.

Formulace byva i jind — napf. se mluvi o tvrzeni 7', zavislém na ptiroze-
ném ¢&islu », pravdivém pro n = 1, atd., a usuzuje se na pravdivost vSech 7',.
Jiny tvar, ekvivalentni, formélné v8ak ponékud silnéjsi (m4é slabsi pfedpokla-
dy), je
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A. Necht V je mnofina (nékterych) prirozenyjch &isel, kterd spliiuje podminky

(a) 1eV;

(b) je-li pro piirozené n splnéno k € V pro vdechna prirozend k s k < n, pak
jetéEn + 1eV.

Potom V obsahuje vechna prirozend Cisla.

Uziti tvrzeni A’ je snad natolik znamé, Ze nepotfebuje objasnéni. Uvedme
jen jeden piiklad.
Duikaz rovnosti
(cos x + isin x)* = cos nx -+ isin nx (*)

pro viechna piirozena n lze snadno provést iplnou indukei: pro » = 1 neni co
dokazovat, a pfi ,indukénim kroku‘ staéi uzit znamych trigonometrickych
rovnosti

cosnxr cosr — sinnxsin x =cos (n + 1)z,

cosnxsin x +sinnrcosxz =sin (n + 1) z.

Pro aplikaci tvrzeni A bychom provedli ,,pfipravu‘‘: oznaéme ¥V mnoZinu vSech
piirozenych &isel n takovych, Ze (*) je spravna pro v8echna realnd a; pti uziti
druhé formulace by ,,pfiprava‘ byla: oznaéme 7', tvrzeni (zavislé na n) — rov-
nost (*) plati pro v8echna realna x.

Piipadéa-li tento pifklad pifli§ jednoduchy, staéi si rozvazit, zda (*) plati
i pro komplexni x (je nutno néco dokazovat?).

Na prvni pohled by se zdalo, Ze pfi A jde o béZné matematické tvrzeni typu
,»RdyZ ..., pak ...“l); a odekdvame tedy n&jaky dikaz. Co je to v8ak dikaz?
Zhruba feéeno, dikazem matematického tvrzeni rozumime odvozeni tohoto
tvrzeni pfesné stanovenym aparatem (formalni logikou) z piesné stanovenych
zakladnich tvrzeni (soustavy axiomu dané partie); tj. fetézec, jehoz ¢lanky jsou
matematickd tvrzeni, jehoZ posledni élanek je dokazované tvrzeni, a jeho%
spojky jsou formélné-logické kroky. V pifipadé tvrzeni A jde patrné o teorii
ptirozenych ¢isel; hledali bychom tedy moZnost odvodit A z elementdrnich
vlastnosti prirozenych &isel.

Lze snadno ukazat, Ze A plyne z tvrzeni: kazdad neprazdna &¢ast mnoziny
piirozenych ¢&isel obsahuje nejmensi (prvni) d&islo; naopak, tuto poucku lze
odvodit z A. (Dukaz sporem, neni-li A pravdivé, existuji pfirozena ¢isla, ktera
nepatti do V; budiZ m prvni z nich; oviem m =+ 1, nebot 1eV; m — 1€V,
nebot m je prvni € V?); tedy prece jen m e ¥, podle (b); spor). Ov8em, je otazka,
které z téchto tvrzeni, uvedené a A, je ,,vice zakladni“. Obecné minéni spise
preferuje A — zda se dokonce, %e A je jednou z nejzakladnéjsich vlastnosti
piirozenych éisel. Napf. v nejznaméjsf axiomatice elementarni aritmetiky po-
chézejici od G. Peana (1891), tvrzeni A’ vystupuje jako paty axiom.3)

II. Transfinitni indukee
B. Necht V je mnofina, jejiz proky jsow nékterd ordindlni éisla < ,, takovd, %e

(a) 1eV;

1) Naproti tomu u druhé formulace — pomoci 7', — jde o dikazové schéma nebo o meta-
matematické tvrzeni.

2) € znamené: neni prvkem, nepatfi do .

3) viz napf. [1] str. 133 a dalsi.
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(b) je-li pro nékteré ordindlni éislo x << oy splnéno B eV kdykoli < x, pak
téZael.

Potom V obsahuje vechna ordindlni &isla << og.4)

Je ihned ziejméa podobnost tvrzeni B a A. Omezime-li se zde na tzv. koneéna
ordinéln{ éisla 1, 2, 3, ..., tj. volime-li za «, pravé prvni nekoneéné ordindlni
¢islo, redukuje se B na A’. Tedy B je zobecnénim A.

Patrné tedy pouZivame tvrzeni B tam, kde bychom sice radi pouzili A, kde
nam v8ak A — a pfirozena ¢&isla — nestadi. Pritom je nékdy nepiijemné, ze
potfebujeme zavadét do ivah i nekoneénd ordinalni éisla, ¢imz se celd véc pro-
dluZuje a stava se méné piehlednou. Na Stésti lze formulovat B v ekvivalent-
nim tvaru — tzv. Zornovo lemma — kde ordinalni ¢isla explicitné nevystu-
puji; to je do jisté miry vykoupeno tim, Ze v Zornové lemmatu se vyskytuji
nejen mnoziny, ale dokonce systémy mnozin.

Necht je dana mnoZina A4, a téz soustava & nékterych podmnozin mnoziny
A (tedy prvky mnoZiny & jsou ndkteré mnoziny X c 4).°) Reknéme, e & je
monotonni, jestlize v kazdé dvojici mnoZin z & je jedna éasti druhé, tj. z

X,Ye¥ plyne XcY nebo YcX.

Dale, fekneme, Ze mnozina Y j je saturovand v &, jestlize zadna. mnoZina z &
neni vlastni nadmnozinou mnoziny Y, tj. ]es‘ohze z

Xe¥, X>Y plyne X =Y.

(Poznamky: Soustavy mnoZin éasto nejsou monotonni — nap¥. soustava viech
¢asti mnoziny o dvou nebo vice prveich. U monotonnich soustav &, saturo-
vand mnozina je prosté nejvétsi mnozina, patfi-li do &; u soustav nikoli mono-
tonnich muze byt i vice saturovanych mnoZin, ale také nemusi existovat
zaddnéd — napf. soustava vSech konedénych ¢asti mnozZiny vSech p¥irozenych
&isel neobsahuje Zadnou saturovanou mnozinu. Misto ,,saturovana‘“ se dasto
vyskytuje méné vhodny nazev ,,maximalni‘‘.) Nyni vyslovime Zornovo lemma;:

Z. Necht & je soustava (nékterych) podmmoZin mnofiny A spliiujici pod-
minkuw — ke kaZdé monotonni podsoustavé &' c & existuje mnoZina Y € & tak,
Ze X c Y pro viechny X ¢ .

Potom existuje mnofina Z ¢ &, kterd je saturovand v &.9)

Podminku tvrzeni Z lze vyslovit — kazdd monotonni podsoustava je shora
omezena (ve smyslu mnozinové inkluse) nékterou mnozinou patiici do &,
nazev: & je induktivni.

Nyni uvedeme jeden piiklad uZiti tvrzeni Z, ktery je sam o sob& dost
dilezity.

Budiz F libovolna mnozina funkei definovanych na <0, 1>; po F poZadujeme
jen toto:

je-lif,ge F,pak f +geF,
je-li f € F, o libovolné é&islo, pak «f € F.

4) O ordinédlnich ¢islech pojednévé velmi piistupn® [2]. Pro porozumé&ni daldi &4sti tohoto
élanku neni nutné byt obeznédmen s ordinélnimi &isly. Pak je ovSem nutno B vynechat.

5) Budeme déle predpokladat, ze 4 i &, &’ jsou neprazdné.
%) Dusledek lze zesilit: ke kazdé X e & existuje saturovanéd Z e &, kterd spliiuje Z D X,
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Takovou mnozinu F nazyvame linedrnim prostorem funkci. Napt. F miZe se-
stavat ze vSech FeSeni dané linearni diferencidlni rovnice bez pravé strany
(obyéejné nebo parcidlni, piipadné s proménnymi koeficienty); nebo ze vSech
mnohoélenii; nebo ze viech mnohodlent stupné < n pro nékteré dané n; nebo
ze vSech funkei po tsecich konstantnich v (0, 1>; atp. Naproti tomu napft.
mnozina v8ech mnohoélent sudych stupni tyto pozadavky nespliiuje.

Z ptedpokladu ihned plyne: je-li f, g € F', pak téz
f—g=f+(=1geF; 0=f—feF;

atd.

Rekneme, Ze funkce f,, f,, ..., f, jsou linedrné nezdvislé v <0, 1) jestlize

oafy + oofs + o Fopf =0
v <0, 1> jen kdyz
By =0, =...=0&,=20

(tj. kdyZz jedind jejich linedrni kombinace identicky nulova je pravé tzv. tri-
vialni, s nulovymi koeficienty). Nenastava-li toho, pak ikame, %e jsou linedrné

zdvislé; to nastane pravé kdyz existuji konstanty «,, «,, ..., «, takové, e
orfy + xofs + oo +opf, =0
al nékteré z «,, x,, ..., x, jsou * 0.
Zejména, jsou-li f,, f,, ..., f, linedrné nezavislé, pak téz f,, fs, ..., [, jsou

linedrné nezavislé. Naproti tomu, pfidame-li nékterou f, pak f,, fs, ..., o,
mohou a nemusi byt linearné nezavislé, podle okolnosti a volby funkce f (napi.
fis «+» [2» 0 jsou vidy linearné zavislé:

0./, +0.fp+...4+0.f, +1.0=0).

Uzitim Zornova lemmatu nyni dokaZeme toto tvrzeni: V kaZdé mnoZiné F
popsandho typu vidy existuje tzv. base, tj. mnozina B c F takové, Ze kazdou
f € F 1ze vyjadiit jako linedrni kombinaci prvki base,

f=o0by + by + ... +,0,, b.eB,

a to jedinym zplisobem (aZ na pofadi sé¢itanct).”)

Takova base tedy dokonale uréuje celou mnozinu F. V uvedenych piikla-
dech linearnich prostort lze dasto basi snadno sestrojit. Napf. je-li #/ mnoZina
viech feSeni obydejné linearni diferencialni rovnice bez pravé strany, pak basi
tvoti kazdy tzv. fundamentalni systém feseni; je dobfe zndmo, ze fundamen-
tarni systémy existuji. Naproti tomu u parcidlnich rovnic jiz situace neni tak
prizraéna. Pointa nasi véty tedy je, Ze v kazdé mnoziné F uvedeného typu
base vidy existuji.

Pristupme nyni k dikazu. Provedme ,,pfipravu k uziti Z: Necht & je
soustava vSech mnozin X c F, které sestavaji z linedrné nezavislych funkei
(tj. je-li fi, foy ..., [ € X, pak tyto funkce jsou linedrné nezavislé). Tato sou-
stava & splituje piedpoklady v Z, jak nyni ukaZeme.

Budiz &’ c & libovolnd monotonni podsoustava. Oznaéme

Y = U X (= sjednoceni viech X ¢ &) .
Xe9”

7) Mnozina B sama nemusi byt koneé¢na.
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Patrné X c Y pro viechny X c &’; mame jedté ukdzat, Ze Y ¢ &, tj., Ze ¥
sestavd z linearné nezavislych funkef. Necht tedy f,, ]‘2,. ., [» € Y. Protoze
Y = UX, existuje X, ¢ & tak, Ze f, ¢ X,; podobn&, existuje X, ¢ &’ tak, Ze
fr € X, pro ostatni k = 2, 3, ..., p. ProtoZze ¥’ je monotonni, mezi mnoZinami

X, X, .., X,
existuje nejvétsi — oznatéme ji X,; pak
fee Xpec Xy, tj. freX, pro k=1,2,...,p.
Jest Xge &' c &, tedy X, sestdava z linedrné nezavislych funkei, takze i

f1s f2s -+ [ jsOu linedrné nezavislé, jak jsme méli ukazat. Tedy skuteéné nase &
splituje predpoklady v Z.

Potom tedy existuje saturovanad mnozina B e &. UkaZme, Ze B je hledana
base. Necht f je libovolns funkce z F; je tedy bud f € B nebo f-e B. V prvém
piipadé

f = ]' '.f + O ’

f je linedrni kombinaci prvkd z B. V druhém piipadé je fe B, takie B' =
= B U (f) je vlastni nadmnoZinou k B,
B'>B.
:’: .

Protoze viak B je saturované, nemiZe byt B’ ¢ &, takie B’ = B U (f) nese-
st4vé z linedrné nezavislych prvki. Tedy existujf ¢isla o, «,, «,, ..., &, funkce
by, by, ..., b, € B tak, Ze
of +oby + ... Foah,=0, neni x =0, =...=0,=0.
NemiuZe ale byt « = 0, nebot pak by b, by, ..., b, byly linearné zavislé, ad
Be &#. Tedy je o =+ 0, natez
f = ,B1b1 + ﬁ2b2 + ...+ ﬂwbn

(Br = — ox/x). V obou pFipadech, f e Bi f € B, je tedy f linedrni kombinaci né-
kterych prvku z B (to je dusledek saturovanosti mnoZiny B). Je§té mame uka-
zat, Ze takové vyjadieni je jednozna¢né. Kdyby bylo napt. 8)

f= o0y + by + ... + b,

f=Biby + by + ... + Brby,

pak odeétenim dostavame

—,Bl)bl +(“2_/32)b2+"' +(0‘p_ﬂ1’)bp=03

takZe z linearni nezavislosti plyne

—P1=0, ay—Py=0,..., o, —f,=09,
tedy o, = . pro k =1, 2, ..., p; skutetné tedy mame jednoznaénost. Tim je
diikaz ukonden.
Zornova lemmatu se uziva zejména v moderni algebfe, a pak v disciplinach,

které z moderni algebry &erpaji — kombinatorickd topologie, funkcionilni
analysa (Hahnova-Banachova véta).

8) Jestlize napi. b, vystupuje v prvém vyjadieni a ne v druhém, pak doplnfme sé¢itancem
0. b;; tim dosdhneme toho, aby v obou vyjadienich byly tytéz funkce. ' .
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Nékdy misto Z uzivame ekvivalentni véty Teichmiillerovy,

T. Necht & je soustava (nékterych) podmmnoZin mnoZiny A, spliiujict podminku

— jest X € & kdyZ a jen kdyZ ka#dd koneénd podmnofina Y c X patii do <.
Potom existuje v & mnoZina saturovand v .

Rekneme, %e vlastnost P (podmno%in dané mnoziny A) je koneiného charak-
teru, jestlize pro kazdou mnozinu X plati: X ma vlastnost P pravé kdyz kazda
koneénd podmnozina mnoziny X mé vlastnost P. Potom tvrzeni T lze vyslovit:
ke kazdé vlastnosti P koneéného charakteru existuje mno#ina saturovani
viastnosti P (tj. takova, Ze ma P, avSak Zadné vlastni nadmnoZina nems P).

Je snad nyni vidét, pro¢ Z ma pomérné éastou aplikaci v algebfe: mnohé
pojmy algebry bezprostfedné souvisi s vlastnostmi koneéného charakteru. Tak
v probraném piikladé, mnozina X patii do & (tj. X sestava z linedrné neza-
vislych funkef) pravé kdyz totéz plati o kazdé jeji koneéné podmnoziné.?)
Kdybychom tedy v tomto ptikladé uZili T misto Z, uSetfili bychom si celou
Gvahu zaéinajici ,,Budiz &’ c & libovolna...*" aZ po,,... spliuje pifedpoklady
v Z“

V tomto odstavci jsme prohlasili, Ze tvrzeni B, Z, T jsou ekvivalentni, Ze
jsou jen riznymi vyjadienimi téZze skuteénosti. DokaZme alespon ekvivalenci
Z <

1. Necht T plati; dokazujme Z. Necht & je soustava spliujici ptedpoklady
v Z. Oznadme P tuto vlastnost podsoustav &%’ soustavy &: soustava &’ je
monotonni. Ziejmé P je koneéného charakteru. Jeito T plati, existuje tedy
saturovand podsoustava &’ soustavy &, kterou pak nelze rozsitit se zachova-
nim monotonie. Podle piedpokladu o tom, Ze ¥ spliiuje podminku ze Z, k této
monotonni podsoustavé &’ existuje mnoZina Y ¢ & takova, Ze

Y o viechny X e &'.

UkaZme, Ze tato mnozZina Y je hledand mnozina saturovana v . Kdyby tomu
tak nebylo, existovala by vlastni nadmnozina Z,

ZeY, ZOY.
+

Pak & = &' U (Z) je monotonni podsoustava soustavy & (pro X ¢ &’ je
X>YoZ;pro X,, X, e & je X, > X, nebo X, o X, jeito sama &’ je mono-
tonni). AvSak &’ je saturovand monotonni; tedy ji nelze zvétsit. Nemize tedy
existovat takova mnozina Z; tedy skuteéns Y je saturovana v &.

2. Naopak, necht Z plati, a dokazujme T. Necht soustava & splituje pied-
poklady v T. Necht %’ je monotonni podsoustava. Oznadme

Y=UX.
Xes’

Je-li Z c Y libovolnd koneénd podmnoZina, pak Z c nékterd X ¢ &' (je-li
Z = {2y, 23, .., 2p}, j© 2;, € néktera X, ¢ &', pro kazdé k; jeZto &’ je monotonni,
jsou vSechna z, € nejvétsi X,, tedy Z c nejvétsi X,). Tedy Z ¢ & podle pied-
pokladu v T, pro kazdou koneénou Z c Y. Tedy Y ¢ #, opét podle predpokladu
v T (tam je ,,kdyZ a jen kdyz‘“). MnoZina Y € % je tedy spole¢nou horni mezi

%) Podobns, v teorii grup, ,,byti komutativni podgrupou‘ je vlastnost koneé¢ného charakteru;
,miti koneény systém generétoru‘‘ neni.

390



mnozin X € &, takZe je splnén i ptedpoklad v Z. Podle pfedpokladu, Z plati;
existuje tedy saturovand mnozina v %; tedy plati T, cbd.

Ani dikazy Z <> B nejsou obtiZné — viz [3]. Trochu je ptekvapujici, Ze na
prvni pohled neni patrna Zadnd analogie mezi Z a indukénim postupem
v B, A. To je viak jen otdzka formulace: zcela ziejmé Z je ekvivalentni
s tvrzenim

Z'. Necht & je soustava (nékterych) podmnoZin mnoZiny A, a necht & splituje
podminky ,

(a) je-li X e &, X + A, pak existuje Y ¢ & s Y 3: X;

(b) je-li &' monotonni podsoustava soustavy &, pak existuje mnozina Y ¢ &
splivujict
Yo kaida Xe &
Potom A e &.

Tak jako v odstavei I, vznika otdzka po dukaze tvrzeni B. Opét se ukazuje,
Ze princip transfinitni indukce B spoéivd v samych zdkladech matematiky —
je mozné jej vyjadiit v ekvivalentnich tvarech, vice i méné nazornych (viz
niZe), ale o dikaze nelze mluvit.

Uvedme tii tvrzeni ekvivalentni s B; jsou to tzv. axiom vybéru AV, Zerme-
lova véta o dobrém uspoiddani O a Tychonovova véta o kompakticité
topologického soudinu kompaktnich prostori K.

AV. Necht A je mnofina, & libovolny neprdzdny systém neprdzdnijch podmno-
Zin mnofiny A. Pak existuje zobrazeni g, které zobrazuje systém & do mnoZiny

U X tak, 2e
Xes
pro Xe% je @(X)eX.10)

(Jinymi slovy, k soustavé &% existuje ptitazeni ¢, které kazdé mnoziné X ¢ &
plifazuje néktery jeji prvek ¢(X) e X; iHkame zkratka, Ze ¢ vybird prvek ¢(X)
z kazdé X.)

O. V ka?dé mnoZiné A lze definovat vatah < mezi dvojicems jejich proks tak, Ze

(a) vidy x < x;

b)zx=y,y < xplynex = y;

() 22 =y, y <zplynex <z,

(d) vidy bud x < y nebo y < x;

(e) v kaZdé neprdzdné X c A existuje (,,pront*) prvek y e X takovy, Ze
y = vdechna x e X .11)

(Poznamka: (a, b, ¢) definuji tzv. uspofddanou mnoZinu — tika se téz polo-
uspofddanou nebo ¢asteéné uspoiadanou; (a, b, ¢, d) definuji plné uspofadanou
mnozinu; (a, b, ¢, d, e) definuji tzv. dob¥e uspofadanou mnoZinu. Véta O tedy
tvrdi, Ze ,,kaZzdou mnoZinu lze dobfe uspoiadat ‘).

K. Je-li & soustava kompaktnich topologickych prostori, pak jejich topologicky
soucin je téZ kompaktni prostor.1?)

10) viz [2], str. 80.

1) viz [2], str. 79. :
12) viz [4], str. 285. Pro porozuméni daldim &dstem tohoto &ldnku je K zcela nepodstatné.

391



Z AV je patrné, jak fundamentalni je tvrzeni B — tolik, jako jemu ekviva-
lentni AV, a toto je prece ziejmé! Vidyt jisté u kazdé neprazdné mnoZiny X
umime zvolit ndktery jeji prvek o(X)!

Nicméné piedchozi vykiiéniky jsou typickym piipadem zvySovani hlasu na
misté zesileni argumentt. Tvrzeni AV viibec neni zfejmé — ziejmé ve smyslu
je zfejmy postup dikazu — je pouze nazorné, snadno piedstavitelné; a to je
jiz zcela jina zaleZitost.

Na druhé strané, O a K ukazuji, jak ostré je tvrzeni B; jsou to pfece jenom
dost specialni vysledky, a O je dokonce ponékud ptekvapujici.

I1I. Prineip spojité indukee
C. Necht V je mnofina (nékterych) redlnyjch Cisel, kterd spliiuje podminky

(a) existuje &islo x takové, Ze t € V pro viechna t < x;

(b) je-li x libovolné &islo takové, Ze t € V pro t < x, pak existuje y > x spliiu-
jici teV prot < y.

Potom V obsahuje viechna redind Cisla.'?)

Opét, ihned je zfejma analogie C s B a A. Vyslovme jesté C tak, aby vynikla
pribuznost se Z"

Necht & je soustava nékterych intervali na realné ose typu (— oo, x).
Jestlize & je neprazdnd a neobsahuje interval saturovany v &, pak kaZdé
realné ¢&islo lezi v nékterém intervalu z .

Kdyby soustava % navic spliiovala piedpoklad (b) v Z’, bylo by pak do-
konce (— o0, + ) e &. Tedy C mé v podstaté slabsi predpoklady i slabsi
disledek nez Z.

Ukazuje se, ze tvrzeni C m4 zcela jiny vyznam nez A & B. Tyka se jedné
specialni, i kdyZ zakladni, vlastnotsi realnych &isel, axiomu spojitosti; vlast-
nosti, ktera je do jisté miry specificka pravé pro osu redlnych disel, a kterou
jiZ nema nap¥. mnoZina raciondlnich éisel, nebo mnozina irracionalnich &isel.
Jiz Chinéin, loc. cit., ukdzal, Ze C ke ekvivalentnil4) jedné formé axiomu
spojitosti, totiz Dedekindové vété. Je tedy ekvivalentni i ostatnim tvrzenim,
o nich# vime, %e jsou ekvivalentni Dedekindové v&té.1%) UkaZzme si to na jed-
nom zajimavém piikladg, tzv. Fordové véts.

Necht soustava & sestava z (nékterych) nedegenerovanych intervali libo-
volného typu — tedy mohou a nemusi byt uzaviené, omezené, atd., ale musi
obsahovat vice ne% jeden bod. Rekneme, 2e % je intervalové aditivni, jestlize
je splnéna podminka

— jestlize intervaly J, K € & maji spole¢ny vnitini bod, pak J U K ¢ <.
Dile fekneme, Z%e soustava & pokryvd interval <{a, b) kdyz

(a) kazdy bod z, @ < z < b, je vnitinim bodem nékterého J € &;

(b) bod a je levym krajnim bodem nékterého zleva uzavieného intervalu
J e &, a b pravym koncovym bodem nékterého zprava uzavieného K ¢ <.

Potom Fordovu vétu lze vyslovit takto:16)

F Necht soustava & je intervalové aditivni a pokryvd interval {a,b). Potom
jest {a, b> e L.

13) viz [5], str. 165.

14) v plnd uspofadané mnozing, husté, bez koncovych prvkii.
15) viz [6], [7].

16) viz [8].

392



Nejdiive ukazme, jak snadno se aplikuje F na odvozeni zdkladnich vét ana-
lysy. Pfedpoklddejme tedy, Ze tvrzeni F je spravné. DokaZzme nejprve Weier-
strassovu vétu: Funkce spojitd v omezeném uzavieném intervalu je omezend.

Necht tedy funkce f je spojita v kazdém bodé intervalu {a, b>. Necht & je
soustava vSech téch intervalu lezicich v <a, b, v nichZ je f omezena. Nyni,
tato soustava je intervalové aditivni: je-li J, K € &, tj.

x Zfx) <p pro zed,
y=flx)=6 pro zekK,
pak je
min (x, y) < f(xr) < max (8,0) pro zeJ UK,

a tedy skutednd je téz J U K € & (pokud J U K je interval). Dale, & pokry-
va {a, b): je-li x € (a b), pak | je spojitd v bod® z; a tedy k ¢islu ¢ = 1 exis-
tuje & > 0 takové, Ze pro |y — x| < d je |f(y) — f(x)| < 1, tj.

fx) —1 < fly) < f(®) +1 pro ye(x— 4,z + 9J),

takZe f je omezend v (x — J, x + ) a tedy tento interval patii do &. (Podobné
v koncovych bodech a, b.) Podle tvrzeni F je pak {a, b) ¢ &, jinymi slovy,
funkce f je omezend v <a, b>.

Za druhé, doka’me si Bolzanovu-Weierstrassovu vétu: Je-li X ne-
koneénd omezend mmoZina na redlné ose, pak md alespoi jeden hromadny bod
(tj. bod, v jehoz kazdém okoli'?) leZi nekoneénd mnoho bodu z X).

Nechf tedy mnozZina X je nekoneéna a celd lei v nékterém omezeném inter-
valu, X c <a, b). Necht & je soustava vSech intervali J c <a, b), které obsa-
huji jen koneény podet bodu z mnoziny X. Patrné & je intervalové aditivni.
‘Nemuze v8ak pokryvat interval {a, b, nebot pak by podle F bylo <a, b> ¢ &
aé {a, by obsahuje celou nekoneénou mnoZinu X. Tedy & nepokryva <{a, b>.
To v8ak znamena, Ze bud néktery bod z € (@, b) neni vnitinim bodem %4dného
intervalu ze soustavy &, tj. Ze ka#dé okoli bodu x obsahuje nekoneéné mnoho
bodi z X, coZ je pravé definice hromadného bodu; anebo podobné dusled.ky
o kra]mch bodech a, b intervalu <a, b>. Cbd.

Koneéné ukazme, Ze skuteéné tvrzeni C a F jsou ekvivalentni.

1. Predpoklidejme, Ze plati C, a dokazujme F. Necht tedy soustava inter-
vali & splituje pfedpoklady z F. Oznaéme V mnozinu vSech &isel  takovych, Ze

bud =z < a,
nebo x = a, <{a, min (z, b)> ¢ <.

vV,

Snadno se pak ovéfi, Ze V spliiuje predpoklady v C. Tedy V obsahu]e viechna
realna ¢isla, a zejména obsahuje b + 1; podle konstrukce mnoziny V, je
& s <{a, min (b + 1, 5)> = <a, b>; tj. plati F.

2. Dukaz druhé &asti tvrzeni je trochu del$i. Necht tedy plati tvrzeni F,
a necht mnozina V spliiuje pfedpoklady v €. Oznaéme nejprve V, mnoZinu
vSech ¢isel x takovych, Ze t € V pro v8echna ¢ < z (v8imnéte si, %e v C se v pod-
staté mluvi o ¥, i kdyZ formulace u%ivé V). Podle pfedpokladu (a) v C, existuje
¢islo a € V. Zvolme jesté b > a zcela libovolné.

17) okolim bodu  rozumime kterykoli otevieny interval obsahujici x.
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Nyni, definujme soustavu & takto: necht (x, 8) ¢ & pravé kdyz
bud «eV, nebo feV,.

Pak, podle pfedpokladu (b) v C, je <a, a + &) ¢ & pro vhodné ¢ > 0 (nebot
a + eeV,). Pro kazdé x > a je bud e V,, nadeZ z podobnych divodi je
x+eeVy (x —¢ex+ &)eV,y anebo x eV, podle definice V, je tedy t eV
pronékterét < x,naleitézix — e eVyprot <z — e <z, a pak (x—¢,x+ &>
e &. Tedy & pokryva {a, by (pro libovolné b > a). Dale, & je intervalové adi-
tivni: je-li napt.

e, e S, (y,0)e,
a=y<p=9,

(tj. maji-li tyto intervaly spoleéné vnitini body), pak nutné jejich sjednoceni
{x, 6> € &; nebot v opatném piipadé by bylo — podle konstrukce soustavy
S —oaeVyideV, tedy BeV,a y eV, (nebot dané intervaly jsou v &), ve
sporu s y < f.

Jsou tedy splnény predpoklady v F. TudiZ {a, b> ¢ &. Protoze viak a eV,
musi byt b e V,, a to pro libovolné b > a. Tedy kazdé redlné t e V (t << b pro
vhodné b > a; b eV, tedy t ¢ V). Tim je dokdzano C.

Zavér

Zname t¥i véty indukéniho typu A, B, C. Spoleény rys snad lze popsat
takto: jestliZe mnozinu pfedepsaného typu zvétSujeme predepsanym zpiiso-
bem, pak vylerpame celou danou mnoZinu.

Vsechny tyto véty maji zdkladni vyznam. P¥itom A je specialni p¥ipad B;
tato dvé tvrzeni jsou celkem obecnd. C vyjadiuje jednu specidlni vlastnost
osy realnych &isel (axiom spojitosti, lokdlni kompaktnost). Casto je pohodl-
néjsi uZivat misto nich jinych ekvivalentnich formulaci; zejména Zornova
lemmatu a Fordovy véty.
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