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POKROKY MATEMATIKY, FYZI KY A ASTRONOMIE 
R O Č N Í K IX — Č Í S L O 1 

O D O K O N A L Ý C H Č Í S L A C H 

TIBOR SALÁT, Bratislava 

ÚVOD 

Už matematikom Pythagorovej školy a EUKLIDOVI bol známy pojem dokonalého 
čísla, od Euklida pochádza aj prvá metoda na vyznačenie parných dokonalých čísel. 
V posledných rokoch vyšlo viacero pozoruhodných práč věnovaných hlavně štúdiu 
struktury a rozloženia dokonalých čísel v množině všetkých prírodzených čísel. 
Cielom tohto článku je podať stručný prehTad o súčasnom stave bádania v tejto 
zaujímavej problematike. 

V tomto článku budeme předpokládat' isté elementárně vědomosti z teorie čísel, 
ktoré sa najdu v každej bežnej učebnici teorie čísel. Připomeňme si niektoré z nich. 

Je známe, že každé prírodzené číslo n > 1 možno jednoznačné (až na poradie 
činitelov) písať vo tvare 

0 ) n = PVP22..-Plk, 

kde Pi(i = 1,2, ... k) sú navzájom rózne prvočísla a a f(i = 1,2, ... k) sú prírodzené 
čísla (tzv. kanonický rozklad čísla n). 

Každý prírodzený dělitel čísla n (pozři (1)) má tvar 

(2) ň'ň2 ...PÍk, 

kde 0 = PÍ = oíi(i = 1,2, ... k), /?ř(i = 1,2, ... k) sú celé čísla a naopak každé číslo 
tvaru (2) je (prírodzeným) delitelom čísla n. 

Označme znakom a(ri) súčet všetkých prírodzených delitelov čísla w, potom na zá
klade predošlého dostáváme pre n > 1 

<r(n)= £ PPil...pík = 
0 = / 5 . ^ « . (i = 1,2,...A:) 

(3) = (i + Pí + ... + pi'){í + P2 + ... + p5-).. . (i + Pk + ... + pf) = 

= P____zl P______ plk+1 - i 

Pí - 1 P2 - 1 Pk - 1 



Označme znakom x(n) počet všetkých prírodzených delitelov čísla n, potom na 
základe predošlého dostáváme pre n > 1 

(4) T(n) = ( a i + l)(a2 + 1) . . . ( « * + 1). 

Funkcie a a T patria medzi najznámejšie aritmetické funkcie. Vzorcami (3), (4) sú 
udané ich hodnoty v prírodzenom n na základe kanonického rozkladu (1), pre n = 1 
je zrejme a(\) = T(1) = 1. 

Pravými delitelmi prírodzeného čísla n nazýváme tých prírodzených delitelov 
čísla n, ktorí sú menší než n. Tak 1 nemá pravých delitelov, každé iné prírodzené 
číslo má aspoň jedného pravého delitela (je ním číslo 1). 

Existuje nekonečné mnoho prírodzených čísel n > 1 s vlastnosťou: súčet všetkých 
pravých delitelov čísla n (tj. číslo a(n) — n) je menší než číslo n (tj. a(n) < 2n). To sú 
tzv. deficientné čísla (numeri deficientes); takými číslami sú napr. všetky prvo
čísla. Existuje tiež nekonečné mnoho prírodzených čísel n s vlastnosťou: súčet všet
kých pravých delitelov čísla n je váčší než n (tj. a(n) > 2n). To sú tzv. abundantné čísla 
(numeri abundantes); takými číslami sú napr. včetky čísla n tvaru n — 2a. 3(a > 1). 
Naozaj, na základe (3) máme 

2 a + 1 — 1 V- — 1 
a(n) = - (2a + 1 - 1) . 4 > 2 a + 1 . 3 . 

2 - 1 3 - 1 
Dodnes nevieme, či existuje nekonečné mnoho prírodzených čísel n s vlastnosťou: n 
sa rovná súčtu všetkých svojich pravých delitelov (tj. a(n) = 2n). To sú tzv. dokonalé 
čísla (numeri perfecti). Niektoré čísla tohoto druhu poznáme, najmenším z nich je 6 
( 6 = 1 + 2 + 3), najváčšie známe dokonalé číslo je 2 3 2 1 6 ( 2 3 2 1 7 - 1). 

V prvej časti tohto článku podáme prehlad elementárnych vlastností dokonalých 
čísel, v druhej prehlad výsledkov o rozdělení dokonalých čísel v postupnosti všetkých 
prírodzených čísel a v tretej časti poukážeme na čísla příbuzného typu a na isté zo
becněme pojmu dokonalého čísla. 

I 

I keď nevieme dodnes určiť počet dokonalých čísel, predsa možno udať kritérium 
pre to, aby párne číslo bolo dokonalým. 

Veta 1,1. Nutná a postačujúca podmienka k tomu, aby párne číslo n bolo doko
nalým, je, aby n málo tvar 

n = 2 S _ 1 ( 2 S - 1) , 

kde sje prirodzené > 1 a 2S — 1 je prvočíslo. 
Dókaz uvedenej vety možno nájsť skoro v každej bežnej učebnici teorie čísel (pozři 

napr. [1] str. 117, [2] str. 310, [5] str. 239). 



Uvedená veta sa zdá byť velmi elegantným kritériom „dokonalosti" parných čísel 
a zdalo by sa, že pomocou nej bude možné lahko vyznačiť všetky párne dokonalé 
čísla. No nie je tomu tak. Celý háčik je v tom, že v tejto vete sa požaduje, aby 2S — 1 
bolo prvočíslom. Ak s je zložené a napr. s = a.b;a>l9b>l9 potom 2S — 1 
zrejme nemóže byť prvočíslom, pretože je dělitelné číslom2fl — l a l < 2 f l — 1 < 2 5 — 1 . 
V dósledku toho číslo 2S — 1 móže byť (ale nemusí) prvočíslom len vtedy, keď s je 
prvočíslo.ČíslaMs = 25 — l(s = 1,2, 3, ...)nazývámeMersennovýmičíslami9prvo
čísla tohoto tvaru zase Mersennovými prvočíslami (pozři [3] str. 370). Ak p je prvo
číslo, potom, ako už bolo povedané, Mp móže, ale nemusí byť prvočíslom. Naozaj, 
čísla M 2 , M 3 , M 5 , M 7 sú prvočísla (čitatel to lahko overí), ale M n už nie je prvo
číslom, pretože 

Mtl = 2 1 1 - 1 = 2047 = 2 3 . 8 9 . 

Doteraz poznáme len 18 Mersennových prvočísel. Sú to Mersennove prvočísla Mp pre 

p = 2, 3, 5, 7,13,17,19, 31, 61, 89,107,127, 521, 617,1279,2203,2281, 3217, 

a tak teda poznáme celkom 18 parných dokonalých čísel příslušných k predošlým 
Mersennovým prvočíslam (k prvočíslu Mp příslušné dokonalé číslo je 2 P _ 1 . Mp) . 

Číslo M 3 2 1 7 = 2 3 2 1 7 — 1 je najváčšie konkrétné známe prvočíslo vóbec, má 969 
cifier (v desiatkovej sústave). Že M 3 2 1 7 je prvočíslo, ukázal r. 1957 H. RIESEL (pozři 
[4] str. 62) pomocou elektronkového počítača BESK (švédskej výroby). 

Verkou pomóckou pri zisťovaní, či dané číslo Mp (p prvočíslo) je prvočíslom (a teda 
či 2p~l . M p je dokonalé číslo) je nasledujúci poznatok: 

Veta 1,2. Ak q je prvočíselný dělitel čísla Mp (p prvočíslo > 2), potom q = 
= 2kp + 1 (k je prírodzené číslo). 

Dókazuvedenej vety možno nájsť napr. v [1] str. 119 — 120. Veta 1,2 umožňuje 
zjednodušiť proces prešetrovania, či Mp (p prvočíslo) je prvočíslo. 

P ř í k l a d 1,1. MX1 = 2 1 1 - 1 = 2047. Ak je Mtl zloženým číslom, musí byť děli
telné nejokým prvočíslom q, a nech už q značí najmenšie prvočíslo, ktoré dělí M n . 
P o t o m M n = q . q\q' = q, oddal q2

 = qq' = M l l 5 q = y/M11.. Ak teda M1X je 
zložené, musí byť dělitelné nějakým prvočíslom (a to podlá vety 1,2 prvočíslom tvaru 
22fc + 1) nie váčším než y/M1± < 46. Jediným takým prvočíslom je 23 a lahko sa 
zistí, že 23/2047, teda MX1 nie je prvočíslo. 

P ř í k l a d 1,2. M 1 7 = 2 1 7 - 1 = 131071. Rovnako ako v predošlom příklade stačí 
overiť, či M 1 7 je dělitelné nějakým prvočíslom tvaru 34k + 1 nie váčším než V / M 1 7 . 
Všetkými takými prvočíslami sú 103, 137, 239, 307. Lahko sa spočítá, že M 1 7 nie je 
dělitelné žiadnym z uvedených prvočísel; je preto samo prvočíslom. 

V úvode bolo spomínané, že už Euklidovi bol známy pojem dokonalého čísla a od 
něho pochádza aj nasledujúca metoda pre hladanie dokonalých čísel: 

Utvořme čiastočné súčty nekonečného radu 

1 + 2 + 2 2 + ... + 2" + ... 



Ak nějaký čiastočný súčet je prvočíslom, násobme ho posledným jeho sčítancom, 
dostaneme tak dokonalé číslo. 

Lahko možno overiť, že touto metodou možno hladať párne dokonalé čísla (pozři 
LI). 

Čo sa týká nepárných dokonalých čísel, nepoznáme doteraz ani jedno také číslo a 
nie je ani dokázané, že také číslo neexistuje. No napriek tomu je známe viacero vý-
sledkov, ktoré udávajú váčšinou (nutné) podmienky, ktoré musia splňovať nepárne 
dokonalé čísla (ak také existujú). Tak napr. je známe, že neexistuje žiadne nepárne 
dokonalé číslo < 1,4 . 101 4; taktiež neexistuje nepárne dokonalé číslo, ktoré by 
málo menej než 6 (navzájom róznych) prvočíselných delitelov. V práci [6] je ukázané, 
že ak n je nepárne dokonalé číslo a n = pll . pa

2
2 ... plk je jeho kanonický rozklad, 

Pí < Pí < • • • < Pk> potom 

- < £ — < 2 l o g - a pj < — + 2. 
2 Í=I p ř 2 3 

V práci [7] je podaný velmi jednoduchý dokaž dávno známého faktu*), pod Ta 
ktorého nepárne dokonalé číslo musí mať tvar 

n = p4r+1 .N2, 

kde p je prvočíslo, p = 1 (mod 4), r je celé _ 0, N prírodzené, (N, p) = 1. 
Uvedieme pre úplnosť a pre naše ďalšie potřeby spomínaný výsledok. 
Veta 1,3. Nech n je nepárne dokonalé číslo, potom n má tvar 

n = / r + 1 . i Y 2 , (r = 0) 

kde pje prvočíslo, p = 1 (mod 4), (N, p) = 1. 
Dókaz . Nech n = p\l .p*2 ...plk je kanonický rozklad čísla n, nech pt(i = 

= 1, 2,... k) sú nepárne prvočísla. Predpokladajme, že o(n) = 2n, teda 

a(pV).°(pX22)-°(plk) = 0(™od2) 

c(pV).°(pl2)...°(plk)$0(mod4) 

Oddal vyplývá, že zpomedzi činitelov o(pa
i
i) na lávej straně je právě jeden parny a 

ostatné sú nepárne. Nech napr. a^p0^) je párne číslo a o(pa
i
i)(i = 2,3, ... k) sú nepárne 

čísla. 
Uvažme, že pri p nepárnom 

a(pa) = l + p + p
2 + . . . + / = a + l (mod 2) . 

V dósledku toho z predošlého vyplývá, že a t je nepárne a ař (i = 2, 3, ... k) sú párne. 
Ak kladieme ař = 2/?ř, /^ je prírodzené = V potom pfp^ ... pT = (P22 • P33 ••• 
... pí*)2 = tf2, kde N = / # / # • • • Pí" > (*• Pí) = L 

*) Tento fakt bol známy už EULEROVI, pozři Commentationes arithmeticae collectae. 2, Trac-
tatus de numerorum doctrina (1849), str. 514, Opera postuma 1(1862), 14-—15. 



Keďže cc1 je nepárne, dostáváme 

(5) *(PV) = PV + 1 - 1 = (Pl + 1)(1 + p\ + ... + p j t - i ) , 
Pí - 1 

a pretože 2/<r(pai), ale 4 x ^(Pí1), vyplývá z (5) jednak Pl + 1 ^ 0 (mod 4), teda 
P Í = 1 (mod 4), a jednak vyplývá odtial, že číslo 1 + P\ + ... + P\

l~x je nepárne. 
Pretože p 2 1 = 1 (mod 2), dostáváme ihneď 1 + (ax - l)/2 = 1 (mod 2), teda a t = 
= 1 (mod 4). 

Tým je dókaz vety skončený. 
D ó s l e d o k : Pretože parna mocnina čísla tvaru 4; + 3 je číslo tvaru 4fc + 1, dostá

váme z predošlej vety, že pre každé nepárne dokonalé číslo n platí n = 1 (mod 4). 
Ukážeme ešte pre zaujímavosť, že nepárne dokonalé čísla sa móžu vyskytovat' len 

v postupnostiach {12; + 1}J°=1 a {36; + 9}j°=1 . 

Veta 1,4. Nech n je nePárne dokonalé číslo. Potom bud n = 1 (mod 12), alebo 
n = 9 (mod 36). 

Dokaž . Nech n je nepárne dokonalé číslo. Potom podlá dósledku za větou 1,3 musí 
n mať jeden z nasledujúcich tvarov: 

12; + 1,12; + 5 , 12; + 9 . 

Lahko ověříme, že pre každé prírodzené / je a(3l — 1) = 0 (mod 3). Ak totiž 
d/3l — 1, potom d má tvar 3fc + 1 alebo 3fc — 1 (keby d = 3fc, potom by 3/3/ — 1 
a odtial 3/1, čo neni možné). Ak teraz d = 3fc + 1 a 3/ — \ = d . ď(d , ď nazýváme 
sdruženými delitelmi čísla 3/ — 1), má ď na základe predošlého buď tvar 
3fc' + 1, alebo 3fc' - 1. Keby ď = 3fc' + 1, dostali by sme dď = 1 (mod 3), 3/ -
— 1 = 1 (mod 3) a odtial 3/2, čo neni možné. Musí teda byť ď = 3fc' — 1. Analo
gicky zistíme, že ak d = 3fc — V potom ď = 3fc' + 1. Teda vždy je d + ď = 0 
(mod 3). Ak teraz v súčte a(3l — 1) zoskupíme sčítancov do zátvoriek tak, aby každá 
zátvorka obsahovala súčet dvoch sdružených delitelov čísla 3/ — 1, dostaneme ihneď 
<r(3/ - 1) = 0 (mod 3). Ak by n = 12; + 5, bolo by n = 12; + 5 = - 1 (mod 3), 
teda n = 3/ — 1, a na základe predošlého a definície dokonalého čísla 2(3/ — 1) = 
= <r(3/ — 1) = 0 (mod 3), čo zrejme nie je možné. 

Ak teraz n = 12; + 9, potom 3/n, pričom n = P\
r+1 . N2, Pl = 1 (mod 4), r = 0. 

Teda 3/N , N = p^2P23 • • • Pkk - a tak existuje i, 2 = i = k tak, že 3 = Pi. Potom 
9/N2 , 9/n , teda 12; = 0 (mod 9) , 4; = 0 (mod 3) , ; = 3s . 
To dá 

n = 12; + 9 = 36s + 9 . 

Tým je dókaz vety skončený. 
Ak teda n je nepárne dokonalé číslo, potom n = pa.N2,p = a = 1 (mod 4), 

(N , P) = 1. Uvažme, že případ N = 1 nemóže nastať, keďže z a(P
a) = 2P* by vyplýva

lo (pozři (3))(pa+1 - l)/(p - 1) = 2p a aodt iaIp a + 1 + 2f = 2 p a + 1 + l ,čo je ovšem 



nesprávná rovnosť, keďže Iavá strana je dělitelná číslom pa(oc = 1), ale pravá strana 
je nie dělitelná tým číslom. Musí teda byť N > 1, a tak N možno vyjadriť v kanonic-
kom rozklade 

(s prírodzené, pt(i = 1, 2, ... 5) prírodzené, qt(i = 1, 2,... 5) navzájom rózne prvo
čísla). V dósledku toho n musí mať tvar 

n = p'.q\».q\>*...ql>-. 

Tento výsledok bol ďalej spresňovaný. Tak napr. v práci [8] sa ukazuje, že případ 
Pí = P2 = • • • = Ps = - nemóže nastať; v práci [9] sa ukazuje, že případ fix = f}2 = 
= ... = ps = 2 nemóže nastať a konečné v práci [10] sa ukazuje, že případ p{ = 
= Pí = ••• = Ps-i = 1 - Ps = 2 nemóže nastať. 

II 

Ako už bolo poznamenané, nevieme doteraz, či množina všetkých dokonalých 
čísel je konečná alebo nekonečná. No napriek tomu možno pre jej rozdelenie v po
stupnosti všetkých prírodzených čísel odvodiť určité výsledky, v mysle ktorých, i keby 
bola nekonečná, bola by ešte vždy velmi „chudobná". Musíme ovšem napřed defi
novat', čo tým myslíme. K definícii nám poslúži pojem asymptotickej hustoty množiny. 

Nech H je (nějaká) množina prírodzených čísel, nech x je kladné reálné číslo. Nech 
H(x) značí počet všetkých tých prvkov h e H, pre ktoré platí h — x. Podiel H(x)fx má 
dosť názorný pravdepodobnostný význam, jeho limitu, tj. číslo 

m = lim #w 
jc-+ 00 X 

(ak ovšem existuje), nazýváme asymptotickou hustotou množiny H. Zrejme 0 = 

= S(H) = 1 . 
Podlá velkosti čísla ó(H) možno v predošlom použití hovoriť o „chudobných" 

množinách, pokladajúc za také množiny tie množiny H, pre ktoré d(H) = 0. 
Z predošlej definície asymptotickej hustoty vyplývá, že množina všetkých prírodze

ných čísel má asymptotickú hustotu 1, množina všetkých parných čísel 1/ 2, množina 
všetkých prvočísel 0 (na základe prvočíselnej vety, podlá ktorej lim H(x) log xjx = 1, 
ak H značí množinu všetkých prvočísel). *~*°° 

Už z istých všeobecnějších úvah P. ERDOSA (pozři [11]) z r. 1938 vyplynulo, že 
asymptotická hustota množiny všetkých dokonalých čísel je 0. Tento Erdósov výsle
dok bol ďalej zostřovaný, a to v tom zmysle,že sa hladal přesnější odhad pre „funkciu 
četnosti" V(x) množiny V všetkých dokonalých čísel (V(x) značí zase počet všetkých 
tých v e V, pre ktoré v = x). 



V ďalšom budeme používať známe symboly O, o. Nech cp(x) je nějaká, pre všetky 
kladné x od istého počínajúc kladná funkcia; potom píšeme ^(x) = 0(<p(x))(x -> oo), 
ak existuje konstanta K = 0 (nezávislá na x) tak, že pre všetky x od istého počínajúc 
(x = x0) je |<P(x)| = K<p(x). Ďalej W(x) = o(<p(x)) značí lim V(x)l(p(x) = 0. V ďal-

3C-*O0 

šom budeme potrebovať len niektoré velmi elementárně vlastnosti symbolov O, o. 
Ako sme už spomenuli, ukázal r. 1938 P. Erdós, že V(x) = 0(x). 
V r. 1955 si všimol B. HORNFECK (pozři [12]), že tento výsledok možno velmi 

jednoduchým postupom zostriť, a ukázal, že V(x) = o(xy) pre každé y > y. Vyplývá 
to z nasledujúcej vety, ktorej dókaz je velmi jednoduchý a je už takmer bezprostřed
ným dósledkom doterajších našich úvah. 

Veta 2,1. Nech V(x) značí počet všetkých dokonalých čísel nie váčších než x. 
Potom t 

V(x) = O(v/x)(x->co). 

Dokaž . Položme V= V v V", kde V (V") značí množinu všetkých nepárných 
(parných) dokonalých čísel. Potom zrejme pre každé x je V(x) = V'(x) + V"(x). 

Napřed odhadneme V"(x). Pre dané x (stačí sa obmedziť na x > 6) označme zna-
kom p ono najváčšie prvočíslo, pre ktoré platí 

v = 2P"1(2? -\),veV",v = x. 

Potom jednoduchým odhadom dostáváme 

2 P - I = 2 *-i(2* - 1) = x , 

r ( ^ P < i T ^ , 
log 2 

(6) V"(x) = O(log x) = O(v/x) . (x -+ oo). 

Odhadneme teraz V(x). Nech Mx značí množinu všetkých nepárných dokonalých 
čísel tvaru 

p . m2 , p = 1 (mod 4) , (p , m) = 1 

a nech M2 je množina všetkých čísel tvaru 

pa . m2 , OL = p = 1 (mod 4) , a > 1 , (p, m) = 1 . 
Potom na základe vety 1,3 dostáváme V(x) g Mx(x) + M2(x) . 

Odhadneme osobitne Mt(x) a, M2(x) . 
Nech napřed vl,v2eMí a nech v± = ptm

2 , v2 = p2m
2 (tj. obe čísla majú tú istú 

„kvadratickú" časť). Ukážeme, že potom musí byť px = p2. Naozaj podlá před
pokladu dostáváme na základe (3) 

°(vi) = (Pi + l)<j(m2) = 2Plm
2, 

<r(v2) = (P2 + 1) °(™2) = 2p 2m 2 . 



Vydělením týchto rovností dostaneme Pijp2 — (pí + l)/(P2 + 1) a odtiar pt = p2. 
Teda ku každému kvadrátu m2 existuje najviac jedno prvočíslo p tak, že v = 
pm2eM±. Z toho ihneď vyplývá, že počet prvko v veMl9 v ^ xje nie váčší než počet 
všetkých kvadrátov m2

 = x. Odtial vyplývá 

Mt(x) = 0(yjx) (x -> co) . 

Aby sme odhadli M2(x), uvažme, že počet čísel pctm2(<x = 5) v intervale < 1 , x > 
je nie váčší než počet čísel pfim2(fí = 4, 8,12, ...) v tom istom intervale. Pripevnom p 
a /? je posledných čísel tolko, kolko je kvadrátov v intervale < 1, x/pp > , tj. je ich 
újxlp". 

Preto 

(7) "-(*) .s I - £ = >Д I (l-4j). 
Д.P P*P P \/* p1P/ 

pričom sčitovanie vpravo podlá /?(/? = 0 (4)) sa děje od 4 po [log x/log 5] a podía p 
od 5 po [t/x] (a ovšem p = 1 (4)) . 

Je zřejmé, že 

^ 1 / 1 1 1 \ 1 

a tak 

l(l-lř)< I ^L7<I-TL-r< + »-
P \/* P * / P,P=1(4) p - 1 n = 2 H — 1 

Zo (7) dostáváme preto ihneď 

M2(x) = O(v/x) (x -> co). 

Keď teraz spojíme odhady pre Mx(x) a M2(x), dostaneme V'(*) = 0(^x) a to 
spolu so (6) dá V(x) = OCv/x) (x -» co). 
Tým je dókaz vety skončený. 

Uvedený výsledok Horfeckov bol zostřovaný v dalších prácach. Tak v r. 1956 
ukázal H. J. KANOLD (pozři [13]), že 

V(x) = 0Íx*^-í-) ( x - o o ) 
\ log log x) 

a v r. 1957 ukázali B. HORNFECK a E. WIRSING (pozři [14]) 

V(x) = O(x£) 
pre každé £ > 0. 

Konečné v r. 1959 dosiahol E. WIRSING (pozři [15]) nasledujúci obecný výsledok: 
Nech k je racionálně číslo > 1, nech Vk(x) značí počet všetkých tých prírodzených 
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v ^ x, ktoré majú vlastnosť: a(v) = kv. Potom existuje konstanta c > 0 nezávislá ani 
na x, ani na k tak, že pre každé racionálně k > 1 a každé x > e (e je základ prírod-
zených logaritmov) je 

V,(x) g exp í ^ i U . 
(log log xj 

Z tohoto výsledku vyplývá pre k = 2 (dokonalé čísla) 

(8) V(x) = x - — J (x>e) 
log log X 

a odtial V(x) = o(xE) pre každé e > 0 (predošlý spoločný výsledok Hornfeckov a 
Wirsingov). 

Odhad (8) je najostrejší odhad známy autorovi článku pre V(x). 

III 

Už pri definícii dokonalého čísla móže lahko vzniknut' myšlienka nahradiť funkciu 
a funkciou T. Tak dojdeme k definícii tzv. dokonalých čísel druhého druhu (pozři 
[1] str. 123 — 125). Dokonalým číslom druhého druhu rozumieme teda také prírod-
zené číslo n > 1, ktoré sa rovná súčinu všetkých svojich pravých delitelov. Tak napr. 
číslo 6 je dokonalým číslom i dokonalým číslom druhého druhu. 

Struktura dokonalých čísel druhého druhu a ich rozdelenie v postupnosti všetkých 
prírodzených čísel sú popísané v nasledujúcich dvoch větách. 

Veta 3,1. Nutná a postačujúca podmienka k tomu, aby prírodzeně číslo n > 1 
bolo dokonalým číslom druhého druhuje, aby budbolo súčinom dvoch róznych prvo
čísel alebo trefou mocninou prvočísla. 

Dokaž . 1. Nech n > 1, nech d1 < d2 < ... < áx(n) sú (všetci) prírodzení de-
litelia čísla n, nech (1) je kanonický rozklad čísla n. Predpokladajme, že n je dokonalé 
číslo druhého druhu. Potom na základe definície 

(9) dí.d2...dx(n) =n2. 

Uvažme teraz, že n/d1 , njd2 , ... n/dx(n) je tiež postupnosť(klesajúca) všetkých prí
rodzených delitelov čísla n, pre to 

(10) A . A . . . _ ^ _ = n 2 

di d2 dx{n) 

Vynásobením (9), (10) dostaneme 

„ 4 = n
x(n) , x(n) = 4 . 

Zo vzorca (4) ihneď vyplývá k ^ 2 (keby k = 3, bolo by x(n) = 6). Sú tu dve mož
nosti: 



a) k = 1, potom ax = 3 , tj. n = p\ ; 
b) k = 2 , a t = a 2 = 1 , tj. n = px . p2 . 

2. Ak /i = p\, resp. n = pt . p2(pt =}= P2), je ihneď videť, že n je dokonalé číslo 
druhého druhu. 

Tým je dókaz vety skončený. 

Veta 3,2. Nech U značí množinu všetkých dokonalých čísel druhého druhu. 
Potom 

5(U) = 0 . 

Dós ledok. Položme Z = U u V, potom S(Z) = 0 . 
D ó k a z vety 3,2. Položme U = Ux u U2, kde Ux značí množinu všetkých čísel 

čísel p3 (p je prvočíslo) a U2 značí množinu všetkých čísel p1 . p2 (px + p2 ; pi9 p2 

prvočísla). Potom pre každé x 

U(x) = Ux(x) + U2(x) . 

Nech p je najváčšie také prvočíslo, že p3 ^ x . Potom 

Ut(x) = 0(x1/3) = o(x) (x -> co). 

Pre U2(x) zase máme (pozři [5] str. 368) 

„,(,) = O f ^ i f ) = 0(X) (^oo). 
V log X / 

Teda spolu 
U(x) = Ux(x) + U2(x) = o(x) (x-* OD). 

V súvislosti s dokonalými číslami sme v druhej časti tejto práce spomenuli čísla n 
s vlastnostem a(n) = kn , kde k je racionálně číslo > 1. Spomenuli sme tiež WIR-
SINGOV výsledok o ich rozdělení v postupnosti všetkých prírodzených čísel. V dó-
sledku tohoto výsledku, ak označíme znakom Vk (k racionálně > 1) množinu všetkých 
n s vlastnosťou o(n) = kn, dostáváme 

Vk(x) = o(x) (x - co) 

a ak teda N' značí množinu všetkých prírodzených čísel > 1, potom 

!v'= U vk, 
k>l ,k rac 

pričom vpravo máme rozklad množiny N' (asymtotickej hustoty 1) na spočetný sys
tém po dvoch disjunktných množin, z ktorých každá má asymptotickú hustotu 0. 

Číslo n sa nazývá k — násobné dokonalým, ak k je celé > 1 a a(n) = kn. Pre k = 2 
dostáváme dokonalé čísla. Poznamenajme, že doteraz nepoznáme ani jedno nepárne 
k — násobné dokonalé číslo pre žiadne k celé > 1. 
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G. F. CRAMER dosiahol isté výsledky o struktuře kanonických rozkladov čísel mno
žiny Vk(k racionálně > 1). Uvedieme hlavný jeho výsledok (pozři [16]): 

Veta 3,3. Nech kje racionálně číslo > 1 a n prírodzené, n e Vk. Nech n = p^p^2 ... 
•• P*1 Je kanonický rozklad čísla n (pt < p2 < ... < Pí). 
Potom 

fc + / - 1 
Pí < • 

fc - 1 
D ó s l e d o k . Ak njenepárne fc — násobné dokonalé číslo (fc > 1), potom/ > 2fc — 

— 2 (tj. n má viac než 2fc — 2 navzájom róznych prvočíselných delitelov). Naozaj, 
kdeJže n je nepárne, je 

fc + / - 1 
-> = Уl ^ 

k - 1 

a odtial / > 2fc - 2. 
D ô k a z vety 3,3. Položme 

F(px) = 
px+1 • 

PX(P-

- 1 

-1) 

pre x > 0, P_ 2. Ihneď videť, že 

lim F(px) = 
x-*oo p 

P 
- 1 

a pгe x > 0 

preto 

Uvažme teraz, že 

Ғ V ) = _ ^ Z _ > 0 ) 
P\P - i) 

F(p°')<-^- 0 = 1 , 2 , . . . / ) . 
Pi -1 

(11) fc = _ * ) = F(pV) F ( p ? ) ... F(PV) < n - ^ - • 
n Í=I pí — l 

Triviálny odhad dá 

Pj> Pí + 0 " - 1) 0 = 2,3, . . . / ) , 
a tak 

Pj - P! - (I - 1) > 0 . 

Pričítajme na obe strany poslednej nerovnosti kladné číslo 

. PjPi + 0 - 2) Pj ; 
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po jednoduchej úpravě dostaneme 

{PÍ + u - mpj - 1 ) > P,-{PI + (j - 2)} 

a odtial 

Pj ~ 1 Pí + J ~ 2 

Na základe posledných nerovností dostaneme z (11) 

Pí + / - 1 k < 

a odtiaf 

Pí < 

Pi - 1 

k + l - 1 
/c - 1 

Tým je dókaz vety skončený. 
Od G. F. Cramera pochádza aj nasledujúce zaujímavé zobecnenie pojmu doko

nalého čísla, ktoré podáme tu v trochu upravenej formě. 
Hovoříme, že n je s-skoro dokonalým číslom(s > 0 , e reálné číslo), ak \(c(n)/n) — 

- 2| < e. 
Zrejme každé dokonalé číslo je aj e-skoro dokonalým pre každé s > 0 . 
ZatiaT čo dodnes nevieme, aký je počet dokonalých čísel, Tahko možno nahliadnuť, 

že ku každému e > 0 existuje nekonečné mnoho e - skoro dokonalých čísel. Napr. ak 
klademe n = 2s(s = 1, 2, ...) alebo n = 6p (p > 2, p je prvočíslo), potom lahko 
zistíme, že pre všetky s od istého počínajúc, resp. pre všetky prvočísla p od istého po-
čínajúc je \(o(n)/n) — 2| < e . 

Tento poznatok (tj. existencia nekonečné mnoho e — skoro dokonalých čísel pre 
každé e > 0) vyplývá aj z istého obecnejšieho výsledku G. F. Cramera, podra kro-
rého (pozři [17]) ku každému e > 0 a každému reálnému A > 1 existuje nekonečné 
mnoho parných i nekonečné mnoho nepárnych n tak, že 0 < A — a(n)/n < s . 

Poznamenajme ešte, že existencia nekonečné mnoho e — skoro dokonalých čísel 
(s > 0) vyplývá tiež zo známého faktu (pozři [3] str. 247), že množina všetkých členov 
postupnosti {o(n)/n}™=l je hustá v intervale (1, + oo). 
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Gyroskopická vozidla 

poháněná setrvačníkem, který se při zastávkách roztočí pomocí vnějšího zdroje energie, zkoušeli 
před časem ve Švýcarsku v městské dopravě. Nyní staví na tomto principu v SSSR důlní lokomo
tivy. Setrvačník o váze 1,5 t akumuluje při 3000 ot/min asi 3 kWh, s čímž je možno uvézt důlní 
vláček na vzdálenost asi 2 km. Hlavní předností takové lokomotivy je bezpečnost. 

Ivan Soudek 

Použití jaderných reakcí (oc, ny) a (x, p y) 

k stanovení obsahu lehkých prvků (Be, B, Li, F) zkoušeli v SSSR. Materiál se ozařuje poloniem 
nebo mědí (Cu 2 4 2 ) a měří se vyvolané neutronové záření. Už podle jeho intenzity je možno určit 
obsah nejlehčího prvku a složitějšími způsoby lze získat podrobnější údaje. Vzhledem k použití 
málo pronikavého záření oc je metoda poměrně bezpečná. 

Ivan Soudek 

Lité dráty se skleněnou izolací 

se vyrábějí v SSSR. Do zatavené skleněné trubičky se vloží několik gramů kovu, který se roztaví 
idukčním ohřevem; zároveň změkne skleněná trubička tak, že se z ní dá táhnout kapilára, jejíž 
dutina je vyplněna kovem. Tak se dá zpracovat měď a její slitiny, stříbro, zlato, manganin a křemí
kové železo na dráty o průměru 3 — 15 fxm. Skleněná izolující vrstva má tloušťku 5 — 15 u.m, takže 
je dobře ohebná. Dráty mají vynikající odolnost proti teplu, vlhkosti a chemickým vlivům, mimo
řádnou elektrickou stabilitu a lze jich použít ve vakuu. Metoda pomáhá šetřit kovy a zmenšovat 
váhu a rozměry přístrojů. 

Ivan Soudek 
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