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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, roénik V, &islo 1

MATEMATIKA

O TOPOLOGII III%

V. G. BorLTsaNsk1y, V. A, JEFREMOVIC

Kombinatoricka topologie
7. Fundamentdlni grupa

V této kapitole se budeme zabyvat dileZitym topologickym pojmem, ktery
tzce souvisi s algebraickym pojmem grupy?). UkdZeme, Ze ke kazdému ttvaru,
presnéji ke kazdému topologickému prostoru?) lze sestrojit jistou grupu, tzv.
fundamentdlni grupu tohoto prostoru. Tento zdanlivé velmi abstraktni pojem
ma Fadu konkrétnich pouZiti dokonce v praktickych problémech (napi. v teorii
uzld, viz nizZe).

Diive nez podame definici fundamentalni grupy, vratime se jesté k pojmu
trajektoried), ktery jsme vysetiovali v kap. 4.

Trajektorie a jejich deformace. Homotopni trajektorie

Necht se bod x spojité pohybuje po trajektorii A, lezici v souvislém?) topolo-
gickém prostoru X, od podateéniho bodu x, do koncového bodu z,. Budeme nyni
tuto trajektorii spojité deformovat, tj. pfemistovat v prostoru X tak, %e body
x, a x, zlstavaji pevné (obr. 93). Dostaneme tak jinou trajektorii »’; mezi-
polohy deformované trajektorie jsou na obr. 93 vyobrazeny tensimi darami.

Poznamenejme, %e takovou deformaci mize trajektorie pfejit i v protinajici
se trajektorii, nebo v trajektorii, prochazejici nékolikrat stejnym bodem
prostoru X atd. Napf. na obr. 94 je znazornéna deformace, kterou trajektorie &
piechézi v trajektorii &', kterd jiz sama sebe neprotina.

Jsou-li k; a h, takové trajektorie, Ze jedna z nich piejde popsanou deformaci
v drubou, fikdme, Ze tyto trajektorie jsou homotopni; oznaéujeme to takto:
hy ~ h,.

Je zfejmé, Ze libovolné dvé trajektorie h, a h, uvniti kruhu, které nemaji
splyvajici krajni body, jsou homotopni. Pfedstavme si totiZz trajektorii jako

*) B.T'. Boarauckni n B. A. E¢ pemosny, Ouepr ocrosnbix udel monoao euu, Matdma.-
tideskoj» prosveséanije, ¢. 4, 1959. Prvni dvé ¢asti O topologii I a O topologic II viz v tomto &a-
sopise, IV, &. 3 a 4.

1) Zakladni definice z teorie grup viz v Dodatku (str. 24). Viztaké II. C. AmexcaHxpoOB,
Bsedenue ¢ meoputo zpynn, 2. vyd., Uépedgiz, Moskva 1951 (Sesky P. 8. Alexandrov, Uvod
do theorie grup, SOVETSKA VEDA — matsmatika, fysika, astronomie, V' (1955), str. 463, 772, 946.

2) Viz O topologit 11, v tomto Easopise, IV, &. 4, (1959), str. 394 ad.

3) Tamtéz, str. 405 ad.

4) Na rozdil od toho, co bylo ¥3¢eno v kap. 4, budem> zde i v dal$im povaZovat tGtvar (nebo
prostor) X za souvisly, jastlize libovolné dva jsho body mohou byt spojeny trajektorii, lezici v X.
Utvary, které jsou v tomto smyslu souvislé (byvaji nazgvény pro odlieni linedrnd souvislymi
jsou souvislé i ve smyslu definice z kap. 4) nikoli v8ak obricens.



gumovou nit, nataZenou mezi body x, a x,, kterou drzime tak, aby zaujimala
tvar uvaZzované trajektorie. Pustime-li nit, zadne se pohybovat, deformovat,
aZ zaujme polohu, ve které je nejméné nataZena, &ili prejde v tsedku, spojujici
body z, a z,. Tedy libovolna trajektorie s koncovymi body z, a , je homotopni
s useckou sz, a proto libovolné dvs trajektorie s koncovymi body 2, a z, jsou
homotopni.

X

Xol xa
Obr. 93 Obr. 94
V mezikruzi nejsou ka#dy dvé trajektorie se spole¢nymi krajnimi body ho-

motopni; napi. trajektorie b, a h, na obr. 95 nemohou piejit jedna v druhou
eformaci uvnitt mezikruii: prekdZi tomu ,,otvor‘ v mezikruZ.

Soudiny trajektorii. Homotopni tiidy trajektorii

JestliZe trajektorie k zadina v bodé, ve kterém kondi trajektorie &, pak trajek-
torii, kterou dostaneme, jestliZe nejprve projdeme % a potom k, nazyvame
soucinem trajektorii b a k a oznadujeme hk. Ve smyslu této definice lze ndsobit
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jen takové trajektorie, w kterych komcovy bod prvni trajektorie je poédteénim
bodem druhé.

Poznamenejme, Ze jestlize h ~ h', k ~ k' a pFitom podateéni bod trajektorie
k splyva s koncovym bodem trajektorie h, pak trajektorie hk je homotopni
s trajektorii A'k’.

Zvolme nyni v prostoruX bod o a vySetfujme jen ty trajektorie v prosto-
ru X, jejichZ podatednim a zdrovei koncovym bodem je bod o. Libovolné dvé
takové trajektorie je moZno nasobit?).

Homotopni trajektorie nebudeme rozliSovat. Budeme tedy vysSetfovat ni-
koli trajektorie, ale t¥idy homotopnich trajektorii; takovou t¥idu tra-
jektorii tvofi tedy v8echny trajektorie homotopni s nékterou trajektorii. V n&-
kterych p¥ipadech, nap¥. je-li X kruh, existuje pouze jedind homotopni ttida;
kaZdé dvé trajektorie uvnitt kruhu jsou totiz homotopni. V mezikruzi nejsou
vSak nap¥. trajektorie b a k (obr. 96) homotopni: jedna z nich (trajektorie k)
neobepind vnitini kruh mezikruzi a muze ,,pfejit’‘ v jediny bod; druha
(trajektorie k) obepind vnitini kruh a nemtZe proto deformaci ,,pfejit‘ v bod.
Trajektorie h a k v mezikruZi patii tedy k riznym homotopnim t¥idam.

Budeme tedy vySetfovat homotopni t¥idy uzavienych trajektorii v prostoru
X, v némz je zvolen ,,zdkladni bod‘‘ o, ktery tvo¥i podatecéni a koncovy bod

b)
Obr. 97

uvazovanych trajektorii. Mnozinu v8ech téchto tiid oznaéme #(X). Tyto t¥idy
1ze ndsobit: uvazujme trajektorii b z nékteré tiidy a trajektorii k z nékteré tiidy
a zndsobme je; tfida obsahujici trajektorii hk nazyva se souéinem tiid, obsahu-
jicich trajektorii % resp. k. Budeme-li misto trajektorii » a k uvaZovat jiné
,,representanty‘‘ b’ a k' téchze tiid, pak, podle toho co bylo fedeno vyse, dosta-
neme trajektorii h'k’, kterd je homotopni s trajektorii Ak, tj. definuje tutéz
ttidu. Takto definovany souéin tiid nezavisi tedy na volbé ,,representantii‘
v kazdé tFidé a je proto témito t¥idami jednoznaéné uréen.

Fudamentalni grupa

Vidéli jsme, Ze v mnoZiné % (X), tj. v mnoziné viech t¥id homotopnich trajek-
torii v prostoru X (jejichZz poéateénim i koncovym bodem je bod o), je defino-

5) Poznama3nejms, %3 hk a kh jsou razné trajsktorie, které obvykle ani nejsou homotopni
(o éemz se presvédéime na déle uvedenych piikladech). -
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van soudin. Ukazuje se, Ze mnoZina F(X) tvort grupu vzhledem k takto zavedené
operaci ndsobeni. Naznadime kratce, jak lze toto tvrzeni dokazat.

Je-li k trajektorie a h trajektorie, kterd muze piejit v bod (obr. 97, aib;
obé trajektorie maji podateéni i koncovy bod v bodé o), neni tézké ukazat, ze

Obr. 98

hk ~k (obr. 98), kh ~ k. Oznadime-li tedy e t¥idu vsSech trajektorii, které

mohou ,,pfejit‘ v bod, dostavame ae = ea = a pro kaZdou tf¥idu a.
Pouzijeme-li terminologie teorie grup muzeme Fici, Ze tiida e je jednotkou pti

nasobeni, které bylo zavedeno v mnoziné & (X). Dale, je-li a jistd tiida a b

O

h I
Obr. 99

trajektorie, patiici do této tfidy, oznadime znakem h-1 trajektorii, kterou
dostaneme, orientujeme-li trajektorii A opalné (obr. 99). Snadno se presvédéi-
me o tom, Ze trajektorie Ah~! a A~'h mohou ,,pFejit** v bod. Oznadime-li proto
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a1 t¥idu, do které patii trajektorie k-1, dostaneme aa—! = a-la = e, tj. v mno-
zing #(X) ke kazdému prvku a existuje inversni prvek. Kone&ns pro libovolné
tii trajektorie h, k, I dostaneme (hk)l = h(kl), odkud plyne, Ze zavedené niso-
beni v #(X) je asociativni. Vzhledem k takto zavedenému nasobeni tvoti tedy
mnozina & (X) grupu. Tuto grupu nazyvdme fundamentdlni grupou prostoru X.

Poznamenejme, Ze grupa £ (X) nemusi byt komutativni; muZe totiz nastat
piipad, Ze v této grupé existuji dvé t¥idy a, b, pro néz ab + ba.

Zména ,,zdkladniho‘ bodu

Vyse vyslovenéd definice fundamentélni grupy se opird o pojem ,,zdkladni-
ho‘¢ bodu, a ten byl zvolen zcela libovolné.

Snadno se v8ak dokazZe, Ze fundamentalni gru-
Py souvislého utvaru X, sestrojené pro dva ruz- h
né zékladni body o a o*, jsou isomorfni. Necht
totiz w je jakakoli trajektorie, spojujici bod o
s bodem o* (obr.100). Kazdé uzaviené trajekto-

rii & o podateénim bodu o potom pfifadime tra- 0*

jektorii A’ o podateénim bodu o*takto: b’ = w-thw =
(v~1 je opaéné orientovana trajektorie v). Snad-

no se ukaze, e timto vztahem je definovano 0

prosté zobrazeni mezi tiidami trajektorii, vy- Obr. 100

chéazejicich z bodu o, a tfidami trajektorii, vy-
chazejicich z bodu o*. Toto zobrazeni je iso-
morfismem; ze vztaht ' = wthw, k' = wkw totiZz plyne, Ze trajekto-
rie 'k’ = wthwwkw je homotopni s trajektorii w—hkw, coi znamens, %e t¥ida
trajektorii s representantem A'k’ odpovidé t¥idé trajektorii, urdené represen-
tantem k. Tim je ukazano, Ze fundamentdlni grupy, odpovidajici dvéma réznym
,,20kladnim*c bodam, jsou isomorfni.

D4 se dokézat jesté obecn&jsi tvrzeni: fundamentdlni grupy F(X) a F(X')
dvou homeomorfnich prostors X a X' jsou isomorfni. Vidime tedy, Ze z hlediska
algebraické struktury je fundamentalni grupa topologickym invariantem
uvazovaného prostoru X.

Nejsou-li fundamentalni grupy dvou prostori isomorfni, nemohou byt tyto
prostory homeomorfni.

Piiklady

Pozdeji ukdZeme zpisob konstrukee fundamentslni grupy dost Siroké t¥idy
dtvart (tzv. polyedra). Nyni si ukaZme na nékolika ptikladech bezprostiedni
sestrojeni fundamentalni grupy.

1. Fudamentalni grupa kruhu je, jak jsme jiz vidéli, trivialni; obsahuje totiz
pouze jeden prvek.

Uvédomime-li si, Ze na ,,hladké‘ plose 1ze libovolnou trajektorii (dokonce
i trajektorii podobnou Peanové kiivee, tj. zaplhiujici celou plochu) deformovat
v hladkou trajektorii, kterd nepokryva celou plochu, mtZeme provést rozbor
fady piikladi.

2. Fundamentdlni grupa dvourozmérné kulové plochy (tj. hranice koule
v trojrozmérném prostoru) je také trividlni. Kazdou trajektorii na kulové plose
Ize totiz deformovat na hladkou trajektorii, kterd nezapliiuje celou kulovou
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plochu. Odstranime-li nyni z kulové plochy jeden bod, kterym tato trajektorie
neprochézi, dostaneme plochu homeomorfni s vnitikem kruhu. A uvniti kruhu,
jak vime, muze byt kazda trajektorie deformovana v bod.

Prostory s trividlni fundamentalni grupou se nazyvaji jednodude souvislyma.
Kruh i kulova plocha jsou tedy jednoduse souvislé. Jinym pifkladem jednoduse
souvislého prostoru je piimka, rovina aj.; jednoduse souvislou je i n-dimensio-
nalni kulova plocha. Uvédomime-li si definici fundamentdlni grupy, miZeme
vyslovit definici jednoduSe souvislého prostoru takto: prostor nazgvdme jedno-
dude souvislym, jestlize libovolnou trajektorii v tomto prostoru lze deformovat v bod.

3. Fundamentalni grupa kruznice jiZ neni trividlni — tato grupa je isomorfni
s aditivni grupou celych ¢&isel (ktera je nekoneénou cyklickou grupou)®).

Oznadime-li totiz trajektorii, ktera probi-
ha kruznici v jistém smyslu (ktery nazveme
e ,,kladnym‘), pismenem @ a opaéné oriento-
vanou trajektorii znakem a~!, pak a" bude
: trajektorie, kterd probihd kruZnici nkrat a to
20N} == mmmm e (42mn) V »kladném‘ sméru, je-li n &islo, kladné,
a v ,,zaporném‘‘ sméru, je-li n &islo zdporné
(a° je pak ,,nulovou trajektorii,* tj. takovou
trajektorii na kruznici, kterd mize byt de-

formovana ve sviij po¢ateéni bod o).
Abychom piesnéji vySetrili trajektorie na
kruznici, budeme ptislusné pohyby bodi
zobrazovat graficky. Kazdé trajektorii je moz-
no ptifadit jisty graf: podle definice trajekto-
rie’) kazdé poloze pohybujiciho se bodu odpo-
vida jistd hodnota parametru ¢ (nap¥. éasu)
na jednotkovém intervalul: 0 = ¢ < 1. Kazdé
poloze bodu v8ak také odpovidé velikost ¢
— ¢ prisludného polarniho dhlu (je vhodné to za-
ridit tak, aby velikost poldrniho thlu poda-
te¢niho bodu o byla rovna nule). Vyneseme-li
na ose usebek hodnoty parametru ¢ a na ose
pofadnic odpovidajici hodnoty ¢, dostaneme

graf zavislosti ¢ = @(f) (pfi ¢emz ¢(0) = 0).

Jestlize bod pfi rovnomérném pohybu probéhne kruZnici nkrat (n je celé
kladné ¢islo), dostaneme trajektorii a™; grafem této trajektorie bude uselka
(obr. 101), spojujici body [0;0] a [1; 2nx]. Pohyb bodu po kruZnici vak mize
byt daleko slozitéjsi; muZe se napf. ménit smysl pohybu po kruznici. Na obr.
102b je zndzornén graf trajektorie, kterd je schematicky zndzornéna na obr.
102a. Graf jakékoli uzaviené trajektorie na kruZnici v8ak vidy bude spojovat
body [0;0] a [1; 2nw], kde n je jisté celé &islo; takova trajektorie totiz konéi
v bodé o, jehoz polarni tihel je celistvym ndsobkem 2x. JestliZze graf jisté tra-
jektorie spojuje body [0; 0]a[1; 2n=] (n celé kladné), pak ¢islo n udava polet obéhi
vySetfované trajektorie. Je ziejmé, Ze trajektorie f, kterd méa »n obéht, je homo-
topni s trajektorii a™: jestlize totiz zakreslime do jednoho obrazku grafy trajek-
torie f a a”, miZeme libovolnym bodem grafu trajektorie f pohybovat svisle
(rovnobézné s osou potadnic) az k odpovidajicimu bodu grafu trajektorie a™.

B

Obr. 101

8) Takové grupy nazyvéme téz volnymi (viz Dodatek na str. 25).
7) Viz pozn. 3).
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JestliZe tento pohyb budeme provadét soudasnd pro viechny body grafu trajek-
torie f (obr.103), dostaneme deformaci grafu trajektorie f v graf trajektorie a”.
Deformujeme-li v8ak takto graf trajektorie, odpovida tomu deformace trajek-

a)

?A

nT

7))

Obr. 102

torie, odkud plyne, Ze trajektorie f a a® jsou homotopni. Tedy vSechny trajek-
torie, které maji n ob&hd na kruZnici, jsou homotopni s trajektorii ", nadeZ
jsou také navzajem homotopni a patfi do jedné t¥idy homotopnich trajektorii.
Trajektorie, jejichZ podet ob&hi po kruZnici neni stejny, nejsou homotopni.

Existuje tedy vzajemné jednoznaéna
korespondence mezi prvky fundamen-
talni grupy kruZnice a celymi ¢&isly.
V&imnéme si jesté, Ze p¥i nasobeni tra-
jektorii se podet obéhu séitd, a proto
je fundamentdlni grupa kruZnice iso-
morfnt s aditivni grupou celych Cisel.

4. VySetfme jesté fundamentélni gru-
pu projektivni roviny. Zvolme jisty bod
o0 za podatedni a orientovanou pfimku,
jdouci bodem o, oznaéme a. Orientova-
nou piimku a povazujme za uzavienou
trajektorii, vychézejici z bodu o ve
sméru, uréeném orientaci, prochazejici
nevlastnim bodem a vracejici se do
bodu o. Otoéeni ptimky a kolem bodu o
o0 180° je spojité deformace, ktera pre-
vadi piimku a v pfimku a—*. Oznadime-li
proto znakem « prvek fundamentalni
grupy, definovany trajektorii a, dosta-
neme & = &1, tj. 2 = e. Neni obtizné

25N [ """ Tesessses

B LT Uy HI U U

ol
Obr. 103

ukdzat, %e libovolnad uzaviend trajektorie s politeénim bodem o miZe byt
v projektivni roving ,,deformovana‘ v ptimku a, tj. Ze je homotopni s trajekto-
rii a®. Jeliko% ale trajektorie a? miZe byt deformovana v bod, je libovolna
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trajektorie bud homotopni s trajektorii a, nebo deformovatelnd v bod. Funda-
mentdlni grupa projektioni roviny md tedy jen dva proky, e a «, kde x2 = e, ¢j. je
cyklickow grupou druhého fidu.

Komplexy a polyedry

Konstrukce fundamentalni grupy topologického prostoru je natolik sloZi-
tym problémem, Ze nemiZeme zde udat néjaké konkrétni ,,piedpisy‘‘ pro jeho
fefeni. Omezime se na jednodussi tvary — na polyedry, které maji v topologii
(zejména v kombinatorické topologii) vyznamnou tlohu, a které jsou v pod-
staté hlavnim pfedmétem studia.

a) b) d)

Oor. 104

Ukazeme nejprve, jaké mnoziny nazyvame polyedry. V kapitole 3 jsme éasto
vySetfovali graf®), ,,nakresleny‘ na jisté ploSe tak, Ze kdyz roziizneme plochu
podél vSech hran, rozpadne se na jednotlivé kousky, ,,stény*‘, z nichz kazda je
homeomorfni s kruhem. Nejjednodus§im piikladem je ,,roztiznuti‘‘ konvexniho
mnohosténu podél jeho hran. Vzajemna poloha stén miiZze v8ak byt mnohem
slozitéjai, jak ukazuji piiklady v obraze 104a), b), c).

V obraze 104c) sténa, oznadena &islem 1, se podél hrana a b*) a ve vrcholu P
pFimyka sama k sobs. Jestlize viak ,,roziizneme*‘ utvar podél viech hran, stane
se tato sténa mnozinou homeomorfni s kruhem (obr. 104d)).

Budeme vySettovat i obecnéj¥i mnozZiny (nejen plochy), které je mozno ,,roz-
fezat‘‘ na mnohouhelniky, tj. mnoziny, na které je mozno ,,nakreslit‘* graf tak,.
%e rozfezanim podél jeho hran se mnozina rozpadne na podmnoziny homeo-
morfni s kruhem. Tyto podmnoZiny budeme nazyvat sténami, a prvky grafu
hranami a vrcholy. Stény se pii tom mohou pfimykat k sobé slozitym zpusobem
(jako napi'. v obr. 104a), b), ¢)); pripoustime také, aby se k nékteré hrané pii-
primykaly tii, étyfi atd. stény (ne vidy jen jedna nebo dvé, jak tomu bylo v pii-
padé plochy s krajem). Mohou existovat i takové hrany, ke kterym se nepti-
myka sténa (obr. 105); roztezavat mnozinu podél takovych stén nema smyslu.

KaZdou mnozinu, ktera se d4 pomoci jistého grafu roziezat na podmnoziny
homeomorfni s kruhem, budeme nazyvat dvojrozmérnym polyedrem, a souhrn
vSech hran, vrchold a stén, na nez je polyedr roztat pomoci tohoto grafu, bude-
me nazyvat komplexem tohoto polyedru. Samoziejmé existuji rizné komplexy-

8) Viz O topologiiI, v tomto ¢asopise, IV, (1959), &. 3, str. 274 ad.
*) V obraze jsou chybné velkd pismena misto malgch.
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téhoz polyedru. Je mozné vySetfovat i jednorozmérné polyedry (které nemaji
stén). Kazdy komplex jednorozmé&rného polyedru je grafem, nebof mé
pouze hrany a vrcholy. Lze vySetfovat i bezrozmé&rné polyedry (tvofené
jednotlivymi body). Polyedry mohou byt dile trojrozmérné, &tyfrozmérné
atd., obecng n-rozmérné. Komplex trojrozmérného polyedru je tvofen vrcholy,
hranami, sténami a télesy (vysledkem roze-
tnuti polyedru vSemi vreholy, hranami a sté-
nami jsou trojrozmérné , kousky‘ — télesa
— homeomorfni s kouli).

Prvky ka?dého komplexu (tj. vrcholy, hra-
ny, stény atd.) nazyvame elementy komplexu
(popiipadé buiiky).

\

7
i

- + -
A VB o +
a) b)
Obr. 105 Obr. 106

Polyedry jsou nejjednodus$imi mnoZinami. Jak vime, vySetfuje topologie
i sloZitéjsi utvary, které nejsou polyedry (vétSina Gtvari, popsanych v kapi-
tole 5%)).

Homotopni hranice stén

Hranu budeme nazyvat orientovanou, je-li na ni udana (nap¥. Sipkou) orien-
tace. Misto 8ipky je moZno pouZit znamének -+ a —: znaménka 4 u konce
§ipky, znaménka — u za¢atku Sipky (obr. 106a)). Je-li hrana uzaviend (t;j.
splyvaji-li jeji krajni body), ddva se znaménko — k té ¢asti hrany, kde zadind
pohyb ve sméru 8ipky, znaménko -+ k té &asti hrany, kde tento pohyb konéi
(obr. 106b)).

Budeme v dalim mluvit také o smyslu ob&hu na obvodu stény. Vyznam
slov ,,smysl obéhu na obvodu stény‘‘ je ziejmy, je-li sténa nap¥. konvexnim
mnohotihelnikem. Ve sloZitéjsich piipadech (viz napf. obr. 104c)) je smysl
obéhu definovéan takto: Vime, Ze po roziiznuti podél vsech hran se kazda sténa
stane oborem homeomorfnim s kruhem (obr. 104d)). Obghneme-li jednou hra-
nici tohoto oboru v jistém smyslu, pak p¥i nasledujicim ,,slepeni‘‘ dé tento
obéh jisty pohyb po hranici elementu. To je 0béh po obvodu stény. Budeme-li
se pohybovat po hranici oboru v opa¢ném smyslu, zméni se také ob&h po ob-
vodu v opaény. Obéh je mozno definovat i jinak: obéhem obvodu stény nikol
po hranici, ale ,,velmi blizko‘* hranice, aniz ji kdekoli pfekroéime (obr. 107a),
b)).

Zavedeme nyni pojem homotopni hranice stény, ktery mé vyznamnou 1lohu
pti konstruovani fundamentalni grupy polyedru.

9) V tomto asopise, IV, (1959), &. 4, str. 403 ad.
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Vezméme néjakou sténu polyedru. VSechny hrany, k nimz se tato sté€na pti-
myks, budeme orientovat, a oznaéime je pismeny a, b, c,... Pro dany obéh po
obvodu stény sestrojime jisty vyraz takto: pohybujeme-li se na za¢atku ob&hu
po hrané a, napifeme a nebo a~ podle toho, zda se obéh déje ve sméru Sipky,

al
obr. 107

nebo proti sméru Sipky. Jestlize nésledujici hrana pfi pohybu je oznadena napf.
d, napiSeme napravo d nebo d-1 opét podle smyslu obéhu. Pohybujeme-li se
déle po hrané m, opét pfipiSeme m nebo m-! atd. Vyraz, ktery takto dostaneme
po dokondéeni ob&hu stény, nazyvame homotopickou hranici vySetfované stény.
Vsimnéme si, Ze jsou-li v8echny hrany oznadeny a orientovany, miZeme ho-
motopickou hranici stény zapsat riiznymi zpisoby, podle toho, v jakém smyslu
provadime ob&h a kterou hranou obé&h
zatindme. Pro kaZdou sténu vezmeme
nékterou homotopickou hranici (neni
a podstatné kterou). P¥i tom potadi ,,&i-
nitelti ve vyrazu, ktery dostaneme, ne-

smime ménit.

) <

Obr. 108 Gbr. 109

Jako ptiklad ukaZzeme ob&h proti smyslu otdéeni hodinovych rudidek v ele-
mentech I, II, I1I, IV na obr. 108. Dostaneme tyto homotopické hranice ele-
menti:

I: adbe., I1: kh—gfdg, I11: AL, IV: [-1f1,
Poznamenejme, %e néktera hrana se miZe objevit ngkolikrat v homotopické
hranici stény (jako nap¥. hrana g v homotopické hranici stény I1).

16



Strom; maximélni strom grafu

Zavedeme tento pojem: Souvisly graf nazyvame stromem (obr. 109), jestlize
libovolné dva jeho vrcholy je mozné spojit pravé jednou lomenou darou, kters
celd patti ke grafu, nebo, coz je totéz, jestlize graf neobsahuje Zddnou uzavte-
nou lomenou &aru.

V kaZzdém souvislém grafu je mozné (obecné riznymi zpusoby) vybrat maxi-
mdlni strom, tj. takovy strom (sestaveny z vrcholli a hran grafi), Ze pfidame-li
jesté jednu (libovolnou) hranu grafu, prestava byt utvar stromem. Maximélni
strom lze konstruovat tak, Ze vyjdeme od libo-
volného vrcholu grafu, pfipojujeme po jedné
hrany (pokud je to mo#né) a Setfime poZadav-
k1, kladenych na strom (poznamenejme, Ze ma-
ximélnistrom obsahuje v8echny vrecholy vySetio-
vaného grafu).

Vezmé&me nap¥. graf z obr. 110. Budeme se
pohybovat po grafu: vyjdeme z vrcholu 4 ve
sméru B a pujdeme déle. KdyZ projdeme cestu
ABC, dostaneme se do rozvétvovaciho bodu C,
odkud muZeme pokradovat ve dvou smérech
— k bodu D nebo k bodu E. V prvnim piipadé
skondime v bod& D, nebof pokrafovanim po
usedce DA bychom nzavielidrahu A BCDA agraf
by piestal byt stromem. Druhy smér pokraduje
drahou CEF, a odtud je opét mozné postupo-
vat dvéma sméry atd. Z bodu O, kam jsme p¥i
pohybu dosli z bodu N, je mozné postupovat
ttemi sméry — OP, 08, OT. Jako vysledek do-
stavdme maximalni strom grafu z obr. 110; ma-
ximélni strom je vytaZen silnéj§imi darami —
nepatii k nému Gse¢ky DA, FL, JP, MK.

Konstrukce fundamentalni grupy
polyedru A

Uvedeme bez dikazt jednoduchy zpusob Obr. 110
konstrukce fundamentalni grupy souvislého po-
lyedrut?).

Necht P je souvisly polyedr. UvaZujme néjaky jeho komplex a ozna&me
graf, tvofeny viemi vrcholy a hranami, G. V grafu G konstruujme maxim4alni
strom a v8echny hrany, které tvofi tento strom, oznadme &islem 1. Viechny
ostatni hrany grafu G (které nejsou ¢asti maximalniho stromu) orientujme
a oznatme a, b, c,.... NapiSme homotopickou hranici kazdé stény uvaZovaného
komplexu, aniZz bychom uvazovali &initele rovny 1 (tj. hrany, ozna¢ené &¢islem
1). Grupu zkonstruujeme, jestlize za generatory grupy budeme povaZovat
prvky, a, b, c..., tj. znaky téch hran grafu G, které nejsou soudasti maximalni-
ho stromu, a za uréujici vztahy rovnosti, které dostaneme, jestlize viechny na-

10) Konstruovat grupu znamea4 udat véechny generatory a urdujici vztehy (viz Dodatek str.
25). S t8mito pojmy jemozno se také seznémit napt. v knize P. 8. Alexandrova(viz pozndmku?).
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psane homotopické hranice poloZime rovny jedné. Lze ukazat, Ze takto konstru-
ovand grupa je isomorfnt s fundamentdlni grupou woatovaného polyedru. Tento
zpusob konstrukce fundamentalni grupy je velmi vyhodny.

Piiklady

1. Komplex kruZnice obsahuje jeden vrchol a jednu hranu (obr. 111). Maxi-
malni strom je tvofen pravé jednim vrcholem, proto hrana je jedinym genera-
torem fundamentalni grupy, a neexistuji Zadné uréujici vztahy (nebot tento
komplex neobsahuje dvojrozmérné elementy, tj. stény). Fundamentdlni grupa
kruZnice je tedy volnou cyklickou grupou (viz str. 25).

O oo

Obr. 111 Obr. 112

2. Fundamentalni grupa lemniskaty (obr. 112) je volnou grupou (tj. grupou
bez uréujicich vztahi) se dvéma generatory a, b.

3. Komplex kulové plochy (dvojrozmérné) je tvofen jednim vrcholem (bezroz-
mérnym elementem) a jednou sténou (dvojrozmérnym elementem), nebot vy-
jmeme-li z kulové plochy bod, je zbytek kulové plochy homeomorfni s kruhem.

Obr. 113 Obr. 114

Maximalni strom je tvoien jednim vrcholem. JelikoZ v komplexu neni ani jedné
hrany, nemé fundamentélni grupa kulové plochy Zadné generatory, je tedy
trivialni (srovnej str. 25).

4. VySetfme nyni komplex z obrazu 113, ktery je tvofen kruhem a jeho hra-
nici, rozdélenou na dvé polokruZnice r, a r,. Slepovanim krajnich bodd praméra
dostaneme projektivni rovinu'!), pfi éemz obé hrany r, a 7, splynou (s uvazenim

11) Viz O topologizi I, v tomto ¢asopise, IV (1959), &. 3, str. 287.
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piisludné orientace) v jedinou hranu r. Projektivni rovina pripousti tedy kom-
plex, ktery je tvofen jednim vrcholem, jednou hranou a jednou sténou. Homo-
topickd hranice této hrany, jak je zfejmé z obr. 113, je rovna rr, tj. r%. Funda-
mentélni grupa projektivni roviny je tedy grupou s jednim generitorem r a
urdujicim vztahem 72 = 1; je tedy cyklickou grupou druhého Fddu (tedy iso-
morfni s grupou zbytkovych t¥id modu-
lo 2, srov. str. 25).

5. VySetime projektivni rovinu modu-
lu m, kterou dostaneme z kruhu, jestlize
slepime kaZdych m boda hraniéni kruz-
nice, které déli tuto kruZnici na m stej-
nych oblouk@'?). Abychom dostali
komplex projektivni roviny modulu m,
rozdélme kruznici na m stejnych oblou-
k@ r,, 7,,... 7n; Da vSech vyznaéime Obr. 115
Sipkou stejnou orientaci (obr. 114). P¥i
slepovani daji tyto oblouky jednu hranu r. Dostaneme komplex: jeden vrchol,
jednu hranu a jednu sténu, pfi ¢emZ homotopickd hranice této stény je
A r = r™. Fundamentélni grupa projektivni roviny modulu m je tedy
grupou s jednim generdtorem r a urdujicim vztahem rm = 1, &li cyklickow
grupou Fddu m (kterd je isomorfni s grupou zbytkovych t¥id modulo m).

Obr. 116

6. Na anuloidu uvazujme rovnobézku a a meridian b, které se protinaji v bodé
o (obr. 115). Dostdvame tak komplex anuloidu: jeden vrchol, dvé hrany a jednu
sténu. Roziiznutim anuloidu podél rovnobézky a merididnu dostaneme obdél-
nik (obr. 116a—d), tj. mnoZinu homeomorfni s kruhem. Homotopni hranice
této jediné stény je pii vySetfovaném rozkladu rovna aba=16-! (viz obr. 116e).

12) Jinymi slovy, projsktivni rovinu modulu 7 dostaneme, jestliZe otvor v kulové ploSe zalepime
Moebiovym listem modulu m. Viz pozn. 11).
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Fundamentalni grupa anuloidu je tedy grupou se dvéma, generatory a, b a urdu-
jicim vztahem aba~-1b~! = 1 (nebo ab = ba). Jinymi slovy tato fundamentélni
grupa je volnow Abelovou grupou se dvéma generatory.

a

Obr. 117 Obr. 118

7. JestliZe na anuloidu vy¥izneme otvor tak, jak ukazuje obr. 117, dostaneme
roziiznutim podél rovnobdzky a meridianu pétithelnik a nikoli obdélnik (obr.
118 srov. s obr. 116e). Slepenim tsedek p&tithelniku, které jsou na obr. 118
oznateny stejng, dostaneme anuloid s otvorem, tedy ,,ucho‘3). Hrana ¢ dava
kraj tohoto,,ucha‘‘.Slepime-likra-
je dvou takovych ploch (obr. 119),
dostaneme ,,preclik‘'4). JestliZe
tedy slepime tsetky, které jsou
na obr. 119 stejné oznadeny, do-
staneme ,,preclik‘, tj. orientova-
telnou plochu P,5).

,,Preclik‘‘ s vyfiznutym otvo-
rem mize byt slepen z mnoho-
thelnika, ktery je vyobrazen na
obr. 120. Pfipojime-li jeSté& jedno
,;ucho‘“, dostaneme (obr. 121) ku-
lovou plochu se tfemi uchy, tj.
Obr. 119 orientovatelnou plochu P;.14) Ori-

entovatelna plocha P,!%) (kulovd

plocha s muchy) maze byt sestro-
b, jena ze 4m-tGhelniku, ktery je zna-

zornén na obr. 122, jestliZe slepime
stejné oznadené strany. Z toho vy-
plyva, ze plocha P,, ma tento
komplex: jeden vrchol, 2m hran
a,, b, a,, b,,..., an, b,, a jedna
sténa. Homotopni hranice této
stény je

a,b,a,71b, 2ab,a,71b, 72 . ..
Apbm@m~ 10,71 (viz obr. 122).

Obr. 120 Fundamentalni grupa plochy P,

13) Viz O topologii I, v tomto asopise, IV, (1959), &. 3, str. 278.
14) Tamtéz.
18) Tamtéz, str. 285.
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je tedy grupou s 2m generitory a,, b, @y, by, ..., @pm, by, a jedinym uréuji-
cim vztahem ‘

a’lblal—lbfl%bz%—lbz‘l vee ambmam-lb m—l =1,

Pognamenejme, %e pro m = 2 neni tato grupa Abelovou grupou (napf. a,b, =
+ ba,).

o) X
Obr. 121 Obr. 122

Uzly a jejich grupy
Uzel je velmi zndmé véc z denniho Zivota. Tkalci, namotnici, horolezci, atd.
poutzivaji desitky topologicky rtznych uzld.
Nejjednodussi uzel vidime v obraze 123. Nazyva se také prosty uzel®).

Obr. 123 Obr. 124

Prosty uzel ma dva typy — levy a pravy. Podrobime-li levy prosty uzel
transformaci zrcadlenim, dostaneme pravy prosty uzel. Nazev pravy dostal
tento uzel proto, Ze at piisludnou &aru orientujeme jakkoli, odpovid4 pohyb ve
zvoleném sméru po useku, ktery je na obr. 125 oznaden (a), pohybu po pravo-
todivém zévitu.

16) Nejsou-li konce ,,]lana‘‘, na ndm? je uzel vytvofen, spojeny (obr. 124), je moZno uzel vidy
,»Tozvézat'. Proto se v topologiizkoumaji uzly na aréch, jejichZ ,,konce'* jsou v nekoneénu, nebo
na uzavienych Sardch. Zde se budeme zabyvat témito druhymi uzly.
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Je zajimavé, Ze kazdy ¢lovék je zvykly zavazovat jeden uzel: nékdo zavazuje
vidy levy uzel, nékdo vidy pravy.

Slozit&jsim uzlem je obycejny dvojny wuzel (obr. 12617)); nesmime jej sméSovat
s tzv. ndmofnickym wzlem (obr. 127).

Obr. 125

Dilezitym problémem topologie trojrozmérného prostoru je tzv. problém
uzlu:

Kdy je moéné povatovat dvé uzaviené prosté kfivky L, a L, v trojrozmérném
prostoru (napr. dvé uzaviené lomené Edry) za |, topologicky stejné vytvorené “?

Neurdity vyrok ,topologicky stejné vytvoiené‘‘ kiivky zpiesnime zavede-
nim pojmu isotopie dvou dtvara: dvé mnoziny L, a L,, vnotené do topologického

a (7))

)

a)

Obr. 126 Obr. 127

prostoru R, nazyvame topologicky stejné vytvofenymi v tomto prostoru, nebo
isotopnimi v R, jestliZe existuje takové topologické zobrazeni prostoru R na
sebe, které zobrazuje mnoZinu L, na mnoZinu L,.

17) Na obr. 126 a je zndzornéno schéma oby&ejného dvojného uzlu (na uzaviené &éfe); tvar to-
hoto uzlu je zndzornén na obr. 126b. Totéz se vztahuje k obr. 127.
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Problém uzlu je tedy problémem nalezeni podminek, za kterych jsou dve
uzaviené lomené ¢ary L, a L, isotopni v prostoru E;. Z nazoru je napf. ziejmé,
Ze ara, na které je uzel, a ¢ara bez uzlu (obr. 128a a b) nejsou isotopni. Jak to:
v8ak dokazat?

Obr. 129

Uplné teseni problému uzlu neni dosud zndmo. Jsou vSak znimy nékteré
topologické invarianty uzlti, které v fadé pripadd umoziiuji uzly vzajemné

v ow?s

rozlidovat. Nejjednodud¥im a nejdulezitéjsim invariantem uzlu je tzv. grupa

uzlu: je definovana jako fundamentalni grupa % (E, — L) komplementu éary L
v prostoru E; (tj. jako fundamentalni grupa trojrozmérného prostoru, ze kterého
jsou vyjmuty body &iry L). Grupu uzlu budeme znatit %(L), tj. (L) =
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= &# (E; — L). Jsou-li L,, L, takové uzly, Ze grupy 9(L,) a 9(L,) nejsou iso-
morfni, pak tyto uzly nejsou isotopni (coZ vyplyva z toho, %e fundamentalni
grupa je topologickym invariantem).

UkazZeme nyni zptisob, jakym lze grupu uzlu konkrétné sestrojit. Promitné-
me nagi uzavienou lomenou &aru L na ,,vodorovnou‘‘ rovinu. Ki¥ivka, kterou
jsme v roviné dostali (primét uzlu L), miZe sama sebe protinat; mizeme viak
predpoklidat, Ze tento primét nemé kromé dvojnych boda (je-li t¥eba, muze-
me pondkud pozménit néktery éldnek) jinych singularit (mozZné singularity jsou
znazornény na obr. 129; na tomtéZ obrazku je dole ukazano, jak je mozné tyto
singularity odstranit). Budeme tedy piedpoklddat, Ze v kazdém bodé&, kde pri-
mét uzlu sém sebe protind, neprotinaji se vice nez dva ¢lanky lomené ¢ary. Na

/ )

Obr. 132 Obr. 134

nadrteich pierusime vidy ten ¢lanek lomené dary, ktery leZi ,,pod*‘; ten élanek,
ktery lezi ,,nad*‘, nebudeme na priméru prerusovat. Misto lomené &ary bude-
me na naérteich kreslit hladkou ktivku. Dostaneme tak nazorny obrizek
prostorové &ary L (obr. 130). Toto ,,schéma uzlu‘‘ nazveme normdinim primé-
tem uzlu.

Ukézeme nyni jak se da pomoci normélniho praumétu uzlu konstruovat grupa
uzlu. Cely prumét je rozdélen na n od sebe oddélenych oblouku; tyto oblouky
oznatme a,, ay,..., a,, a odpovidajici ¢asti ¢ary L pismeny «,, «,, ... x,; orientuj-
me kromé toho ¢iru L a vyznaéme tuto orientaci Sipkami na obloucich a,,
@y, . .. @, (Obr. 131). Abychom sestrojili p¥islu§nou fundamentélni grupu, zvolme
v prostoru ,,nad‘* k¥ivkou L bod o, ze kterého vedme prostorovou kiivku
(,,smy¢ku‘‘), jeZz obepind oblouk «, ve sméru pravotodivého zavitu (obr. 132).
Tuto trajektorii ozna¢me z,. Trajektorie z,(k = 1, 2,... n), ptesnéji homotopni
t¥idy téchto trajektorii jsou generatory fundamentdlni grupy &#(E; — L), tj.
grupy uzlu: je ztejmé, Ze libovolna trajektorie v komplementu k L je homotop-
ni s nékterou kombinaci téchto n trajektorii. Zbyva vyjad¥it wréujici vztahy
mezi t&mito generatory.

VySetfme proto néktery dvojny bod primétu (necht trajektorie, které se
v tomto bodé protinaji, jsou oznadeny tak, jako na obraze 133). Obéhneme nyni
dvojny bod po kruhové draze ve smyslu obéhu hodinovych rudidek a sestrojime
jisty vyraz takto: vchazi-li orientovany oblouk do kruhu, opatfime jeho znak
indexem -1 vpravo nahote, vychdzi-li z kruhu, opatiime jeho znak indexem
—1 vpravo nahofe. Ob&hneme takto celou kruznici a vypiSeme zleva doprava

24



upravené znaky viech &¢ty¥ oblouki, jejichZ spoleénym bodem je dvojny bod
primétu. Tento vyraz prohlisime za jednotku. Nap¥. pro dvojny bod na
obr. 133 dostaneme tak z;x;'x; 1x; = 1. (Neni obti#né si z ndzoru predstavit, Ze
trajektorie zx,'x;7'x, je skutedné homotopni s jednotkovou trajektorii
v E; — L.) Takovy vztah je moZno napsat pro kazdy dvojny bod prumétu.
Lze ukazat, Ze kdyZ napiSeme tyto vztahy pro vSechny dvojné body, dostane-
me systém uréujicich vztahii mezi generatory x,, «,, ..., Tp.

Piiklady

1. VySettme uzel, jehoZ primét je znizornén na obr. 134. Grupa tohoto uzlu
m4 dva generatory z,, &, (odpovidajici obloukéim a,, a, na prumétu, mezi nimiz
plati dva vztahy (v dvojnych bodech P,, P,) : x, &, z,2,7 = 1, &o, 2,7, = 1.
Oba tyto vztahy lze redukovat na
jeden:. 2, = z, a fundamentalni
grupa tohoto uzlu je volnou cyk-
lickou grupou, tj. stejnou grupou
jako u kruZnice (nezauzlené). To
je ndzorné; z obr. 134 je totiz vidét,
Ze uvaZovany uzel je isotopni
8 kruZnici.

03
P
G
as
a.
a, /g’ >
Obr. 135 Obr. 136

2. Prumét prostého uzlu (obr. 123) je zndzornén na obr. 135. Vztahy mezi ge-
neratory x,, Z,, 3 (ve dvojnych bodech P;, P,, P;) jsou tvaru

Tyl Tt =1, X Xyt =1, T,z =1

Tyto vztahy lze snadno zjednodusit: poloZzime-li #, = z a z, = y, dostaneme ze
druhého vztahu x, = yxy—! a prvni (i tieti) vztah lze pak upravit na zyxr =
= yxy. Grupa vySetfovaného uzlu je tedy grupou se dvéma generitory z, y
a uréujicim vztahem zyr = yxy.

D4 se ukéazat, Ze tato grupa je nekomutativni a proto samoziejmé neni iso-
morfni s nekonednou cyklickou grupou. Uzel na obr. 123 neni tedy isotopni
s kruZnici (nemuZe byt rozvazan aniz bychom piefezali nit).

3. Tyto tvahy mohou byt beze zmény preneseny na sloZitéj$i uzly, které
jsou utvotfeny z nékolika prostych uzavienych kiivek, vzdjemné propletenych.
Omezime se na rozbor uzlu, ktery je utvoien ze tii kruznic, spojenych tak, jak
znazoriiuje obr. 136 (je samoziejmé, Ze kruZnice mohou zaujmout v prostoru
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tuto polohu jen tehdy, jsou-li poné¢kud deformovény).,,Roztrhneme-li‘ kterou-
koli z téchto kruznic, ostatni dvé jiz nebudou vzéjemné ,,propleteny. Neporu-
Sime-li v8ak Zaddnou ze t¥i kruZnic, nelze titvar ,,rozebrat,“ ¢ili uzel neni isotop-
ni se tFemi oddélenymi kruznicemi.

K diikazu tohoto tvrzeni staéi ukdzat, %e grupa tohoto uzlu neni isomorfnt
s volnou grupou se tiemi generdtory (nebot grupa uzlu, tvofeného tfemi oddéle-
nymi kruZnicemi, je volnou grupou se tiemi generatory). Grupa uzlu podle obr.
136 ma 6 generatort a,, ... ,as, vazanych 6 vztahy (pro dvojné body P, ..., Ps).
Tyto vztahy maji, jak se lze snadno presvédéit, tvar:

o, las a0, = 1, a7 a0, =1,
a,tag a0, =1, aa37'a,7la, =1,
aasla,lag =1, agagas a7t =1.

Polozime-li @, = #, a; = y, a5 = 2, dostaneme s pouzitim prvniho, étvrtého

a Sestého vztahu '

@ =zx27", @y, =xyr, as=yzy',
nadez

ryxlzx = yzy oy = 2xz7lyz .

Grupa uzlu vyznaéeného na obr. 136 ma tii generatory z, y, z, vyhovujici tiem
uvedenym vztahtim. Zbyva dokdzat, Ze grupa s » generitory s aspoii jednim
netrivialnim urdujicim vztahem neni isomorfni s volnou grupou s n generatory.
Toto tvrzeni se dokazuje (diikaz neni jednoduchy) v teorii grup.

DODATEK
Zakladni pojmy teorie grup

Grupou se jak znadmo nazyvé libovolnd mnozZina G prvki, v niz je defino-
vana operace, pritazujici kazdym dvéma prvkim a, b z G prvek z G, ktery se
oznatuje ab, tak, aby byly splnény pozadavky:

1. Pro libovolné tii prvky a, b, ¢ z G plati (ab)c = a(bc) (asociativni zdkon),

2. v G existuje prvek e (nékdy oznadovany 1), zvany jednotkovy prvek nebo
kratce jednotka, takovy, e pro kazdy prvek a z G plati

e = ea = a,

3. ke kazdému prvku a z G existuje v G tzv. inversni prvek, oznadovany
a1, pro ktery plati

aa ' =ala=ce.
Takto zavedenou operaci nazyvame grupovou operaci nebo grupovym na-

sobenim.
Plati-li pro libovolné dva prvky a a b grupy G vztah

ab = ba (komutativni zikon),

tikame, Ze G je komutativni grupa nebo Abelova grupa. V opaéném piipadé ¥i-
kame, %e grupa G je nekomutativni. Je-li podet prvki grupy koneény, nazyvéa-
me grupu koneénou; sklada-li se z nekoneénd mnoho prvku, ikdme, Ze je ne-
koneéna.
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Z definice grupy vyplyvé, Ze s kaZdym prvkem a patii do grupy i kazdy ¢len
posloupnosti prvkia aa = a?, a%a = a3, a®a = a*, ... atd. Skldd4-li se grupa G
jen z prvkl uvedené posloupnosti (pfi tom lze ovSem jednotku e také vyjadiit
jako mocninu @, napt. a" = e), nazyva se cyklickd grupa; nejmensi prirozené
tislo », pro néZ @™ = e, se nazyva rddem cyklické grupy. Cykliekd grupa fadu n
obsahuje zfejmé pravé n prvkid, totif prvky a, o2, @3, ..., a" = e. Takovouto
grupou je nap¥. grupa n-tych odmocnin (komplexnich) z jedné, nebo grupa
zbytkovych tf¥id modulo » (kde za grupovou operaci povaZzujeme séitani zbyt-
kovych t¥id). Mezi cyklické grupy poéitame i tzv. nekonetnou cyklickou grupu,
skladdajic se ze vSech celistvych (tj. nezdpornych i zdpornych mocnin prvki a);
pti tom klademe a® = e. Ptikladem takové grupy je aditivni grupa celych &isel
(kde grupovou operaci je s¢itani celych &isel).

O cyklické grupé fikame také, Ze je vytvoiena nékterym svym prvkem a.
Obecné fikdme, Ze grupa je vytvofena svymi prvky a, b, ¢, ..., jestlize kazdy
prvek této grupy lze vyjadrtit souéinem prvki a, b, c... a prvkd k nim invers-
nich, napt.

x = acblaac—1bbb = acb-la?c-1b3 .

Prvky a, b, c,... nazyvame generdfory grupy. Dand grupa miZe oviem mit roz-
li¢né systémy generatori, napf. mnozina v8ech prvkid dané grupy tvo¥i systém
generatort.

Systémem generatort grupa ziejmé je¥té neni urdena. Napt. za systém gene-
ratord cyklické grupy lze povaZovat jeden vhodny prvek. K tomu, aby byla
urdena, je kroms systému generéatori tfeba udat jest& vztahy mezi generétory
(tzv. uréujici vztahy); tyto vztahy lze nap¥. vyjadiit rovnostmi mezi soudiny ge-
neratori a prvka k nim inversnich (nap¥. ab%c—2b2 = ba—2c3b), anebo tak, Ze
vyznadime v8echny ty soudiny generatort a prvka k nim inversnich, které se
rovnaji jednotce (napt. ab%c—2bc—3a2b~! = 1). Systémem generdtors, a uréujicimi
vztahy je grupa dplné uréena; prvky grupy lze povaZovat za ,, kombinace‘‘ gene-
Tatorl (za ,,slova,“ povaZujeme-li generdtory za ,,pismena‘‘ n&jaké ,,abecedy*‘).
Pti tomto v téchto ,,.kombinacich‘‘ nebo ,,slovech lze vidy vynechat takové
&asti téchto ,,kombinaci‘, které podle uréujicich vztaht jsou rovny jednotce,
a také ty jejich dasti, které jsou tvaru aa~! nebo tvaru a—la. Jestlize v grupé
nejsou postulovany urdujici vztahy, nazyvame ji volnou grupou. Nekonedna cy-
klickd grupa je napf. volnou grupou s jednim generétorem. Cyklickd grupa
tadu » neni volnou grupou; je to grupa s jednim generdtorem a a jednim
uréujicim vztahem a" = 1.

PreloZils Jifi Fdbera
a Jift Gregor
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