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TEORIE HERY

H. F. BOHNENBLUST

Preklad do rustiny (a tedy také do Seitiny) je opatien vy-
svétlivkami a dopliiky, jeZ jsou zafazeny do textu nebo uvddény
pod 8arou. Dopliiky v textu jsou vyznadeny lomenymi zdvorkami.

Cléanek predpoklddd u &tendie zdkladn{ znalosti z matematic-
ké analyzy a z teorie pravdépodobnosti. Struény soupis definic
& vzorcu z teorie pravdépodobnosti souvisicich s textem élénku
je uveden v dodatku.

1. UVOD

Teorie her dosla uZiti v nejruznéjiich oblastech. Pfesto je v podstaté teorit
pldnovdni.

[Terminu ,,planovéni‘“ je tu pouZito v nejsirdim smyslu. Jde o planovéni
za Ulelem dosaZeni jistého vysledku za podminek, kdy tento vysledek nezé-
visi jen na diniteli, jenZ ma zajem na jeho dosaZeni, nybrZ i na plsobeni
jinych &initeld, jejichZ zidjmy mohou byt odlidné, ba i protichidné zijmu
prvého ¢&initele.]

Teorie her se zabyvé studiem optimalnfho (nejvyhodnéjsiho) zpusobu
jednéni. Predpokladd se pfitom, Ze vlechny vychozi podminky jsou jasné
formulovany. Zejména se pfedpoklads, Ze jsou zndma moZna jednani, jejich
dusledky a cil, k némuz kaZdy udastnik hry sméfuje. Teorie her se snaii,
vychazejic z téchto vychozich tdaji, objektivné analyzovat situace, které
vznikaji ze stfetnuti zdjmia tGdéastnikd hry (dale ,hrdéac — J. V.) Prihlizi
k tomu, Ze v okamziku, kdy je tieba se rozhodovat pro jisty zpisob jednéni,
nemusi byt znalostio pfedchazejicim a budoucim jednan{i hrééu iplné. Koneénou
ulohou teorie her je urédit optimélni zpisob jednani kazdého z hrida a od-
hadnout zisk, s nim# kaZdy hraé¢ muZe poditat.

Teorie her neni dnes jesté natolik vypracovéna, aby byla schopna fesit
tuto koneénou tlohu obecn&. ObtiZe jsou zisadni i technické povahy. Dobte
propracovany je pfipad dvou hra¢u se zajmy piimo protichidnymi. SloZitéj-
81 situace se zkoumaji bud p¥imo, nebo — pokud to je mozné — tak, Ze se
nékolik hrada spojuje v ,,koalici‘‘ a tloha se tak pfevadi na tlohu hry se dvéma
protivniky.

Teorie her dochézi uplatnéni v operaénim vyzkumu, ve strategickém pla-
novani a v tdlohdch taktického charakteru. DileZitou tlohu mé teorie her
v ekonometrii, zvlast tésné je spjata s teorii linedrniho programovani. Teorie
her je konedéné piimo (svymi vysledky) nebo nepiimo (svymi metodami)
spjata s jinymi matematickymi obory, zejména s matematickou statistikou?).

Hry takového druhu jako 8achy, poker, bridge ap. jsou neobyéejné vhodné
pro studium teorie her, alespoii ze zasadniho hlediska. Pro vyzkum jsou v8ak
technicky dosti sloZité.

1) Prelozeno z ruského Teopus uep, Matdmatideskoje prosvesenije, 4 (1959). Originél: E. H.
FREDERIC BoENENBLUST, The Theory of Games. Clének vysel ve sbornfku Modern Mathematics
for the Engineer, Edited by E. F. Beckenbach, New York, Toronto, London, 1956. Bohnen-
blustovu stat Teorie her prelo%il do rudtiny (s pozndmkami a dopliky) [O. B. TEPOHUMYC pod
redakei B. B. OPJIOB-A. Rusky pieklad citovaného sborniku vydalo Izd. inostrannoj litratury
v r. 1959. Pozn. pfekl.

%) Viz o tom v citovaném ji% sborniku Modern Mathematics for the Engineer.
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Hra mé své pravidla (tahy raznymi figurami ve hie v Sachy, ruzné pravidla
karetnich her ap.), jez také uréuji vysledny zisk (vyhru). Je ptirozené pred-
pokladat, Ze kazdy hraé se snazi dosdhnout pro sebe maximalniho zisku ze hry.

Pascaliv pokus studovat hry zaloZené na ryzi nahodé byl jednim z impulsa
k vypracovani teorie pravdépodobnosti. V takovych hrach neni Zadny tah
(v nejobecnéj$im smyslu, tah na Sachovnici, vrh kostkou, vyneseni karty
atd. J. V.) hraée vysledkem jeho volby, nybrz nahodnym aktem, jevem,
ktery nastava s uréitou pravdépodobnosti. Analyza ryze nadhodné hry je zalo-
Zena na pojmu stiedni hodnoty?). Jsou-li p;, ¢ = 1, 2, ..., n pravdépodobnosti »

n .
jevi, z nichZ jeden urtité nastane, a jsou-li a; pfislusné vyhry, je a = Sp.a;

i=1
tzv. stfedni hodnota vyhry. Sttedni hodnota je limitou prumérnych vyher pii
postupném opakovani hry.4) Mize slouZit za dobry odhad sazky p¥ed hrou.

Nahodné tahy se v teorii her nevyluduji. Maji v ni zvlastni Glohu a pojmy,
jako je pojem stiedni hodnoty, jsou v teorii her pojmy zakladnimi. Ryze
nahodné hry nejsou viak zvlast zajimavé. Hradi v nich nemaji vliv na priub&h
hry a jejich soupeteni se v jejich jednanich nijak neprojevuje.

Zadatkem tFicatych let tohoto stoleti se zac¢al obecnymi otdzkami teorie her
zabyvat J. v. NEUMANN. Ve své fundamentalni praci polozil zaklady této
teorie a pozdéji — ve spoluprici s O. MORGENSTERNEM — napsal obSirné
dilo,®) v némz priSel s argumenty svédéicimi o dileZitosti teorie her pro
ekonomii. V poslednich desitiletich byly tyto otazky 8&iroce studovany.
Neumannovy vysledky se ukazaly pouZitelnymi na Sirokou ti¥idu jeva. Uka-
zalo se pfitom, Ze je také moZno pouzit teorie her v raznych specialnich dlohach,
a tak se objevily zajimavé souvislosti teorie her s jinymi oblastmi matematiky.
Byly také propracovany efektivnéjsi metody pro feseni tiloh z teorie her.8)

2. FORMULACE ULOHY

Jako jednoduchy model situace charakteristické pro teorii her se nabizf
tato hra (se dvéma hradi, ktef{ maji jasné protichidné zajmy):

Mysleme si obdélnik (nebo é&tverec), rozdéleny pii¢kami rovnobéinymi
8 jeho stranami na &tveretky. V kazdém étveretku necht je vepsdno ¢islo.
Jeden hraé voli ¥adky, druhy sloupce. Vysledkem necht je ¢&islo, které se
nachédzi ve dtveredku, v némz se ktizuji zvoleny fadek a zvoleny sloupec.
Necht zadny z hradi nevi nic o tom, jak volil jeho soupef. Piedpokliadejme,
Ze cilem prvniho hrade je dosdhnout co mozna nejvétsiho éisla, cilem druhého
dosdhnout co mozna nejmensiho &isla.

[Na prvni pohled se maZe tato ,,hra‘“ zdat celkem nezajimavé a dosti uméla.
Na takové schéma lze vSak prevést celou tiidu obsaZnych teoretickych

3) V ruském origindlu mamemamuveckoe oowcudarue (matematickd naddje). Viz také do-
datek. J. V.

4) Viz dodatek.

5) J. voN NEUMANN and O. MORGENSTERN, Theory of Games and Economical Behavior, 2. vyd.,
New York, 1947.

%) Viz napf. D. BLaAckweLL and M. A. GIRsCHIK, Theory of Games and Statistical Decisions,
New York 1954, rusky: [.BIIEKY3J 1 M.A .T'MPIINK, Teopus uzp u crmamucmusecKux peuieHui;
H. W. KurN, Lectures of the Theory of Games, New York 1950; J. Mc. DoNALD, Strategy of Poker,
Business and War, New York 1950; J. C. C. Mc KiINsSEY, Introduction to the Theory of Games, New
York 1952; J. D. WiLriams, The Complet Strategist, New York 1954.
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i praktickych tloh vztahujicich se k situacim, kdy vysledek soupefeni dvou
protivniki lze &iselné ohodnotit. Jde-li o hru v pravém smyslu tohoto slova,
v niZ hradi sizeji, bere se za toto ¢iselné ohodnoceni vyhra hrade (prohra je
totéZz co zaporna vyhra). Ve vojenstvi se muze vysledek boje dvou protivnika
ohodnotit pravdépodobnosti zasahu chranéného cile, pruimérnymi relativnimi
vydaji na znideni vojenského objektu, hodnotou objektu samého ap.

V nejjednodussim piipadé se predpoklada, Ze kaZdy ze soupeit disponuje
jistou konednou mnozinou ,,strategii‘‘, z nichZ muze kteroukoli zvolit. Termin
strategie oznaduje velmi Siroky pojem. V teorii her se ho pouZivé pro oznadeni
nejrozmanitéjsich schémat jednani hradu. Nékdy je tdelné brat strategii
jako systém tahu a jednéni, nékdy jako soubor libovolnych parametri, jimiz
hrad¢i disponuji, n&kdy znaéi termin strategie jeSté abstraktnéjsi prvky.
Ctena¥ si bude moci tento pojem ujasnit v daldich ptikladech. Dileité je,
Ze v dalsim stadiu hry volba strategie — ze strany kteréhokoli hrae — jedno-
znaéné urduje vysledek hry.

Vysledek zapasu dvou soupefd zavisi pfirozené na jejich volbé strategie.
Otislujme strategie prvniho hrade (soupete) éisly 1, 2, ..., m, strategie druhého
hrade ¢&isly 1,2, ..., n. Ciselné ohodnoceni vysledku hry, v nfZ prvni hraé
zvolil ¢-tou ze svych strategii, druhy hraé j-tou ze svych strategii, oznaéme
fi;- Cisla f,; lze zfejmé sestavit do obdélnikového schématu s m fidky a n
sloupci. Cislo f,; bude tam, kde se k¥izuje i-ty ¥adek s j-tym sloupcem tohoto
schématu. Kritérium reprezentované éislem f;; se voli tak, aby vétsi f;; odpo-
vidalo lépe zajmu prvniho hride; obracené tedy — &im mensf f,;, tim lépe
pro druhého hrade. Pravé proto se snazi v nasi hie prvni hra¢ o co mozna
nejvétsi, druhy o co mozna nejmensi hodnotu ¢&isla f,;.]

Zékladn{ otazkou je, jakymi principy se mé kaZdy z hraé¢a ¥dit pfi volbé
svych strategii a jaky lze odekavat vysledek.

Z toho, co jsme Yekli, vystupuje dilezité zvlaStnost teorie her, kterd omezuje
jeji aplikabilitu. Pfedpokldda se totiz, Ze zdjem hrade lze méFit pomoct éisla.
Navic uvedme — trochu pfedbihajice — Ze k méFeni zdjmu hrada lze pouzit
pojmu stfednf hodnoty, coz vyplyva z teorie her (podrobnéji o tom promluvime
déle v odst. 4 a 5).

Né3 nejjednodussi piipad mé dvé charakteristiky: jednak kaZdy z hrada
se jednoznaéné rozhodne, aniz cokoli vi o volb& rozhodnuti svého protivnika,
jednak je podet ptipustnych operaci koneény (soudin podtu fddku s podtem
sloupcu vyse uvedeného schématu).

Prvni z uvedenych charakteristik je jen zdanlivym zjednodusenim, nebot
i sloZit&j&f situace lze na tento pfipad ptevést. Presny popis takovych situaci
je dosti obsahly (ilustruje jej posledni p¥iklad v odst. 10 a také dopliujici
poznamky v tomto odstavci). Druhd charakteristika je podstatnéjsi. Kdyby
podet piipustnych operaci byl nekoneény, vzniknou dalsf obtiZe, jez nékdy
mohou byt kritické. Jako priklad hry s nekoneén$ mnoha p¥ipustnymi ope-
racemi uvedme toto p¥{mé zobecnéni vyse popsaného modelu:

Budi% déna funkce f dvou proménnych z,y, 0 <2 <1, 0 <y < 1. Prvni
hraé necht voli hodnoty proménné z, druhy hodnoty proménné y. Ptedpokla-
dejme, Ze prvni hrad se snazi o maximalizaci hodnoty funkce f, druhy o jeji
minimalizaci.?)

7) Charakter proménnych lze riznd ménit. Za proménnou z napt. 1ze volit body roviny z jisté
oblasti, tj. misto nezdvisle proménné z brét dvojici proménnych x,, z,, vyhovujicich jistym pied-
pisum.
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[Naprosto zde nejde ze strany hrad jen o vyhleddni maxima nebo minima
funkce f v intervalu 0 <z <1, 0 <y < 1. ZvliStnost situace vznikajici
v teorii her zdlezi v tom, Ze prvni hrié¢ sleduje zvé&tSovani funkce f, pfi demz
viak disponuje jen jednou proménnou x a vi, Ze jeho soupet, disponujici jen
proménnou y, sleduje protichtidny cil. V analogické situaci je druhy hrad.]

Ptipustime-li jen =1,2,...,m; y=1,2,...,n, a poloZime-li f(z,y) =
= f,,, dostaneme naSe ptvodni schéma.

Metody a zakladni vysledky teorie her vyloZime pro obecny piipad, kdy
hra je tiplné uréena definici funkce f proménnych x, y a pfedpisem pro obor
nezavislych proménnych z, y.

Jesté obecnéjsi piipad, kdy se hry Géastni vice nez dva hraéi, nebo kdy zéjmy
hraét nejsou pfimo protichidné, neni dnes je§té plné prostudovan. Model
takové hry vypada takto: Jednani vSech partneri charakterizuji funkce
fis fas - -5 f; argumentl x,, x,, ..., x;; kazdy hraé se snaZi dosahnout zvétseni
hodnot ,,své funkce*‘.

My se tedy budeme zabyvat zvlastnim piipadem tohoto modelu, kdy
fi =2 (dva hradi) a kdy (vzhl. k piimo protichidnym zajmim hradéa)
fo(@y, 25) = — fi(zy, 2,), neboli fi(xy, x,) + fa(xy, ;) = 0. Tento zvlastni pii-
pad se obvykle nazyva hra ve dvou s nulovym souétem.

3. OPTIMALNT RYZI STRATEGIE

Jaké strategie by méli hradi volit a jaky vysledek lze oéekavat? V teorii
her se uvaZuje toto schéma, odpovidajici nasim pfedstavim o rozumném
postupu: ‘

Mysleme si, %e jde o hru ve dvou s nulovym souétem, popsanou funkef f
dvou proménnych z a y, a pfedpoklddejme, Ze x miZe nabyvat jen celodisel-
nych hodnot 1, 2, ..., m, y jen celodiselnych hodnot 1,2, ..., %, tedy 1 <z <
<m1<y<nbH

Oznadime minf z, y) nejmensf hodnotu funkee f, zvolil-li prvni hrd¢ hod-

notu promenne z a muZe-li ¥ nabyt libovolné z hodnot 1, 2, ..., n. Je tedy
min f(z, y) nejmensi éislo z z-té Fadky naSeho obdélnfkového schématu.

Yy
Toto ¢islo zavisi jen na x. Nechdme-li nyni  prob&hnout viechny hodnoty
1, 2, ..., m, muZzeme urdit ¢islo v, = max (min f(z, y)). Necht z, je hodnota,

z oy
pro nfZ se maximum v, realisuje, tedy »; = min f(x,, y). Pak nezivisle na
Yy

y je v = f(x, y)

Tuto skutelnost lze takto interpretovat: Prvni hra¢ miZe zvolit takovou
strategii (tj. zvolit x = x,), aby hodnota funkce f nebyla mendi nei v,, at proti-
hra¢ podnikne cokoli. Prvni hra¢ muZe o tomto svém zdméru (zvolit z,)
soupefe dokonce informovat, a muZe byt pfi tom jist, Ze f(x, y) nebude v zad-
ném p¥ipadé mensi nez v,.

Analogicky dostaneme, vyjdeme-li s pozice druhého hréce, &islo v, =
= mm (max f(x, y)). Druhy hra¢ tedy disponuje strategii, v niZ funkéni

hodnota f(x, nemuze pfesdhnout &islo v,. Je nyni v; < v,.

8) Druhé funkce g je uréena vztahem g(z, y) = — f(x, y)
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[Existuji totiZ ¢&fsla x,, y, takova, Ze v, = min f(xo, ¥) & v, = max f(z, y,)-
Potom viak v, = min (@, ) = f(zg, o) = max Hz, yo) = v,, ted; v, = V,.
Z v, = v, plyne v, = 'Uz = (%o %o)-]

Lze uvést ptiklady pro v, = v, i pro v; < v,.

[V tabulce 1 je m = 3, n = 4. Z tabulky pfedteme min fa,y) =—2,
min]‘ (2,y) = 5, min fB,y) = — 2, tedy v, = ma,x m1n f(x y)) = 5. Ana-
loglcky maxf z, 1) = 10, maxf z, 2) = 5, ma.xf x, 3) = 6, ma,x Hzx, 4) =1,
tedy v, = mln max f(z, y)) =5, tedy v, = v, =5 =f(2, 2) Ty = Yo = 2).

Tabulka 1 Tabulka 2

><1 2 3 4 >< 1 2

1 1 2
2 10 2 —1 3
3 —1

N O
—

—1
6
0

NI

Ve hte s tabulkou 2 najdeme analogicky v, = 1, v, = 2, tedy v, < v,.

Snadno nahlédneme, %e pro v, = v, = f(x;, y;) je f(z;, y;) zdroven nejmensim
éislem v ¢-tém Fadku a nejvétsim é&islem v j-tém sloupci schématu hry.]

Ruznost p¥padi v, = v, a v, < v, je podstatnd. P¥iv, = v, je véc jednoducha.
Prvni hraé disponu]e stra,tegn kterd mu zabezpeéuje alesponi v; = v, a hrad
kromé toho vi, Ze soupef mu muZe zabranit dosahnout vé&tsi hodnoty f(x, y).
Analogicksa je situace pro druhého hrade. Piipad v, = v, je tedy jakymsi
kompromisem. Strategie z, resp. ¥, je pro prvniho resp. pro druhého hrade
optimalni.

Zduraznéme, %e kompromisni situace v, = v, neni nijak vysledkem dohody
obou hra&i. Oba postupuji nezavisle a bez obav, Ze protihrd¢ miize néjak
vyuzit znalosti jejich zdméra.

V pripadé v, < v, je mezera.

[Podivejme se znovu na tabulku 2. Volbou z, = 1 si prvni hraé¢ zajisti
nejméné f(z,y) =1 (tj. f(1, 2)). Je viak toto rozhodnuti nejlepsi? Kdyby
soupef zvolil y, = 2, bylo by lepsf zvolit x = 2. Je v8ak pFirozené predpokla-
dat, Ze soupef muzZe tento postup piedvidat a zvoli proto y = 1, coz sni%f
hodnotu funkce f na — 1 (pro x = 2). Udéla to viak soupef skuteéné? Vidyt
pfi volb& y = 1 vede volba x = 1 k hodnoté f(z, y) pro ného neptiznivé (tj.
k hodnoté 2) atd.]

Otazka nejlepsf strategie pfi hie ve dvou s nulovym souétem p¥i v, < v, je
zde fundamentéalnf. Refen{ nenf zrovna na biledni; vy#?aduje nového pojmu —
tzv. smidené strategie. Strategie, které jsme dosud uvaZovali a jeZ se redukuji
na volbu jisté pevné hodnoty x (nebo y), budeme nazyvat ryzi strategie.

Pifklad na smiSenou strategii ukd%eme v odst. 4, obecné o tomto pojmu
promluvime v odst. 5.
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Proménné z a y mohly zatim nabyvat jen konedného poétu hodnot, tj.
piipustnych tahti ve hie bylo jen koneéné mnoho. Jestlize téchto hodnot je
nekoneéné mnoho, nemusi funkce charakterizujici hru nabyvat maxima a mi-
nima. Pak je nutno pracovat se supremem a infimem, coz je hlavni pfidinou
obtizi, jez tu pak vznikaji.

4. PRIKLAD Z VOJENSKO-STRATEGICKEHO PLANOVANT

Pismenem x oznadme n-tici proménnych (z,, x,, ..., Z,), vazanych podmin-

n
kami x; = 0, D x; = a, pismenem y n-tici proménnych (yy, Y, ..., ¥n), Vaza-
i-1

n
nych podminkami y, = 0, > y,; = d. Cisla a a d jsou pevna a predpokléddme
i=1
n
d < a. Definujme funkeci proménnych z a y formuli Z k; max (x; — y; 0),

t=1
k;>0, k; = k;_,°)

Tento ptiklad lze interpretovat jako ekonomickou nebo vojensko-strate-
gickou tlohu. Popisuje podstatné rysy titoku a obrany. Cislo a je tihrnn4 sfla
utotnika, ¢&islo d dhrnnd sfla obrance. Sily se vyjadiuji v néjaké vhodné
soustavé jednotek, zvolené tak, Ze jedna jednotka sily jedné z obou stran
neutralizuje pravé jednu jednotku sily druhé strany. Bojuje se o n cild, jejichz
duleZitost nebo zranitelnost se méfi konstantami k;, i = 1, 2, ..., n. Pfedpo-
klad k; = k;_, zfejmé neni omezenim obecnosti. Obé strany jsou pfed ilohou,
jak rozdélit své sily na jednotlivé cile. Cisla x;, resp. y,, jsou astidhrnnych sil
uréenych pro ttok na i-ty cfl, resp. na jeho obranu. Cislo max (2; — y;; 0)
urduje &ast sily x;, schopnou ,,proniknout‘ obranou i-tého cile. Clen k; max
(; — ¥y 0) ma v naSem piikladé zmé&Fit uspéch titoku na i-ty cil. (Nebudeme
zde rozebirat otdzku, do jaké miry na§ popis odpovidd redlnym situacim.
Podle okolnosti se mohou ukédzat vhodnéj$imi i jiné funkce, neZ je nage.)

Probereme pro ilustraci tento konkrétni numericky piiklad:

Necht » = 3, a = 16, d = 12 (titok je siln&jsi nez obrana — J. V.), k, = 6,
k,=2, k;=1. Stanovme v, = min (max f(z, ¥)). Jednoduchou tvahou

Yy z
zjistime, Ze p¥i fixovaném obranném systému (v, ¥,, y5) bude Gtok nejiéin-
néj§i, bude-li ihrnng sila @ cel4 zasazena proti jednomu cfli.1?). Je tedy max f(z,y)

%) O. Gross, Targets of Differing Vulnerability with Attack Stronger than Defense (Ruzné zrani-
telné cile — utok siln&jsi nez obrana), Research Memorandum 359, The RAND Corporation,
Santa Monica, California, 1950. Oznaé&eni konstant a a d podle anglického attack a defense.

10) To lze nahlédnout nap¥. takto: n

Mysleme 8iy = (¥;, ¥s» - --» ¥,) Pevnd zvoleno. Vzhledem k podminkém x; = 0, y; = 0, Z ;=

hid t=1
=a=d= z y; lze jistd zvolit =z = (x,; g, ..., ,) tak, e x; — y; > 0, 1= 1,2, ..., n. Pak

i=1
Y max (r; — ¥; 0) = Z(#; — y;) = a — d = 4. Zménime-li nyni soustavu (z, 2, ..., z,) tak,
%e napf. bude z; — ¥, = 0, bude T max (#; — Y53 0) = (a —d) — (¥ — Yp) = 4 — (T, — Yg) =
= A, tedy Tmax (z; — ¥;; 0) se jistd nezmensilo. Zvolime-li z;, = 0, bude zfejmé Zmax (z; — ¥;;0)
=a— (d — y;, )= 4 + Y 8 je to ziejmé nejvétsi hodnota této sumy, kterou lze dostat z k-tého
¢lenu. Z toho je ihned zfejmé, %e nejvétsi hodnotu sumy Zmax (z; — ¥;; 0) dostaneme, zvolime-li
co nejvice &isel z; rovnych nule. Vzhledem k Xz; = a nastane tedy maximum soudtu Zmax (z; —
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pii danych ¥, Ya, Ys NejvEtsi z disel 6(a — 1), 2(a — y,), (@ — ys3). Proy, = 11,
¥, = 1,y; = 0je toto maximum rovno 30. Je tedy 6(16 — ;) = 30, 2(16 — y,)<
< 30, 16 — y3 = 30. Z t&chto nerovnosti plyney, =11, y, =1, y, = — 14.
Vzhledem k ¥; + ¥, + y; = 12 musi tedy byt y; = 11, y, = 1, y3 = 0. Z toho
tedy plyne déle, Ze Z4dn4 jind volba ¥, ¥, Y3, DNeZ pravé uvedend, nemiiZe
vést k mensi hodnoté f(z, y). Je tedy v nasem pfipadé v, = min (max f(z, y)) =

Y z
= 30. Tedy 11 jednotek na obranu prvniho cile, 1 jednotka na obranu druhého
cile a nechranény tteti cil je dista obrannd strategie, ktera zabezpeduje, Ze
uspéch utoku, méfeny nasi funkef, neptekroéi 30.
Hledejme nyni v, = max (min f(x, y)). Piedpoklddejme tedy, Ze je fixovan
z

)
utodny systém, tj. Ze je ddno z = (2, T, ¥3). Minimum funkce f(z,y) =
= 2k, max (xr; — y;; 0) dostaneme vzhledem k a > d (16 > 12) anulovdnim
nejvétdich ¢lenti tohoto soudtu (tj. obranu musime rozloZit podle dulezitosti
nebo zranitelnosti ciléi, coz popisuji konstanty k;). Tedy min f(z, y) =
vy

6(x, — 12) + 22, + x; pro 2, =12,
=12(x, — (12 — ) + 25, jJe-li x <12, @ + x, =12,
x3 — (12 — 2 — ), je-li =z + z, < 12.

[V prvnim ptipadé se voli obranny systém y, = 12, y, = y, = 0, v druhém
ptipadé systém y, = %, y, = 12 — 2, y; = 0, v tfetim piipadé systém y, = x,,
Yo =3, Y3 = 12 — 2, — Z,.

Snadno nyni zjistime, %e Z4dny z téchto vyrazi nemiZe nabyt hodnoty
v&tsi nez 24 a této hodnoty nabude pii strategii , = 16, z, = x; = 0. Je tedy
v, = max (min f(z, ¥)) = 24.

z

Mame tedyy v, = 24, v, = 30. Pro dal8i rozbor musime zavést pojem smi-
Jené strategie.ll).

[Ptedpokliadejme, Ze se hra mnohokrat opakuje, Ze v8ak volba ryzf obranné
strategie je ndhodna, tj. Ze se nepfihliZi nijak k vysledkdm jiz proslych ,,stiet-
nuti. Zvolit smifenou strategii znamens v teorii her zvolit rozdéleni pravdé-
podobnosti p,, p,, p; volby ryzich strategii x,, x,, x; a pravdépodobnostf
41, 93 95 volby ryzich strategii y,, y5, ¥, (1 + P2+ Ps =L 1 + ¢ + g5 = 1).
Predpokladame-li, Ze se pii dastém opakovani hry ukaZe stfedni hodnota
funkce f rozumnou charakteristikou vysledkti série opakovani, dé volba
smiSené strategie — jak uvidime — lepsi vysledky, nez volba ryzi strategie.]

Poznamenejme, e smifend strategie, spolivajici v tom, Ze jedna ryzi
strategie ma pravd&podobnost 1 a ostatni ryzi strategie maji pravd&épodob-
nost 0, vede k volbé prvni ryzi strategie. Pojem smiSené strategie je tedy
zobecnénim pojmu ryzi strategie a kaZdou ryzi strategii lze pokladat v tomto
smyslu také za smiSenou.

— ¥;3 0) — a z¥ejms také soudtu Ik; max (z; — ¥;; 0) (vzhledem ke k; > 0) — zvolime-li v n-tici
(x4, Zgs - .., ,) jedno z &isel z; rovno a a tudiZ ostatni rovna nule. Je pak max f(z, y) = max Zk;
max (z; — ¥; 0) = max (k;(a — y;)), ¢ = 1, 2, ..., n. Vyjédieno Fedi na,éeho’pf'ikladu bude’\itok
nejudinngjsi, soustfedi-li se viechna utodné sila na jeden jediny cil. (Ve skuteénosti je situace
oviem slozitjsi. Z podminek nasi ulohy napt. plyne, %e tim, Ze se proti k-tému cili nezasadi

24dné \todns sila, bude obrann4 sila tohoto cile automaticky neutralisovéna, co% ve skuteénosti
nemusi vidy nastat. J. V.)

11) Jde jen o Gvodni vyklad tohoto pojmu. Systematicky se o smifené strategii pojedndvé
v dalgich odstaveich. Ctené¥ se bude moci po jejich pfedteni k tomuto nafemu piikladu vratit.

79



Vysledek volby smiSené strategie se charakterizuje sttedni hodnotou vyhry
pfi daném rozdéleni pravdépodobnosti ryzich strategii.

V nafem piikladé mé velky vyznam smifend strategie dto¢nikova, podle
niZ napadne celou silou prvni cil s pravdépodobnosti 1 a s pravdépodobnosti 2
plnou silou druhy cil, pfi¢emZ v8echny ostatni zpisoby ttoku se vyluduji.
St¥edni hodnota funkece f je v tomto ptipads (p¥i fixovaném obranném systému
Y, Y2 ¥s) 1-6(@—y)) +2.2(a—y,) = 322 — y; — y,). Toto &islo nemuze
byt mensi nez 30.12) Touto smifenou strategii je zaplnéna d¥ivéjsi mezera.
Cislo 30 je horni hranici dspéchu Gtoku, ptijala-li obrana (jak se také stalo)
ryzi strategii a mohla-li itoéici strana volit strategii smiSenou.

Bylo by zajimavé objasnit, jaké vyhody by mohla mit obrana ze smiSené
strategie. Ukazalo se v8ak ji%, %e utoénik miZe dosahnout hodnoty 30, nemuze
tedy Z4dnd smiSend strategie obrany vést k lepS§imu vysledku neZ nalezend
jiz &isté strategie, kterd nedovoluje ttoénikovi dosahnout vic nez 30. Formalni
dikaz tohoto faktu neni obtiZny.

5. SMISENA STRATEGIE

U ryzi strategie jde o jeden z tahi, jimiZz hraé muZe disponovat, u smisené
strategie jde o pravdépodobnosti tahu.

Smienou strategii se sleduji dva cile. Pfedevsim se dosahuje vétsi pfizpiso-
bivosti, nebot kazdou ryzi strategii lze poklddat za smiSenou s pravdépodob-
nosti 1. Pfedchazejici piiklad ukazuje, Ze takovd volnost akce miZe piinést
podstatny uZitek. Za druhé vede smi%end strategie k nahrazovani funkénich
hodnot f(z, y) jejich stfednimi hodnotami. P¥i pouZiti smi¥ené strategie nemuze
si byt hraé¢ nikdy jist tim, %e funkce f nabude néjaké uréité hodnoty. MiZe
pouze tvrdit, Ze tuto vlastnost mé st¥edni hodnota funkece f; skuteéné funkéni
hodnoty mohou byt také mensi.

Pouziti smiSené strategie, nebo lépe prechod k st¥edni hodnoté funkce f
ma smysl jen tehdy, jestliZe stfedni hodnota dobie charakterisuje zajmy hradu.
V teorii her se toto také predpoklada.

Uvidime, Ze v nékterych piipadech vystupuje pojem stfedni hodnoty jako
disledek vnitiniho charakteru tdlohy, nejen jako disledek aplikace smiSené
strategie. Dochdzi k tomu nap¥. tehdy, ptedstavuje-li funkce f sama st¥edni
hodnotu, pomoci niZ se charakterisuji primérné vysledky néjakych nahodnych
procesu (viz dale odst. 6).

Matematicky znamend zavedeni smiSené strategie zménu povahy nezavislych
proménnych, jez v tloze vystupuji. Pivodni proménné z a y byly ryzi strate-
gie. Nové proménné — smisené strategie — oznaéime p, g. Jsou-li ryzi strate-
gie hride ddny napt. pfirozenymi é&isly 1, 2, ..., m, pledstavuje kazdsd jeho
smiSend strategie m-tici (py, Py, ..., Pm) M nezépornych ¢&isel, jejichZz soudet
je roven 1. Misto puvodni funkce f proménnych = a y pfichdzi novd funkce
F proménnych p a g, jejiz hodnota F(p, q) je stiedni hodnota funkece f, jestlize
rozdéleni pravdépodobnosti hodnot x a y je dano strategiemi p a ¢. Disponuje-
li ve zvlaStnim pripadé ka#dy hraé koneénym poétem strategii, charakteriso-

13) Na v, & ¥, nelze vynalozit vic nez 12 vzhledemk y; + ¥a + 43 =d = 12. J. V.
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vanych pfirozenymi &isly (x = 1,2,...,m u jednoho hrile, y =1,2,...,n
u druhého hrade), je

F(p,q) =1, ) pyqy + f(L, 2) g2 + ... +
+ f(1, ) P1gn + £(2, 1) Dagy + ... +
+ f(m, n) Dmn -

Fundamentdlnim vysledkem teorie her pro hru ve dvou s nulovym souétem je
skuteénost, £e pro velkow tridu pFipadd spliiuje funkce F podminku

max (min F (p,q)) = min (max F (p, q)).
4 q q 4

Patfi sem zejména vSechny hry s konednym poétem strategii u kazdého
hrage.

V nafem diiv&j§im oznadeni je tedy pro smiSené strategie v, = v,. Disledky
tohoto vztahu jsou ndm ted jiZ jasné. Tento vztah charakterizuje také ,,kompro-
mis*, jehoZ nebylo moZno dosdhnout v odst. 3, kde se uvaZovaly jen ryzi
strategie. KaZdy hra¢ disponuje nyni smiSenou strategii, kterou lze redukovat
i na ryzi strategii (napf. u obranca v piikladé z odst. 4), jez mu garantuje
dosdhnout », = v, bez ohledu na to, co &éini protivnik. Velidina v = v; = v,
se nazyva cena hry.

[Ukézeme piiklad smiSené strategie na hie popsané na str. 77 tabulkou 2.
Oba hriéi disponuji dvéma strategiemi. Oznaéme pravdépodobnost, Ze prvni
hrad zvoli svou prvni strategii, znakem p. Pak oviem pravdépodobnost, Ze zvoli
druhou ryzi strategii, je zfejmé& 1 — p. Analogicky budteZ pravdépodobnosti
volby ryzich strategif druhého hrade ¢, 1 — gq. Pro tuto hru je pak F(p, q¢) =
=2.pg+1.p(1—q)+ (=1)(1—p)q+3.(1—p)(l—qg) = 5pg — 2p —
— 4q+ 3. Hledd4me min F(p,q). Upravme F(p,q) na tvar F(p,q) = (5p—4) ¢+

¢

+ (3 — 2p). Minimum nastane ziejmé pro ¢ =0, je-li 5p —4 >0 a pro
o i <0 Tedv mi 3p —lprop=#¢,

g=1 jeli 5p — ¢ =<0 Tedy minF(p,9) =13 _ 5 pr0p > 4.

nabude tato funkce zfejmé pro p 2 4 (v intervalu <0, $¢) roste, v intervalu
4, 1> klesd) a je max (min F(p, q)) = Z. Zcela analogicky (Gpravou F(p, q)
» q

5g — 2 3 dost F S—Hpod=h g
na (5¢ — 2) p + (3 — 49)) ostaneme max (»q) = g+1 prog>32°%
tud déle min (max F(p, q)) = % pro q¢ = %. Nejlepsiho vysledku v, = v, =

Maxima

=v=1% doséhne tedy prvni hrag, zvoli-li svou prvnf ryzi strategii s pravdé-
podobnosti ¢ a druhou s pravdépodobnosti 1, druhy hraé¢ pak volbou svych
ryzich strategii s pravdépodobnostmi % a 3.

Vidime, Ze i v takovém velmi jednoduchém piikladé je jiz dost poéiténi.
Slozitost Givahy a vypoétu oviem roste s rostouci sloZitosti tlohy. V odst. 9
najde ¢tenat zminku o nékterych G¢innych metodéch aproximace.

Plat{ max (min f(z, ¥)) < v < min (max f(z, y)). Pro libovolné < a pro kazdé
7 v v z
n n
q je totiz Zl qlﬂxh yi) g max F(p’ Q): nebof: 21 q:ff(xb yi) = F(P, 9) =
i= q j=
n
= Z‘quf(wk, Y;) Pro P =0, k +j, p; = 1. Dale je -21 q; min flz,, y) =
7 jom
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= Z ¢;f(®;, ¥;) a vzhledem k z g;,=1je Z q; min f(z;, y) = myin fzi y). Tedy

] 7 Y ; v 12 .
pro libovolné ¢ a ¢ je min f(#s, ¥) < max F(p,q), tedy také pro kazdé ¢
je min f(z, ¥) < min (ma)’é F(p,q) =, z;;edy také max (min f(z, ¥)) = v. Ana-

1ogigky se dokaze zh-uhg z vySe uvedenych nerovnosti.

Nynf je jasné, Ze pfechod k smifené strategii nejen pomdhéd k jednoznaéné
volbé postupi, ale vede také (v praméru!) k lepsimu vysledku, nez uziti ryzi
strategie, garantujici max (min f(z, y)), resp. min (max f(z, y)).]

Definice optimdlni smiSené strategie vede k obecnému principu, ktery je
dilezity pro numerické vypodty (podrobnéji o tom viz je§té v odst. 6). Budtez
?’, ¢’ optimélni strategie. Podle definice je F(p',y) = v pro jakékoli y 13)
a F(z, q') < v pro jakékoli z. Z téchto nerovnosti plyne F(p’, y) = v pro kai-
dou optimalni strategii p’ a pro kazdou d&istou strategii y, u niZ se v optimalni
strategii ¢’ pfedpoklada nenulova pravdépodobnost.

[Dikaz: v = F(p', ¢') = 2, pigif(xir y,) = 2.4,F(p',y,), kdey, probih4 viechny
15 Y
ryzi strategie y. Pro vSechna j je viak F(p',y,) = F(p’, ¢') a q; = 0. Kdyby

pro jisté j = k bylo ¢, > 0 a F(p', y;) > v, byloby v =2 F(p',y,) > D.qo=
— ] i i

Jakmile jsou tedy urdeny ryzi strategie, jejichz pravdépodobnosti p¥i opti-
malni smisené strategii jsou nenulové, dostavame misto nerovnosti soustavu
rovnic. To je poletn& vyhodnéjsi.

Zatim jsme uvaZovali piipady s konetnym podtem &istych strategii. Je-li jich
nekonené mnoho a vyjadfuji-li se redlnymi &isly napf. z intervalu 0 < 2 < 1,
uréuje se smiSens strategie pomoci tzv. funkce rozdéleni P(x). To zahrnuje
i pfipad, kdy se n8kterym &istym strategiim p¥ipisuji kladné pravdépodobnosti,
i pfipad, kdy se pravdépodobnost &isté strategie uréuje hustotou pravdé-
podobnosti dP(z) = p(x) dz. Funkce F(p,q), vyjadiujici stfedni hodnotu
funkce f(z, y), ma nyni tvar'®) [[f(z, y) dP(x) dQ(y).

6. SOUMERNOST. PRIKLAD TAKTICKE VOLBY CASU

Uloha se nazyvé symetrickou, jsou-li oba hradi ve stejné situaci. Zejména
se predpoklidé, Ze oba disponuji stejnymi moZnostmi, tj. stejnymi soubory
distych strategifi a tedy také stejnymi soubory smiSenych strategif. Soumérnost
tlohy se vyjadfuje vztahem f(x, y) = — f(y, ), jenZ ma za nasledek analo-
gicky vztah pro smiSené strategie F(p, g) = — F(q, p).

Ma-li dloha FeSeni, tj. je-li max-min funkce F rovno jejimu min-max, musf
byt vzhledem k symetrii » = 0. Je tedy strategie p optimalni, je-li F(p, y) <
= 0 pro libovolné y. Je-li p optimalni pro jednoho hride, je automaticky
optiméalni i pro druhého hrate. Ukazme piiklad symetrické dlohy.

Mysleme si, %e dvé& bojujici strany maji za tikol obsadit tyZz bod (kétu,
objekt). Kazd4d z obou stran uréi okamzik zahdjeni své akce zcela nezavisle

13) y je strategie obsahujici jednu distou strategii s pravdSpodobnosti 1 a ostatni &isté strategie

m m
vesmés s pravdépodobnostmi 0. Je proto F(p’, y) = Z Pif (@ y). = z Pt (2 y)-
k=1 E=1
' 14)'Viz dodatek, odst. 3.
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na protivnikovi. Pfedpoklddejme, Ze je znama funkce ¢ argumentu ¢ (¢asu),
jejiz hodnota v ¢ uréuje pravdépodobnost, s kterou kterakoli strana dobude
cile, zahaji-li svou operaci v okamziku ¢. Pfedpokladejme dale, Ze ¢ roste od nuly
do svého maxima, jehoZ dosidhne pro ¢ = 0 a pak Ze klessd. Cim diive zadne
jeden z protivnikd svou operaci, tim vétSi ma nadéji na predstiZeni soupefe,
aviak tim mensi nadéji na dspéch.

[Predpokladd se, Ze jakmile jeden ze soupefi bod obsadi, druhy to jiz udinit
nemize.] .

V uvaZované varianté tloh tohoto druhu maé kaZd4 strana moznost ziskat
zpravu o eventudlnf akei protivnfka.

Ryzi strategie v této uloze jsou tedy okamziky, kdy se ta kteri strana
rozhodne zahdjit operaci. Oznadime tyto strategie zase x a y a predpokla-
ddme, Ze x < 0, y < 0 (x, y redlné). Toto omezeni ¥ikd, %e Zddny z protivniki
nem4 duvodi jednat a% po uplynuti nejvyhodnéjsiho okamziku ¢ = 0.

SmiSené strategie se v obecném piipadé vyjadiuji funkcemi rozdéleni
P(z), @(x). V nafem piipadé stadi omezit se na smiSené strategie dané husto-
tami pravdépodobnosti p(x), ¢(x) a vzhledem k soumérnosti tlohy koneéné
na jednu hustotu p(z). i

Uvedeme refeni a pak teprve ukazZeme, jak je lze najit. Optimaln{ strategie
je urdena touto hustotou pravdépodobnosti:

0 pro z<a,

p(x) = ?(0) ¢'(2)
3¢*(x)(1 + 9(0))

proa <20,

#(0)
1 4 2¢(0)
kvantitativné intuitivni pfedstavu o optimalnim schématu chovéni protivnika.
Zadny ze soupetd nezaéne s akef, dokud jeho nad&je na tspéch nepiekrodf
jistou prahovou hodnotu a, uréenou vySe uvedenou formuli. Hustota pravdé-
podobnosti, s ni% se kaZzdy ze soupeft rozhoduje, je v&tsi, jestlize funkce ¢
rychle roste. :

Prvni krok k fefeni zalezi v tom, uréit funkci f proménnych z, y, kterd mate-
maticky popiSe nasi situaci. Zadne-li prvni z protivnikd s akei diive, tj. je-li
xz < y, je jeho nadéje dosdhnout cile rovna ¢(z). Pro druhého protivnika je
pravdépodobnost uspéchu tedy (1 — ¢(x)) ¢(y), [tj. pravdépodobnost, Ze na-
stanou zaroven dva vzajemné nezavislé jevy, tj. Ze prvni cile nedoséhne —
pravdépodobnost toho je k ¢(x) komplementéarni, tedy 1 — ¢(x) — a Ze druhy
cile doséhne — pravdépodobnost tohoto jevu je ¢(y). Uhrnna pravdépodobnost
je tedy rovna soudinu pravdépodobnosti obou jednotlivych jevii.!®) Za funkeci
f lze zvolit rozdil pravdépodobnosti usp&chu jednotlivych stran], tedy pro
<y je fx,y) = p(x) — (1 — () p(y) = @) — ¢(y) + P(=)P(y)-

Zaénou-li obé strany s akef soudasné (x = ¥), je f(z, y) = 0, nebot ob& maji
stejnou nadé&ji.

Je-li konedn& x > y, je (analogicky jako proz < ¥) f(%, ¥) = ¢(®)(1 — ¢(y)) —
— ¢() = o) — ¢(y) — ¢(z) p(y).

kde konstanta a je uréena rovnici ¢(a) = . Toto FeSeni vyjadiuje

18) Viz dodatek, odst. 2.

83



Smlsena strategie p(x) bude optimalni, bude-li pro kaidé y F(p,y) =

f f(z, y) p(x) dxz = 0. Rozdé&lime nyni integraéni obor na intervaly (—oo, y)

a (y, 0) (x < y, x > y), dosadime z uvedenych formuli pro f(z, y) a dostaneme?®)

2fw<x)p<w>dx20(1—7§/))+ 1

_Princip z konce odst. 5 (str. 81), zobecnény na spojity piipad, vede k poza-
davku, aby rovnost v uvedeném vztahu platila pro kazdé y, pro néz p(y) + 0.
Vyloudime-li p(y)= 0, je ptirozené piedpoklédat, Ze p(x) = 0 pro x < a a Ze

g

pro x > a je dano vzorcem 2f<p(x) p(x)de =C (1 — ﬁ) + 1. To také

a
budeme pifedpoklddat. Derivovanim posledni rovnice podle y dostaneme
0 0

pak p(y) = —g— ?'(y) ¢~(y), pti emz f pr)dz=1a f ¢(x) p(x) dz = C. Prvni

a a
z téchto vztahd uréuje @, pro kterouzto hodnotu dochézi ke skoku, druhy
vztah uréuje konstantu C.17)

Yy 0
1) Fip,y) = [ p()(@@) — o) + ¢() ) dz + [ p(2)(@@) — ¥) — () ply)) dz =

o v
v 0 0

= [ p(@) p(z) dz — () f o) dz + ¢(y) f p(z) @) dz + f p(z) p(z) dz — @(y) f p(z) de —

—
0

— o(y) f P(x) p(z) dz = [ p() p(z) dz — @) f p(2) dz + o(y) f p(z) p(x) dz —
Yy

— - -
0 0 0

— ¢(y) [ (@) px)dz= (vzhledemk [ p(z)dz = 1) = [ p(2) p(z) dz —
Y —a —

v
— o) + o) f P(z) p(z) dz — @(y) f P(z) p(z) dz 2 0.
Tedy
0
[ p@) @) dz — (y) + (y) f P(z) plx) dz2@(y) f P(z) p(e) dz .
— -
Pripodteme nyni k ob&ma strandm této nerovnosti

0
o) f p(z) p(x) dz, oznadime f p(x) p(x) dz = C

— 00

a dslime obd strany @(y). Dostaneme formuli uvedenou v textu.

C . 4
17 (o -3(x) dr = 1 plyne jednoduchym vypodtem C = -——— _ _ Diéle
V2 — ffp (=) ~3(x) plyne j ym vyp @) — 50

0 0
0
z f,p(x) p(x) de = C plyne —Cz’-fq;’(x) ¢~3(x) dz = C, odkud ¢(a) = I-%L(%)pﬁ)—) Dosazenim do
a

a
2(0) pl) = 2(0) ?'(=)
1+ 9(0)’ 2p(0) + 1)~ ¢3()

vyrazu pro C dostaneme C = pro z = a.
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Nynfi je oviem jeSté tieba provétit, Ze takto ziskané ¥eseni skutednd spliiuje
podminku F(p, ¢) > 0 pro jakékoli y. Tim se zde jiZ zabyvat nebudeme.

Uvedeny pfiklad je zvlastnim ptipadem velké tifdy dobfe prozkoumanych
uloh, zvanych ,,souboje‘.18)

Otézka najit optimélni smiSenou strategii se pfevadi na feSeni linedrnich
integralnich rovnic. D4 se ukazat, Ze tato FeSeni jsou unicitni, tj. Ze pro kaz-
dého z protivniki existuje jen jedna smiSena strategie, ktera nejlépe vyjadiuje
jeho zajem. Unicita FeSeni plati pro viechny ,,souboje a také pro nékteré
jiné ptipady. Jsou vsak ptipady, kdy pro nékterou stranu existuje nékolik
optimélnich smiSenych strategii.

7. RELACE MAX.-MIN = MIN-MAX

Z ptedchézejicich vykladi je vidét, Ze teorie hry ve dvou s nulovym souétem
spodivda na relaci max-min = min-max. Optimalni ryzi strategie existuje
ve vyjimeéném piipadé, kdy tento vztah plati pro funkci f. Pro funkeci F platf
dastéji a umoziiuje volbu optimélniho zplsobu jednédni. Ukdzali jsme koneéng,
%e relace max-min = min-max plati vidy (pro F'), disponuje-li kazdy hra¢
koneénym podtem ryzich strategii. Dukaz tohoto tvrzeni spolivé na dvou
zvla$tnostech funkce F'. Jedna z nich je spjata s povahou smifenych strategif
P a ¢, druh4 se zvlastni formou této funkece.

Je-li podet ryzich strategii koneény, predstavuje smifend strategie p ve smyslu
definice systém (p,, Py, ..., Pm) m nezapornych ¢&isel, jejichZ soudet je 1. To
umoziuje jednoduchou geometrickou interpretaci smifené strategie. Budi%
m = 3. Mysleme si trojuhelnik, jehoZ kazdy bod (uvnit¥ nebo na obvodu)
lze brat za t&Zi8t& bodovych hmot (mas), umisténych ve vrcholech trojihel-
nika. PondvadZ poloha t&zisté zavisi jen na poméru hmot (mas), miuZeme
polozit jejich soudet rovny 1. ZtotoZnéni p,, p,, p; s témito hmotami vede
ke ztotoZnén{ smifené strategie s jejich téZist€m. Jinymi slovy, smifené stra-
tegie lze pokladat za body uvnit¥ nebo na obvodu trojihelnika. Cisté strate-
gie odpovidajf jeho vrcholum.

Pro m = 2 vyplni smffené strategie analogicky tse¢ku, pro m = 4 dtyistén
v trojrozmérném prostoru, prom > 4 analogicky m-rozmérny ttvar v (m — 1)-
rozmérném prostoru (tzv. simplex — J. V. G.). VSechny tyto ttvary jsou
konvexni, tj. obsahuji-li dva body, obsahuji také celou tsetku tyto body
spojujici.

Pokud jde o formu funkce F, je to pfi koneéném podtu &istych strategif
bilinedrni forma v p a ¢ : F(p, ) = 2f(x;, ¥;) pgs- To znamend, e pro kardé

i,J

p+p" | _
2 ’q)_'

zvolené ¢ je F linedrni forma v p a obricené. Zejména plati F (

= Flp'.q) _; F@’,9) . Nahradime-li zde znak rovnosti znakem <, dosta-

neme podminku, vymezujici velkou t¥idu tzv. funkci konvexnich vzhledem k p.
Vezmeme-li znak =, dostaneme definici tzv. konkdvnich funkei.

Fundamentalni vysledek teorie spoéivé v tom, Ze pat¥i-li kazda z nezdvislych
proménnych p, ¢ n&jakému vypuklému Gtvaru v prostoru o koneéném poétu

18) 1 r;dez of Publication, The RAND Corp., Santa Monica, Calif., Gnor 1954, str. 14.
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rozméra a je-li funkce F' konkavni vzhledem k p pro kaidé ¢ a konvexni
vzhledem ke g pro kazdé p, je max (min F(p, g)) = min (max F(p,q)). Pfedpo-
r4 q q 4

klad4 se pFitom, Ze vypuklé dtvary, jez jsou obory proménnych p a g, obsahuji
své hranice a %e jsou omezené. Jinak by zminéna maxima a minima nemusela
existovat.

Vysloveny pozadavek lze zeslabit. V n&kterych piipadech mé funkce F tvar
zlomku s kladnym jmenovatelem. Zékladni relace max-min = min-max
zistava v platnosti, jsou-li podminky, pokud jde o konvexnost a konkévnost,
splnény pro ditatele a jmenovatele. K tomu zejména staéi, aby &itatel a jme-
novatel byly bilinearni formy (viz také dale odst. 8).

Vysledky byly zobecnény i na p¥ipad nekoneéné mnoha rozmérd, coZ mé
velky vyznam pro studium her s nekonedné mnoha ryzimi strategiemi. Aviak
i v téchto ptipadech mohou byt uZiteéné varianty s koneénym podtem roz-
méru. Ptikladem miZe byt tloha z odst. 4 o obrané a utoku. Zde jsou ryzimi
strategiemi konvexni utvary a funkce f je konvexni vzhledem k y p¥i libovol-
ném z. Obecné poudky teorie zaruéuji, Ze v takovém p¥ipadé disponuje druhy
hra¢ optimalni ryzi strategif, coz se s tispéchem déa vyuzit pro urdeni optimal-
nfho postupu.

Variantu zdkladni véty s koneénym poétem rozméra lze na nekoneéné roz-
mérny piipad aplikovat také tehdy, jestlize se ryzi strategie méni napt. od 0

do 1, a je-li funkce f mnohoélen®?): f(x, y) = Dc,x'y*. Jsou-li smi%ené strate-
Wk

gie dany funkcemi rozdélenf P(x), @(x), je potc;m F(p, q) = Dcyfat dP [y* d@.
ik

Uloha se prevedla na p¥ipad o kone&ném podtu rozmérd, nebot smi¥ené stra-
tegie lze dplng popsat konednym podtem tzv. momentd [x*dP a [y*dQ.

8. EKONOMICKA APLIKACE

Metod a vysledku teorie her lze ¢asto pouZit ve studiu modela ekonomickych
situaci. Jako pfiklad probereme model stabiln® se rozvijejictho hospodatstvi.
Souvislost tohoto modelu s teorii her nasel J. v. NEUMANN. )

Predpoklddame, Z%e ,hospodifstvi tvoffi uzavienou soustavu, utvorenou
z n vyrobku a m vyrobnich procesti. Vyrobky oznaé¢ime &fsly j = 1, 2, ..., n,
vyrobni procesy &isly ¢+ = 1,2, ..., m. V ka?dém procesu se nékteré vyrobky
ze soustavy spotfebuji, ostatni vyrobi. Ptedpoklddejme, e mnozstvi vyrobku
a intenzita vyroby se mé¥ vhodnymi jednotkami. Cisla a,,, @, ..., a;, necht
jsou mnozstvi riznych vyrobki, které se spotiebuji v ¢-tém vyrobnim procesu,
probihajicim s jednotkovou intenzitou, b, d,,, ..., b;, mnoistvi vyrobku,
jeZ se v tomto procesu vyrobi. Relativni intenzity vyrobnich procest oznaéime
29, 29, ..., 29, relativni ceny vyrobka y©, 52, ... y@. Cisla 29 a 49 jsou
nezaporné a jejich soudty jsou rovny 1. Predpoklad stability hospoddrské sou-
stavy znamend, Ze tato &isla musf byt konstantni. Pfedpoklad rozvijejiciho se
hospoddfstvi moino interpretovat tak, Ze se intenzita vyrobniho procesu
za kaZdou uplynulou &asovou jednotku zndsobi tymZ koeficientem & > 1.

_1") M. DrESHER, S. KArRuN and L. S. SHAPLEY, Polynomial Games, Contributions to the
Theory of Games, Ann. Math. Stud., sv. 24, 1950, 161—180.

20) J. voN NEUMANN, 4 Model of General Economic Equilibrium, Rev. Econ. Stud., sv. 13,
str. 1—9, 1945— 1946 (pfeklad do angli¢tiny podle Neumannova rukopisu).
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Pro kaZdy vyrobek j musi platit 2b.,a® > & 2.a,529, nebot v opaéném
i i

piipad® by potfeby rozvijejiciho se hospodéistvi prevysovaly skutené zdroje.
Kdyby kromé toho platil pro néktery vyrobek j v tomto vztahu znak rovnosti,
vznikne prebytek, ktery mé ve stabilnim hospodéaistvi nutné za nasledek
anulovéni relativni ceny tohoto vyrobku. Tyto dvé podminky lze nahradit
pozadavkem, aby pro jakékoli mozné rozdéleni hodnot y, bylo > b,ax@y, =

)
=¢ Za,-,x(“’)y,, pfidemZ rovnost musi nastat pii skuteéné dosaZenych relativ-

1)
nich cenéch y(9.
Zakony tohoto hospodaistvi piedpisujf dale, aby soutéz vedla ke zmensovan{

zisku. Oznaéime-li normu zisku p al + p =7, musi pro kaidy vyrobnf
proces platit Db,y <y Yay®. Plati-li v nékterém vyrobnim procesu

i ostrd nerovn()]st, je (@ =70. Tyto dvé podminky lze vyjadrit také tak, Ze
pro kaZzdou pifpustnou soustavu intenzit z; platf Zb,-,y('})x‘ =17 Zai,y(‘})x,,
i i
ptitemZ rovnosti se doséhne pti skuteénych intenzitach x(Q.
Budeme nyni predpokladat, Ze a;; > 0 pro viechna i, j a sestrojime funkei

thﬂ'i.’/i

f(z, y) =2 — . Vy%e uvedené podminky lze nyn{ vyjadFit takto:
gauzi?h

£ < min f(z®,y), &= f@®, y®); n = max f(z,y®), 1 = f(2®), y*). Odtud

Tz
plyne”.f = nadale { = min f(2(®, y) = max (min f(z, y)) = min (max f(z, y))=
z ] Y z
= max f(z, y) = 7.
z

Tento vysledek ukazuje souvislost nadeho ekonomického modelu se zékladni
vétou z odst. 7. Funkce f je podil dvou bilinedrnich forem a miZeme proto
tvrdit: Pro dané dvé soustavy ay, b,; existuje alespons jedno rozvijejici se hospo-
ddfstvt s témito velilinami jako paramelry, v nitf spoletnd hodnota max-min
a min-mazx funkce f je vétsi nez 1. Touto spolednou hodnotou je koeficient &, ktery
charakterisuje rust vyroby a je roven koeficientu n = 1 + p, kde p cha-
rakterisuje normu zisku.

Podminka a;; > 0 pro viechna ¢, j je dosti silnd. MaZe byt oslabena, vezme-
Z biry;

SN

Z(aii +bi)xy;
57

8 ptedpokladem a;; + b;; > 0. Vzhledem k povaze nasf tlohy je pfirozené

ptedpokladat, Ze a;; = 0, b;; = 0, je vSak potom nutno %#4adat a;; + b,; > O
pro viechna 1, j. Jinak by nemuselo byt & = 7.

me-li misto funkce f funkei g, definovanou formuli g(z, y) =

9. POSTUPNE APROXIMACE

Optimalni smifené strategie jsme skuteéné vypracovali zatim jen v odst.
5 a 6. Dnes je v tomto sméru zndmo mnoho ruznych metod opfrajicich se o nej-
rozmanit&jdi principy, od jednoduchych geometrickych tvah po sloZité vy-
sledky teorie linearnich operatoru.
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V odst. 5 jsme ukézali, Ze v rdmeci naSich podminek hry ve dvou s nulovym
souttem lze nerovnosti vymezujici optimalni strategii nahradit soustavou
linedrnich rovnic. To lze provést 1 v obecném pfipadé her s koneénym poétem
¢istych strategii. V takovém ptipadé lze obdélnikové schéma, charakterisujici
hru, pfeménit ve schéma ¢tvercové vynechdnim vhodnych ¥adka a sloupet.
Toto redukované schéma nazveme jddro?!) vychoziho obdélnika; lze na né
pouzit diive jiz popsané metody. S ristem poétu distych strategii se viak
vydlenovani jadra stdva velmi pracné a metoda ztraci znaéné na své Géinnosti.

G. W. BrowN vypracoval metodu postupnych aproximaci??), jiz lze pouzit
v piipadech, kdy nelze vydlenit jadro. Metoda spoéiva v tom, Ze se pro kazdého
hrate sestroji (nekoneéné) posloupnosti {p(}, {g("} smiSenych strategii, jez
konverguji k optimélni strategii p, ¢. Metoda je velmi vhodné pro numerické
vypotty, nebot se d4 snadno programovat pro matematické stroje, ad jinak
posloupnosti konverguji velmi zvolna.?3)

Posloupnosti {p("}, {¢("} se konstruuji rekurentn&. BudiZ dédna smiSena
strategie ¢ pro druhého hrade. Oznadéme ¢@(g) ryzi strategii prvniho hrade,
kterd je optimalni jako odpovéd (reakce) na strategii q. Analogicky ozna¢me
y(p) optimalni ryzi strategii proti dané smiSené strategii p prvniho hrade.
Posloupnosti {p(N} a {¢("} se konstruuji souasné. Vyjdeme z libovolné strate-
gie ¢ a polozime p(®M = ¢(¢®). Dalsi d&leny urdujeme rekurentnimi vztahy

— —1
. ; g+ %w(p"’), piren =L " p"’+% ¢(g"*). [Doporu-

dujeme &tenafi vypoldist nékolik aproximaci nejlep$i smiSené strategie pro
hru z ptikladu na str. 81 a porovnat vysledky s pfesnymi hodnotami p = 4,
q=%1]

K této metodé& se tésné pfimyka metoda, kterou vzajemné nezavisle vypra-
covali BROWN a NEUMANN a v niZ se optimalni strategie uréuje jako limita
TeSeni jisté soustavy diferencidlnich rovnic, kdyZ nezavisle proménnd neomezené
roste.

qirth) =

10. OBECNY POJEM STRATEGIE. HRA TYPU POKER

Viechny zatim probirané pfiklady byly zvldstnimi pfipady modelu z odst. 2.
Nékdy je v8ak nutno potitat se situacemi obecnéjsi povahy, kdy oba hraéi
se mohou rozhodnout pro nékteré z nékolika feseni. Kromé toho mohou byt
nékdy tahy (v obecném smyslu tohoto slova — J. V.) isté ndhodné. V okamziku,
kdy je nutno udinit tah, mohou byt vysledky predchazejicich tahi, reakce
protivnika nebo ndhodné tahy hraéi édstetné znamy.

NejobtfiZnéj’i je popsat kvantitativné nahodu zahrnutou v teorii a dat
pfesny smysl pojmu ryzi strategie. Omezime se na p¥ipady, kdy podet taha
a moZnych kombinaci hry je konedny. Ryzi strategii vymezime soustavou
instrukef, kterd pfedvida vSechny moZné situace a kterd muZe informovat
libovolného nezasvécence o tom, co udinit. Celkovy podet ¢&istych strategif
budiZ koneény.

Mysleme si nyni, Ze kazdy hra¢ ma tplny soupis svych ryzich strategii
ve formé knihy, na jejiz kazdé strance je popsédna jedna strategie. Pfedpokla-

1) Vv ruétir_lé cyujecmeennan yacmsb (podstatnd dést). J. V.

22) G. W. BrowN, Notes on the Solution of Linear Involving Inequalities, Harvard University
Press, Cambridge, Mass., 1951.

23) Dikaz viz v JULIA ROBINSON, An Iterative Method of Solving a Game, New York, 1952.
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dejme déle, Ze kaidy hraé¢ muzZe pfedat hru ndhradnikovi a to tak, Ze mu
sdéli ¢islo stranky, na niZ je popsana strategie, které hodlal pouzit. Nahradnik,
takto informovany, muzZe nyni postupovat sim. Poznamenejme, Ze hra se
takto pfevadi na diive popsany model: kazdy hraé voli &slo (&fslo stranky),
ani% vi cokoli o zamérech protivnika.

Ukazeme piiklad. Mysleme si hru ve dvou s nulovym souétem, ktera pted-
stavuje zjednodusenou variantu hry ,,poker a to variantu, kterd zachovava
moznost tzv. ,bluffu‘*t). Hra sestava z Sesti kroku [a, b, ¢, d, e, f. Kroky
a a b se ¢inf vzajemné nezdvisle, kroky dalif st¥idavé, podinaje prvnim hradem.
Hra miZe skonéit kterymkoli krokem ¢ a% f. Hraje se s kartami jen dvou
»»hodnot‘‘ — vy3¥{ a ni#si. Postup hry je tento:

a) kazdy hra¢ vlozi do hry zakladni sdzku, rovnou 2 (jednotkam);

b) ka#dy hraé , koupi — nezivisle na protihradi — kartu.

MizZe to byt karta vy$3i nebo niZsi. Tento akt je ndhodny. Pfedpoklids se,
Ze oba hraé¢i maji stejnou nadé&ji koupit vyssi nebo niz#i kartu. Kazdy hrag
vidi svou kartu a nevidi kartu protihrade.

¢) Prvni hra¢ muaZe ,,pasovat‘ (tj. vzdat se dalsf hry — J. V.), nebo zvyélt
svou sdzku o 3 [vloZi tedy eventuélné v tomto kroku do hry celkem 5];

d) druhy hraé¢ muZe pasovat, nebo Zadat vyloZeni karet, nebo zvysit sdzku
o 3 [tj. zvysit sdzku protihride, tedy vsadit daldich 6 jednotek. Celkem pak
bude éinit jeho sdzka 8);

e¢) prvni hrdé muZe udinit totéz [jeho sizka dosihne tedy eventudlng 11];

f) druhy hraé miZe bud pasovat, nebo Zaddat vyloZeni karet.

Hra pokraduje tak dlouho, dokud n&ktery hrié nepasuje, nebo nevyZaduje
vylozeni karet. V tomto piipadé se karty porovnaji a vyhrava karta vyssi.
Jsou-li karty téZe hodnoty, vezme si kazdy hraé zpé&t celou svou sdzku. Pasuje-li
hréé, vyhravé cely vklad protihraé (toto pravidlo plati i pro krok c); druhy
hré¢ v tom pi{padé vyhrava zakladni sazku).

Celkovy podet strategii lze zmensit dohodou, %e hraé, ktery koupil vyssf
kartu, automaticky zvySuje sdzku ve viech krocich. V takovém ptipadé je
ryzi strategif instrukce jen pro piipad, Ze hraé koupil nizsf kartu.

Prvnf hra¢ disponuje étyfmi &istymi strategiemi:

I, : pasovat pfi kroku c);

1, : zvysit sazku pii c), aviak pasovat pii e);

1, : zvysit sdzku p¥i c), av8ak Zddat vyloZeni karet pfi e);
I, : zvy&it sdzku p¥i c) i p¥i e).

Druhy hraé¢ disponuje také étyimi éistymi strategiemi:
IT, : pasovat pfi d);

I1, : vyloZit karty p¥i d);

11, : zvysit sdzku p¥i d) a pasovat p¥i f);

I1, : zvy&it sdzku pti d) a vyloZit karty pii f).

2!) Charakteristika typickd pro hru poker. Dosti dobfe ji lze vystihnout deskym terminem
,,predstirdni‘‘. Bluff spoéivd v tom, %e hrd¢ séz{ zAm&rnd v rozporu s mo#nostmi své karty, tj.
sézi napf. mnoho, a¢ mé 3patnou kartu, aby protihra¢ nabyl pifesvédéeni, Ze mé dobrou kartu,
a tim ho eventudlng ,,zahnal* (tj. pfimél ke vzdéni partie), nebo obrécens sézi opatrng, a¢ mé
dobrou kartu, aby protihrd¢ nabyl dojmu, %e mé kartu slabou, a aby byl tak vyprovokovén
k velkym sdzkdm. V terminologii naseho élénku lze ,,bluff‘‘ oznadit za zdmérnou volbu neopti-
maélni stratagie vlastni, aby se protihrd¢ svedl od volby strategie optiméln{. J. V.
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Obdélnfkové (¢tvercové) schéma odpovidajici této hie je toto:

Nazyvi se vyherni matici. [Ulohu funkece
f(x, y) tu ma stiedni hodnota vyhry pf¥i
volbé strategii = a y.]

UkaZme, jak se dojde napf. k &fslu —}
L (—Y| Y, 1 7/, ve Stvrtém fadku a v prvnim sloupci sché-
matu.25)

I L 0 vl Prvni hraé zvoli svou étvrtou strategii, tj.

2 /s —a| zvySuje sdzku, kdykoli je to mozné. Druhy
hraé voli svou prvni strategii, tj. pasuje pfi
I —1 | -3, 0 3/, étvrtém kroku. Spoéitejme nejprve mozné
vyhry prvniho hrade.

Jestlize oba hradi koupili vy kartu, zvy-
Yy | =" =%la| %4 | O $uji ve smyslu dohody oba sézky, dokud je
to moZné. Hra tedy kondi Sestym krokem
vyloZenim karet (druhy hraé¢ mé vyssi kartu),
a podle pravidel hry nevyhrava nikdo. Vyhra prvniho hraée je tedy rovna 0.

Jestlize prvni hra¢ koupil vy$¥, druhy hraé¢ niZ$i kartu, zvySuje prvni
hra¢ automaticky sdzku, druhy hré¢ vzhledem k zvolené strategii (II;) pfi
étvrtém kroku pasuje, éim#z hra konéi prohrou druhého hraée. Prvnf hraé tedy
vyhrava 2.

Jestlize prvni hraé koupil niZ$f, druhy vys8 kartu, zvySuje prvni hraé
sdzku vzhledem ke své strategii (I,) stale, druhy podle dohody rovnéz. Hra
konéi Sestym krokem vyloZenim karet (druhy hra¢ mé vys$sf kartu) a prohrou
prvniho hride, ktery prohrava 11. Jeho vyhra je tedy —11.

Jestlize kone¢né oba hradi koupili nizsf kartu, prvni hraé vzhledem ke své
strategii sdzku zvy¥uje, druhy hra¢ vzhledem ke své strategii pfi étvrtém kroku
pasuje, ¢imZ prohrava 2 (zdkladni sizku). Prvnf hrad tedy vyhrava 2.

Pravdépodobnost kazdé z uvedenych variant je 1 2°) Tedy stiedni hodnota
vyhry prvnfho hrade je 1 . (0 + 2 — 11 + 2) =

Uvedme jesté fefeni této hry, tj. optiméln{ smléene strategie obou hradu:

Prvni hraé: I, s pravdépodobnostf }, I, s pravdépodobnosti §, I, a I, s pravdé-
podobnosti 0;

Druhy hraé: II, s pravd&podobnosti ¢, II, s pravdépodobnosti 1, IT, a II,
s pravdépodobnosti 0. .
. Hra je tedy vyhodna pro drubého hrade, ktery muiZe olekavat primérnou

vyhru 2 v kazdé partii.

m, | I | I, | II,

11. ZAVER

Mluvili jsme zde jen o hrich ve dvou s nulovym souétem. J. v. NEUMANN
studoval obecné ptipady, v nichZ lze tvofit ,koalice’* hra¢i. Intuitivné je
jasné (a piiklady to potvrzuji), Ze v mnoha pifpadech muZe hraé ziskat vice,
spoji-li se s jinymi, neZ hraje-li na vlastni pést. Tato vyhoda je dasledkem
dohody, podle niZz jednad nékdy jednotlivy hraé sice proti vlastnimu zijmu,
aviak v zdjmu celé koalice. Dohoda spoéivé v tom, Ze vyhry se sloudi a znovu
rozdéli podle dohodnutych pravidel. Tato pravidla musi byt takova, aby

28) Podéno trochu podrobnsji ne% v origindle. J. V.
26) Plyne ihned z pravidla b). J. V.
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nedavala vzniknout u jednotlivych élent koalice tendencim vzdat se spoleéné
hry a eventudlné se dohovotit s protivnikem ve vlastnfm zijmu.

Dnes lze teoreticky zkoumat zatim jen stabilnost koalici. Teorie neni je¥té
8 to Pesit otdzky nejlepSich zpusobt jejich organizace.

O vysledcich Neumannovych praci se 1ze doé¢ist v knize J. voN NEUMANN
and O. MORGENSTERN, Theory of Games and Economical Behavior, 2. vyd.,
New York 1947. Pifpad, kdy tvofeni koalici naruSujf vné&jsi ptitiny, je z teo-
retického hlediska nejslozitéjsi. Neni dosud ani obecné formulace této dlohy.
Regeny byly jen n&které zvlastni ptpady.

DODATEK
Nékteré pojmy a vzorce z teorie pravdépodobnosti??)

1. Ndhodnym jevem A rozumime obvykle jev, ktery, spojen s n&jakym po-
kusem, miZe a nemusf nastat. Nastane-li v » pokusech m krat, nazyvame

&islo f, = % (0 = m =< n) Cetnostt jevu A. Je znamy experimentalni fakt,

Ze Setnost jevu se s rostoucim = stile méné lidi od jistého pevného éisla.
Tento zakladnf fakt umo#iiuje teoreticky zkoumat nahodné jevy, s nimiZ se
setkavame v pifrodovéds i v praktickém Zivoté. Zminéné &islo lze (s jistou
nepfesnostf) u kazdého ndhodného jevu zjistit tim, Ze provedeme dostatedény
podet pokust a stanovime f, pro rizni .

Ka?dému ndhodnému jevu A4 lze tedy ptifadit jistou, dostateéné stabilnf
dfselnou charakteristiku — d&etnost — ktera popisuje vlastnosti jevu A pti
hromadnyjch vijzkumech. Vztah mezi jevy a jejich detnostmi se v teorii pravdé-
podobnosti axiomatizuje. Kazdému jevu A se pfifazuje é&fslo P(A) — tzv.
pravdépodobnost jevu A.

Teorie pravdépodobnosti spodivéd na soustavé axiomi zvolenych tak, aby
se v matematické teorii zachovaly dulezité vlastnosti expenmentalnich det-
nosti. Dnes je znamo nékolik takovych soustav. :

2. Né&kolik zékladnich vzoret:28)

Pravdépodobnost jevu 4 je &islo P(4), vyhovujici podmince 0 = P(A) <1
Pravdépodobnost jistého jevu U je 1, pravdépodobnost nemoiného jevu V
je0: P(U) =1, P(V) = 0.

Sjednocenim jevia A,, A, — znak 4, U A, — nazyvame jev, spoéiva]ici
v tom, Ze nastane alesponl jeden z jeva A,, A,. Prinikem A4,, 4, — znak
A, N A, — nazyvame jev, spodivajici v tom, Ze nastane 4, i 4,.

Jsou-li jevy A a B nezdvislé, tj. neméni-li se P(4), je-li zndmo, %e nastal
jev B, plati P(4 " B) = P(A) P(B). JestliZe se jevy A a B vzdjemné vyluéuji,
tj. je-li P(A N B) = 0, je P(4 U B) = P(A) + P(B).

17) Spokojime se zde jen struénym vykladem vé&ci, a to jen pokud je to v souvislosti s nafm
&lénkem. Zajemce o podrobndjsi studium odkazujeme na literaturu, napf. 5. B.THEOEHKO,
Kypc meopuu eeposmrocmeti, M., 19564; H. APIEN, K, BVX, BeedeHue 3 meoputo eepoam-
Hocmell u Mamemamuyeckylo cmamucmuxy, M., 1951.

38) N&které z téchto vzorcu se uvadsdji v literatute bud jako axiomy, nebo jako dusledky —
podle toho, kterd axiomatické soustava byla zvolena za zdklad.
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Jev, spodivajici v tom, %e jev A nenastane, nazyvéa se komplementirni k 4
a oznaduje se A. Jevy A a A se vzéjemns vyluduji, jev A U 4 je jisty. Z toho
a z pfedchézejicich vztahiu plyne P(4) = 1 — P(4).

3. Predpokladejme, Ze pokus o« mé nutné za nésledek jeden z jeva A,

i=1,2..,m, tj. 4,U4,U ...U 4,="U, tedyZP A4,) = 1. Necht dale
=1

A;NA4,=V,i %k, tj. P(A;n 4,) = 0, ¢ + k. Spodiva-li jev 4, ve vyskytu
tisla x;, tkame, Ze pokus x ma za vysledek ndhodnou velidinu (ndhodnou
proménnou) &, jeZ nabyva hodnot z;, ¢ = 1,2, ..., n. Analogicky se zavadi
dv0]rozmérna nahodné vehéma (&, n), jejimiz hodnotami jsou dvojice (z;, y,),
1=12,...,m,7=12,.

Pro pravdépodobnostni charakterisové,ni nahodné veli¢iny musi byt udény
pravdépodobnosti, s nimiz miZe nabyt svych hodnot. Pro nahodnou veli¢inu &
musi byt udéno n &isel p,, p,, ..., Py, kde p, je pravdépodobnost, Ze £ nabude

hodnoty ;. Vzhledem k tomu, Ze nékteré z hodnot x; veli¢ina & jisté nabude,
n

je 2, p; = 1. Jsou-li viechny hodnoty z; stejné pravdépodobné, je p;, =
i=1

=—1— 1=12,..., n.
n

b

Zcela analogicky se charakterisuje veliéina (5, n) mm pravdépodobnostmi

Pyt =12 ..,m9=12,...,m, phéemzz Zp,,—l

i=1 j=1
Funkei f ndhodné veliéiny & je ndhodné veli¢ina f(§), nabyvajici hodnot
f(x), ¢ =1,2,...,n. Stfedni hodnotou?®) funkce f se nazyva ¢&islo Ef(§) =
n

=i21 f(=:) p2).
Analogicky je stfedni hodnota funkce f ndhodné veli¢iny (&, ) &islo Ef(&, ) =

Z z f s, yi Dij-

t=1 j=1

Jsou-li ndhodné velidiny &, n nezavislé, tj. nabyva-li £ hodnot x; s pravdé-
podobnosti p; a n nezavisle na & hodnot y; s pravdépodobnosti ¢, (: = 1,2, ...,
n), j= 1 2,..., m), je (podle formule P(4 N B) = P(4) P(B)) Ef(¢,n) =

Z Z f(x;, ;) Pig;. Préavé tato formule mé zdkladni vyznam v teorii smi-
i=1 j=1
Senych strategii, nebot ryzi strategie x a y voli hradi vzdjemné nezavisle.
Néhodné veli¢ina muze byt také spojitd, tj. mize nabyt libovolné hodnoty
z jednorozmérnych nebo dvojrozmérnych intervali. Pravdépodobmnostni cha-
rakteristiky spojitych néhodnych velid¢in jsou tzv. hustoty rozdéleni. Pro veli-
dinu £ se hustota rozdéleni p(z) definuje vztahem Pz < ¢ < z + da} =

29) Viz pozndmku 3). J. V.

30) Znak E je odvozen z nédmeckého a anglického terminu (Erwartungswert, expectancy). V lite-
ratufe se pouivé také znaku M, odvozeného z némeckého Mittelwert. V ruském origindle je stfedni

hodnota znadena pruhem nahote: Ef(€) = f(&). J.V
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= p(x) dx + o(dz), kde levé strana znamend pravdépodobnost, Ze nidhodnéd
veliéina padne do intervalu (z, z + dx) a o(dx) je nekoneéné malou velidinou
vy&&iho Fddu nez dx 31).

Z uvedeného vztahu plyne P{A, < & < 4,} = f p(z) dz. Zi-e]mé f p(x)dx =
=1 32)

Hustota rozdé&leni p(z, y) dvojrozmérné nadhodné velidiny se definuje vzta-
hem P{zx < & <z +dz; y <n <y + dy} = p(z, y) de dy + o [/dx? + dy?).

Pravdépodobnost p(.#), Ze (¢,7) padne do oboru .# (roviny (z, y)) se vy-
jadfuje formuli P(A) = [ f p(, y) de dy. Plati f f p(z, y) de dy = 1 33),

- —o©

Stf¥edni hodnota funkce f ndhodné velidiny & se definuje formuli Ef(¢) =
= [p(z) f(z) dz a v dvojrozm¥érném piipads formuli Ef(¢,n)= [ [ f(z,y)

p(z, y) dz dy. Jsou-li & a 7 vzdjemnd nezavislé nahodné veli¢iny s hustotami
rozdéleni p(x) a q(y), jak se dé4 snadno ukazat, je p(z,y) = p(z)q(y) a

Ef(&, n) = f f p(x) q(y) f(x, y) dx dy. Spojité i nespojité ndhodné velidiny

1ze popsat ]ednotné tzv. funkcemi rozdéleni. V jednorozmérném piipadé (&)
se funkce rozdélenf P definuje vztahem P(x) = P{— o0 < & =< z}. Je-li &

oy ‘ dpP
spojité, je ztejmé P(z) = [ p(u) du a W = p().

Funkce P miuZe byt obecn& nediferencovatelns. Pak Ef(¢) = [ f(x) dP(x)

a Ef(&,n) = f f f(z, y) dP(x) dQ(y).™)

4. Praktlcky vyznam pojmu stfedni hodnoty funkce ndhodné veliiny plyne
z této poudky:

Necht se n pokusy ziskd n hodnot funkce f jednorozmérné nebo dvojroz-
mérné ndhodné velidiny: f,, f,, ..., f,. Za dosti obecnych podminek plati pak:

n
Pravdépodobnost, Ze aritmeticky prﬁmér% > f: se bude liit od st¥ednf
i=1

hodnoty Ef o méné& ne% ¢ > 0, konverguje s rostoucim n k nule:

n
limP{}Ef— Lsus s} —o.
n>o n =1
Pti velkych sérifch zkoumén{ se tedy aritmeticky primér hodnot funkce f
velmi zifdka podstatnd odchyli od jeji sttedni hodnoty Ef.
PreloZil (misty volnd®) Josef Veselka
o(Ax)
Az

33) Pieme od —co do o0 misto od 4; do A4, nebot predpokléddme, %e vnd intervalu (4,, A4)
je p(x) = 0.
33) Nekonedné meze z analogickych davodi jako v jednorozmdrném piipads. Viz pozn. 32).J.V.

3) Tj. lim =o. J. V.
4z—0

34) Tzv. Stieltjesovy integrdly. Viz o tom napt. X. OXMAH, Ilnmeepa.n, Cmuabvmeeca
u ezo npunoxncerusn, M., 1958.
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