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Vznik a vyvoj teorie graft

Pavel Sisma, Brno

Uvod

Teorie grafi patfi mezi relativné mladé ¢asti matematiky. Jeji kofeny sice nachazime
v 18. a 19. stoleti, ale teprve v roce 1936 vysla prvni kniha, ktera byla celd v&novéna,
teorii grafi. Bouflivy rozvoj této matematické discipliny nastal v druhé poloviné
20. stoleti, kdy vysledky teorie grafi naSly uplatnéni nejen v fadé matematickych
oblasti, ale také nap¥. ve fyzice, v elektrotechnice, v chemii, v ekonomii a v lingvistice.

Historie teorie grafii neni dlouh4. Za prvni praci je povazovan ¢lanek [1] Leonharda
Eulera (1707-1783) z roku 1736, ve kterém Euler vyfesil tzv. ,problém mosti mésta
Konigsbergu“. S Eulerovym jménem jsou spojeny také problémy tykajici se ,ulohy
jezdce“, kterd v grafové interpretaci vede k nalezeni hamiltonovské kruznice v grafu.

Dalsi zdroje teorie grafii nalezneme az v poloviné 19. stoleti. V roce 1847 Gustav
Kirchhoff (1824-1887) rozpracoval nékteré otazky teorie stromu v souvislosti s feSenim
soustav linedrnich algebraickych rovnic, které obdrzel pfi vypodtu nezndmych proudd
v elektrickych sitich. Problematika stromi se pak rozvijela zejména v souvislosti
s praktickymi tlohami chemie. Arthur Cayley (1821-1895) studoval v roce 1857
problém izomert uhlovodiki CpHzp42, ktery formuloval obecné. Otdzkami stromi
se zabyvali dile James Joseph Sylvester (1814-1897) a Camille Jordan (1838-1922).
V této dobé, tedy ve druhé poloviné minulého stoleti, se poprvé objevil ndzev graf
v tom smyslu, jak jej chdpeme dnes. Jako prvni tento pojem pouzil J. J. Sylvester
v roce 1878.

V roce 1859 vymyslel William Rowan Hamilton (1805-1865) hru, kterou nazval
Icosian game. Slo v ni vlastné o hleddni hamiltonovskych kruznic v grafu, ktery
odpovida pravidelnému dvanactisténu.

Nejznaméjsi tlohou, kterd od poloviny minulého stoleti vzru$ovala mnoho mate-
matikd i nematematiki, byl ,problém ¢tyf barev“. Jde o diikkaz vSeobecné zndmého
faktu, ze k obarveni libovolné mapy (v roviné ¢&i na kulové ploSe) stadi pouhé Etyfi
barvy. Problém byl vyfe$en az v roce 1976 s vyuZitim pocita¢t a do té doby podnitil
k praci v teorii graft fadu matematika 19. a 20. stoleti.

Jak jiz bylo fe€eno, rychly rozvoj teorie grafii nastdva v druhé poloviné 20. stoleti.
Kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen [2] madarského matematika
Dénese K8niga (1884-1944) z roku 1936 (znovu vydand v roce 1950) slouZila dlouhou
dobu jako jedind udebnice. V roce 1958 vydal svoji knihu francouzsky matematik
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Claude Berge [3] a &tyfi roky po ném norsky matematik Oystein Ore (1899-1968) [4].
Klasickou a u nas dobfe zndmou knihou je i dilo amerického matematika Franka
Hararyho [5] z roku 1969. V nésledujicim obdobi se objevuje cela fada dalsich publikaci
a vychazeji i prvni knihy vénované specidlnim ¢astem teorie grafi.

Prvni praci s grafovou tematikou v Ceskoslovensku napsal brnénsky matematik
Otakar Bortivka (1899-1995) v roce 1926 [6]. Resil tlohu ekonomické elektrifikace
moravskych vesnic a vytvofil pro ni prvni algoritmus nalezeni minimalni kostry ohod-
noceného grafu. Touto problematikou se dile zabyvali Vojtéch Jarnik (1897-1970)
a Milos Kossler (1884-1961).

Prvni ¢esky psanou knihou z teorie grafii se v roce 1964 stala kniha Jifiho Sedlacka
Kombinatorika v teorii a prazi (Uvod do teorie grafi). Kniha pozdéji vysla jednou
bulharsky a dvakrat némecky, pro druhé ¢eské vydani z roku 1977 ji autor znacné
pfepracoval a rozifil. V roce 1981 vysla kniha potfeti [7].

Zatimco do roku 1961, kdy se v Liblicich u Mélnika konal prvni celostatni seminaf
o teorii grafi v Ceskoslovensku, se touto problematikou zabyvali jen jednotlivci,
nastdva v dalsim obdobi prudky rozvoj i u nas. O tom svéd¢i mimo jiné i mezinarodni
konference v&nované teorii grafti, které byly pofddany v Ceskoslovensku (prvni jiz roku
1963 ve Smolenicich na Slovensku).

V této kratké préci se budeme zabyvat ¢tyfmi oblastmi teorie grafi. V prvni ¢asti
se seznamime s vyvojem pojmu eulerovsky graf, ktery patfi k prvnim studovanym
pojmum teorie grafi. V druhé ¢asti se budeme vénovat problémim, které souvisi
s hamiltonovskymi grafy. Dalsi ¢ast je vénovana problému &tyf barev. V nejrozsahlejsi
étvrté Casti ukdzeme prinos Ceskych matematikii k otdzce nalezeni minimélni kostry
ohodnoceného grafu. Podrobné&jsi pfehled vyvoje teorie grafi poskytuji prace [8], [9].

1. Eulerovské grafy

Ve mésté Konigsbergu ve Vychodnim Prusku (dne$ni Kaliningrad v Rusku) jsou
v centru mésta na fece Pregel dva ostrovy, které v 18. stoleti spojovalo s ob&ma
biehy sedm mostl. Problém konigsberskych mostii spoéival v nalezeni cesty, ktera by
spojovala vSechny €asti mésta, zacinala a kondcila ve stejné ¢asti a pfi které by kazdy
most byl pouZit pravé jedenkrat.

K feSeni tohoto problému vyzval L. Eulera, ktery v té dobé ptisobil na Petrohrad-
ské akademii, jeho pfitel Carl Leonhard Gottlieb Ehler v dopise z 9. bfezna 1736.
13. bfezna 1736 napsal Euler do Vidné italskému matematiku Giovannimu Jacobovi
Marinonimu (1670-1755) o tom, Ze feSeni tlohy neexistuje, a stru€n& naznaéil, jak
k tomuto zdvéru doSel. Podrobné feSeni pak zaslal v dopise Ehlerovi 3. dubna 1736.
Euler v ném napsal, Ze tento kol nema mnoho spoleéného s matematikou, ale Ze bude
rad, kdyZz dostane n&jaké podobné tkoly (viz [10]). Nakonec se Euler rozhodl své feSeni
publikovat. Ve své praci Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis [1] vyfesil
problém obecné.
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Obr. 1. Graf k problému kénigsberskych mosti

V dnesni grafové terminologii bychom fekli, Ze hledame eulerovsky tah v grafu, jehoz
uzly pfedstavuji jednotlivé ¢asti mésta a hrany odpovidaji sedmi mostim pfes Feku
Pregel. Tento graf vidime na obrazku 1.

Euler si byl védom, Ze v daném konkrétnim pfipadé je mozno prozkoumat vSechny
mozZnosti, ale u slozitych pfipadi by tato metoda byla obtizna.

Prvni véta teorie grafd, kterd byla v této praci dokdzana, zni v dnes$ni terminologii
takto:

Necht G = (V, E) je koneény graf, V = {v1,va,...,Un} je mnoZina jeho uzli a necht
pro mnoZinu jeho hran E je |E| = h. Stuperi uzlu v; (i=1,...,n) oznaéme dg(vi).
Pak plati

i dg(v;) = 2h.

=1

Své dal3i avahy Euler v zdvéru shrnul do nasledujicich pravidel (jsou opét vyjadfena
dne¥nim jazykem), kterd ndm umoziuji v podobnych problémech rozhodnout, zda
hledana cesta existuje:

1. Jsou-li v grafu vice nez dva uzly lichého stupné, pak eulerovsky tah neexistuje.

2. Jsou-li v grafu pravé dva uzly lichého stupné, pak existuje otevieny eulerovsky tah
zaéinajici v jednom z téchto uzli a konéici v druhém.

3. JestliZe jsou v grafu vSechny uzly sudého stupné, pak existuje uzavfeny eulerovsky
tah.

Euler samoziejmé uvazoval jen souvislé grafy, jak vyplyvalo z formulace tlohy. Dobie
také v&dél, Ze graf mize obsahovat jen sudy pocet uzlt lichého stupné. Souvisly graf,
ktery obsahuje pouze uzly sudého stupné&, dnes nazyvame eulerovsky graf.

Musime konstatovat, Ze Euler dokézal jen prvni dvé tvrzeni. Dilkaz tfetiho podal
v préci, kterd vysla v roce 1873, mlady némecky matematik Carl Hierholzer (1840
aZ 1871). Ten s velkou pravdépodobnosti Eulerovu préci neznal. Citoval pouze préci
Johanna Benedicta Listinga (1808-1882) z roku 1847, v ni% se autor mimo jiné zabyval
ukolem nakreslit obrazky sloZené z uzld a €ar jednim tahem. Listing zjistil, Ze pokud
obrizek obsahuje 2p (p > 0) uzlt lichého stupng, pak k jeho nakresleni je zapotiebi
minimalné p otevienych tahd.

Za zminku stoji jeSté ¢linek Louise Poinsota (1777-1859) z roku 1810, ktery se
zabyval existenci eulerovského tahu v uplnych grafech K. Podobnym zptisobem, jako
postupoval Euler, ukazal, Ze pro n = 4,6,8, ... eulerovsky tah neexistuje. Zajimava
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interpretace pro Uplny graf K; se objevila v roce 1849 v Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, kde Orly Terquem (1782-1862) problém vyjadfil v terminech hry domino.
Cisltm 0 az 6 pfifadil uzly a jednotlivym kostkdm hrany tohoto grafu. Existence
kostek se dvéma stejnymi Cisly, kterym by odpovidaly smycky grafu, na problému nic
neméni. Terquem studoval i obecny pfipad ,domina“ s &isly n =0,1,2,...,a9 — 1.
Polozil otazku, kolik riznych tahi v odpovidajicich grafech existuje. Pro klasické
domino tento problém vyfesil v roce 1871 M. Reiss. Obecnou metodu vypoétu pocétu
eulerovskych taht v grafech podal v roce 1886 Gaston Tarry (1843-1913).

Eulerova prikopnicka prace nebyla v minulém stoleti zapomenuta Gplné. V roce 1851
pouzil E. Coupy Euleriiv postup k feSeni problémi mostt pies feku Seinu v PafiZi.
Také v Konigsbergu si problém pamatovali, protoze kdyz byl v roce 1875 postaven
dalsi most, tak L. Saalschiitz napsal, Ze loha uz ma feSeni (viz [8]). Tato tloha je
souéasti vétsiny knih rekrea¢ni matematiky, ale také teorie graf.

2. Hamiltonovské kruzZnice

Také problémy spojené s hamiltonovskymi kruznicemi maji svij ptivod v 18. stoleti.
V té dobé, ale jisté jiz d¥ive, byla populdrni tzv. liloha jezdce. V této loze m4 Sachovy
jezdec projit prazdnou $achovnici tak, aby na kazdé pole vstoupil pravé jednou a vratil
se pfi poslednim tahu na vychozi pole (tato podminka se ¢asto vynechava). Také tuto
tlohu fesil jiz L. Euler. Prvni zminku o tom, Ze fe$il tento problém, nachazime v dopise
Christianu Goldbachovi (1690-1764) z roku 1757 (viz [11]). V roce 1759 Euler alohu
zobecnil pro Sachovnici n x n. Dal$im vyznamnym pfispévkem je prace Alexandra
Théophila Vandermonda (1735-1796) z roku 1771. Vandermonde se zabyval klasickou
Sachovnici 8 x 8 a naSel algebraické feSeni Glohy. Jeho metoda vyuZivala Sachovych
soufadnic a symetrie Sachovnice. To mu také umoznilo Glohu zobecnit na vicerozmérné
Sachovnice.

V roce 1884 interpretoval poprvé tlohu jezdce grafové Peter Guthrie Tait (1831 az
1901). Pfirozend otazka, kolik je cest jezdce na Sachovnici, nebyla dodnes vyfesena.

Druhou oblasti, ve které se setkivame v 19. stoleti se zkoumanim hamiltonovskych
kruznic, je studium kruZnic tvofenych hranami mnohosténi.

V roce 1855 napsal svoji prvni praci k této otdzce Thomas Penyngton Kirkman
(1806-1895), ktery ptisobil 50 let jako knéz v anglickém hrabstvi Lancashire. Pfes
svoji izolaci a zaneprazdnéni duchovni praci je autorem fady matematickych €lanka.
Je zndm zejména svym ,,problémem patnicti $kolacek“. V préci z roku 1855 si polozil
otazku, zda kazdy graf, ktery dostaneme promitnutim néjakého mnohosténu do roviny,
obsahuje kruZnici, kterd prochdzi vSemi uzly tohoto grafu. Ve svych tvahach se
dopustil chyb, byl v8ak prvni, kdo se takovou tlohou zabyval. Jeho pfinos spociva
v tom, Ze ukazal tfidu grafl, které takovou kruznici nemohou obsahovat.

Ve stejny ¢as jako Kirkman se podobnymi problémy zacal zabyvat W. R. Hamilton.
Hamilton se v té dob& vé&noval otdzkdm existence nekomutativnich algeber. Pro jednu
z nich na3el model, ktery pfedstavoval cesty v grafu pravidelného dvanactisténu a ktery
proto nazval The Icosian Calculus. Na jeho zdkladé vznikla hra, ktera se od roku 1859
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prodavala a nesla nazev The Icosian Game. Pozdé&ji vznikla dalsi verze této hry Cesta
kolem svéta. V této hie vrcholy dvanactisténu predstavovaly svétova mésta a kazdy
vrchol byl oznaden kolikem. Cilem hry bylo natdhnout vldkno, které by prochéazelo
kolem v8ech koliku a tvofilo kruZnici.

Obr. 2. Icosian game

Na obrazku 2 vidime graf dvanactisténu, ve kterém je vyznafena hamiltonovska
kruznice.

V pozdé&jsi dobé vznikly spory o to, kdo byl autorem myslenky zkoumat kruZnice
dvanéctisténu. Je tfeba Fici, Ze zatimco Euler, Vandermonde a Hamilton zkoumali
konkrétni pfipady grafii, Kirkman byl prvni, kdo se pokusil o jist4 zobecnéni. Nicmén&
na poéest Hamiltonovych praci dnes hovofime o hamiltonovské kruznici, resp. hamil-
tonovském grafu.

Pfestoze se na prvni pohled otdzka nalezeni hamiltonovské kruzZnice velmi podoba
problému nalezeni eulerovského tahu, nebyla dosud nalezena nutnd a postaéujici
podminka pro existenci hamiltonovskych kruznic. Po roce 1936 byla odvozena pouze
fada postacujicich podminek. Uvedme né&které z nich:

1. 1952 G. A. Dirac: Je-li G obyéejnyj graf s n uzly (n 2 3) a jestliZe stupen kaZdého
uzlu je nejmeéné %n, pak G obsahuje hamiltonovskou kruznici.

2. 1960 O. Ore: K tomu, aby gref G s n uzly (n 2 3) obsehoval hamiltonovskou
kruZnici, staci, aby pro kaZdé dva nesousedni uzly u, v platilo

dg(u) +dg(v) 2 n.

3. 1962 L. Pésa: Necht G je graf s n uzly (n 2 3) takovy, Ze pro kaZdé celé éislo k
spliiujici nerovnost
1Sk<i(n-1)

Jje pocet uzli grafu G, jejichZ stupesi neni vyssi neZ k, mensi neZ k a pro liché n po-
cet uzli stupné 1 (n—1) neni vyssi nez L(n—1). Potom G obsahuje hamiltonovskou
kruznici.
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K této &asti jeSté nékolik poznamek. Z predpokladd Diracovy véty se da pfi do-
statetné velkém poétu uzli odvodit vic nez pouhd existence jediné hamiltonovské
kruznice. Je déle vidét, Ze Diracova véta je disledkem Oreho véty. Casové oviem
predchazela. Déle je zajimavé, ze Lajos Pdsa byl v roce 1962 sotva stfedoskolského
véku. Z feskych matematikd se problematice hamiltonovskych grafi vénoval napf.
brnénsky matematik Milan Sekanina (1931-1987).

3. Problém é&tyf barev

Jednim z problémii, které po desetileti podnécovaly rozvoj teorie grafii, byla nasle-
dujici zdanlivé jednoducha otizka. Méjme v roviné nebo na kouli zemépisnou mapu
s n&kolika staty. Kazdy stat mame obarvit jednou barvou tak, aby zddné dva sousedni
staty nebyly obarveny stejné. Sousednimi pfitom rozumime ta dvé Gzemi, jeZ maji
spole¢nou hraniéni ¢aru. Maji-li dva stity spolecné jen izolované body, nepokladame
je tedy za sousedni. RovnéZ neuvaZujeme piipad, kdy je stit rozdélen na nékolik
navzijem oddélenych ¢asti. Ptame se, kolik barev potfebujeme na obarveni libovolné
mapy takovym zpusobem. Praxe ukazuje, Ze ¢tyfi barvy staci. Dokézat toto tvrzeni se
v8ak podafilo aZ v roce 1976. Barveni mapy je mozno pfevést na barveni uzli grafu,
ktery ziskdme takto: uvnitf kazdého statu zvolime libovolny bod a prohlisime ho za
uzel grafu, jehoz hrany dostaneme tak, Ze spojime dva uzly pravé tehdy, kdyZz jsou
odpovidajici staty sousedni. Barveni statid je pak mozno pfevést na barveni p¥isluinych
uzld. Z nézoru je zfejmé, ze graf odpovidajici zemépisné mapé je rovinny. Na obrazku 3
je zndzornéna mapa v roviné a jeji graf. K obarveni této mapy sta¢i pouhé tfi barvy.

€

A /N
c  |d 'v

d

fe g

Obr. 3. Mapa a jeji graf

Prvni zminku o problému &tyi barev naléziame v dopise Augusta de Morgana (1806
a% 1871) adresovaném W. R. Hamiltonovi ze dne 23. fijna 1852. De Morgan sezniamil
Hamiltona s ot4dzkou, kterou mu poloZil jeden z jeho studentd na University College
v Londyné&. Tento student se jmenoval Frederick Guthrie; problém nevymyslel on, ale
jeho bratr Francis, ktery byl pozdé&ji profesorem matematiky v Kapském Mésté. Oba
si v8imli, Ze nékdy jsou nutné k obarveni mapy skutetné ¢tyfi barvy. Nenasli pfipad,
kdy &tyfi barvy nestadi, ale dokazat, Ze staci, se jim nepodafilo. Frederick tedy polozil
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tuto otdzku de Morganovi. Ten dilkaz také neznal, a proto se obratil na Hamiltona.
Odpovéd dostal uz 26. fijna, kdy Hamilton odpovédél, Ze se touto otézkou nebude
v nejblizsi dobé zabyvat.

Problém, ktery zacal de Morgan $ifit, se stal brzy soucasti matematického folkléru.
UZ v roce 1860 o diikazu pfednasel Charles Sanders Peirce (1839-1914) na Harvardu.
Tusime, Ze jeho dikaz nebyl spravny, i kdyZ jeho znéni nezndme. S problémem se
seznamil i A. Cayley, ktery o ném v roce 1879 publikoval kratky €lanek. Z jeho
uvah je zfejmé, Ze se domnival, Ze dikaz tohoto tvrzeni neni moZny. Pfedpoklddal, Ze
pro libovolné pfirozené ¢islo n miZzeme sestrojit mapu, na jejiz obarveni potfebujeme
n ruznych barev.

Nespravny dikaz podal v roce 1879 londynsky advokit a matematik Alfred Bray
Kempe (1849-1922), byvaly student Cayleyho v Cambridge, v American Journal of
Mathematics. Kempe pouZzil metody zvané Kempe chains a dopustil se pfi ni chyby.
Jeho diikaz vyvolal velké nadSeni a Cayley navrhl autora za ¢lena Royal Society. Brzy
se objevily dalsi ,dikazy“ odvozené z Kempeho diikazu a problém se zdal byt jasny.

Na chybu, které se Kempe ve svych tivahdch dopustil, upozornil v roce 1890 Percy
John Heawood (1861-1955). Ve své praci dokdzal, ze pét barev k obarveni libovolné
rovinné mapy staéi (viz [8]). Dlouhou dobu 3lo o jediny definitivni vysledek. Protoze se
nedafil dikaz, snaZili se néktefi matematici sestrojit protipfiklad, ktery by domnénku
vyvratil. Ukazovalo se, Ze mapa, pro kterou by &tyfi barvy nestacily, by musela byt
hodné slozita. Uvedme pro zajimavost nékteré autory, ktefi se touto otdzkou zabyvali.
Cisla udévaji, pro jak velkou mapu (co se tj¢e poctu statt) se jim podafilo dokazat, ze
étyfi barvy stadi k jejimu obarveni. 25 — P. Franklin v roce 1922; 27 — C. N. Reynolds
v letech 1926-27; 31 — P. Franklin v roce 1938; 35 — C. E. Winn v roce 1940; 44 -
G. A. Donéc, W. Stromquist v roce 1970. Posledni hodnotou, které dosihl profesor
francouzské literatury v Montpellier J. Mayer kolem roku 1974, bylo 95.

Kone¢né v roce 1976 Kenneth Appel a Wolfgang Haken z univerzity v Illinois
oznamili, Ze problém ¢tyf barev kladné vyreSili. O vyfeSeni problému napsal u néas
¢lanek Juraj Bosdk [12]. Dikaz si vyZadal asi 1200 hodin strojového éasu na podéitaéi
a muselo se pfi ném rozliSovat témér 2000 riznych piipadd. Je jisté zajimavé uvédomit
si, Ze problém barveni mapy se podafilo pomérné brzy vyfesit na riznych ,sloZitych“
plochach. Jiz P. J. Heawood napfiklad dokéazal, Ze k obarveni libovolné mapy na
anuloidu staéi 7 barev.

4. Minimalni kostra grafu

Jednou z prvnich praci, ve které nalézame otazky souvisejici s problémy teorie grafi,
byla prace G. Kirchhoffa z roku 1847. Kirchhoff jesté jako student objevil v roce 1845
dva fyzikalni zdkony, které umoziuji stanovit velikosti proudt v elektrické siti. Na
zadkladé téchto zakonli miZeme pro kaZdou elektrickou sit sestavit soustavu linearnich
rovnic, ve kterych jako neznidmé vystupuji velikosti proudt v jednotlivych obvodech
sité. Tato soustava vSak obsahuje rovnice, které jsou linedrné zavislé na ostatnich.
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Druhy Kirchhoffav zdkon totiZ nefiké, pro které obvody mame rovnice psat, a tak je
piSeme pro vSechny.

Kirchhoff ukazal, Ze stali uvazovat jen tzv. nezavislé obvody, a uvedl metodu pro
jejich nalezeni. P¥i zkoumani topologickych vlastnosti elektrickych siti pfifazujeme siti
neorientovany graf G, ktery ignoruje fyzikalni podstatu elektrickych prvka v jednotli-
vych obvodech. Uzlim sité pak odpovidaji uzly grafu G a elektrickym vodi¢tim, které
spojuji dva uzly, odpovidaji hrany grafu G.

Kirchhoff dokazal, Ze pocet nezavislych obvodu v siti je roven ¢éislu u(G) =m —n +1,
kde m udava pocet hran a n pocet uzli odpovidajiciho grafu. Toto éislo dnes nazyvame
cyklomatické éislo grafu.

Na tomto misté miZeme pripomenout, Ze jiz v 60. letech popsali uZiti teorie graft
pri zkouméni elektrickych siti K. Culik, M. Fiedler a V. Dolezal v knize [13].

Uvazujme nyni graf, ktery ma hrany ohodnoceny redlnymi &isly. Objevuje se otazka,
jak najit kostru tohoto grafu, kterd ma soucet ohodnoceni na svych hranach minimalni.
Této kostie fikame minimalni kostra.

Nalezeni minimalni kostry ma prakticky vyznam napf. pfi budovani rozvodu elek-
trické energie, plynu ap. Pokud uzly grafu pfedstavuji odbératele a ohodnoceni hran
odpovida nakladim na vybudovani elektrického vedeni mezi t€mito odbérateli, pak
nalezeni minimalni kostry tohoto grafu odpovida nalezeni optimaélni elektrické sité.

Problém minimalni kostry patfi mezi starsi grafové tlohy. Jako prvni se touto tilohou
zabyval brnénsky matematik O. Bortivka v roce 1925, pravé inspirovany tikolem nalézt
optimalni elektrickou sit. Bortivka podal prvni algoritmus nalezeni minimdlni kostry
grafu. Vzhledem k praktické aplikaci uvazoval Gplny graf, ktery je ohodnocen tak,
Ze zadné dvé hrany nemaji stejné ohodnoceni. Takovému ohodnoceni Fikdme ostré
ohodnoceni. V préci [6] formuloval kol v pojmech teorie matic:

Budiz dina matice M Cisel rop (a, =1,2,...,n;n 2 2), aZ na podminku 144 =0,
TaB = Tga, kladnych a vzdjemné riznych.
Jest vybrati z ni skupinu disel vzdjemné a od nuly riznijch takovou, aby:

19 bylo mozno, jsou-li py,ps libovolnd od sebe riznd pfirozend &isla < n, vybrati z ni
skupinu Edstecnou tvaru

TpicasTeacssTeseqs s+ 3 Teg2eq-11Teg_1p2>
20 soucet jejich élent byl mensi neZ soucet clent kterékoliv jiné skupiny cisel vzdjemné
a od nuly riznyjch, hovici podmince 1°.

Jak je pak prakticky mozno nalézt minimélni kostru, uvedl v €lanku [14], ktery
Casové tésné predchézi vydani prace [6):

V roviné (v prostoru) jest dino n bodi, jejichZ vzdjemné vzddlenosti jsou vesmés
ruzné. Jest je spojiti siti tak, aby:

1. kazdé dva body byly spojeny bud piimo, nebo prostrednictvim jinych,

2. celkovd délka sité byla co nejmensi.
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Reseni je ndsledugici:
KaZdy z danyjch bodi spojim s bodem nejblizsim. ObdrZim fadu polygondinich tahi.
Kazdy z nich spojim s tahem nejblizsim. ObdrZim fadu polygondlnich tahi. Takto

postupuji stdle ddl, aZ obdrzim konecné jeding polygondlni tah, jenZ 7esi danou ilohu.

Na Bortivkovu praci reagoval 12. Gnora 1929 V. Jarnik, ktery mu v dopise (jeho ¢ast
byla pozdéji publikovéna v préaci [15]) piSe své ,jednodussi feSeni“. Ani on neuvazo-
val v pojmech teorie grafii, coz nepfekvapuje. Oba autofi se touto problematikou
nezabyvali a literatura prakticky neexistovala. Jarnik dokazal existenci minimalni
kostry a naSel algoritmus, ktery ji nalezne. Opét uvazoval Gplny graf, ktery ma ostré
ohodnoceni. Jeho postup miZeme dneSnim jazykem teorie grafti popsat takto:

Necht je ddn iplny graf K, jehoZ hrany jsou ohodnoceny vesmés riznymi kladnymsi
Cisly. Za a; zvolme libovolny uzel grafu K,,. BudiZ a, definovino vztahem

Tay,a; = Minrg, g, 1=12,...,n, l#a.
V k-tém kroku mdme definovdnu posloupnost
ay, G, ..., G2k-3, azk—2 (25 k<n) (*)
a definujeme (agk—1, azk) vztahem
Tazk_1,a2¢ = MiN Tig»

kde i probthd vsechny uzly a1,as,...,a2r—2; j vSechny ostatni uzly. Piitom budiZ azk—
jedno z Cisel posloupnosti (x), takZe agy neni obsafen mezi uzly ().

Jarnik dale podal nazornou interpretaci problému:

Je ddno n kulidek, jeZ jsou odcisloviny éisly 1,2,...,n, a jeZ jsou po dvou spojeny
tycems v poctu %n(n—l). Hmota tyce, jeZ spojuje kulicku a s kulickou b, budiz rop. Ty
tyce budle eventuelné tak prohnuty, aby se niavzdjem nestykaly. Jest odstraniti z tohoto
systému tyci nékteré tak, aby téch n kuliek drzelo pohromadé a aby hmota 2bylych tyci
byla co nejmensi.

Jiny podobny postup vytvofil polsky matematik Jan Lukasiewicz (1878-1956). Jeho
konstrukce je vS8ak opravnéna jen za predpokladu, Ze jde o ostie ohodnoceny graf
(viz [13]).

Zékladnimi pfispévky k problému minimélni kostry se v 50. letech staly prace J. P.
Kruskala z roku 1956 a prace R. C. Prima z roku 1957. Kruskal znal Borivkovu praci,
kterd se opsana na psacim stroji objevila v USA. Kruskal ve své préci [16] studoval také
ostfe ohodnocené grafy, ale pozadavek aplnosti grafu nepovazoval za nutny. Uvedl, Ze
chybéjici hrany se daji nahradit hranami s dostatecné velkym ohodnocenim.

Kruskal dokézal spravnost tfi konstrukci minimélni kostry:

A. Provddéjme ndsledujici krok tolikrdt, kolikrdt je to mozné: Mezi hranami grafu G,
které jesté nejsou vybrdiny, vybereme nejkratsi, kterd netvori kruznici s témi, které uz
byly vybrdny. MnoZina nakonec vybrangch hran tvori minimdini kostru grafu G.

B. Bud' V libovolnd, ale pevnd neprdzdnd podmnoZina uzli grafu G. Provddéjme
ndsledujici krok tolikrdt, kolikrdt je to moziné: Z hran grafu G, které doposud nebyly
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vybrdny a které€ jsou incidentni bud s nékterym uzlem z V, nebo s hranou, kterd jiz
vybrdna byla, vybereme nejkratsi z téch, kter€ s jiz vybranymi hranami netvori kruznici.
MnoZina nakonec vybranych hran tvori minimdlni kostru grafu G. V pfipadé, Ze mno-
Zina V je rovna mnoZiné vsech uzli grafu G, pak konstrukce B odpovidd konstrukci A.

A’ (V jistém smyslu dudlni k A.) Provddéjme ndsledujici krok tolikrdt, kolikrdt je
to mozné: Mezi hranami, které dosud nebyly vybriny, vybereme nejdelsi z téch, jejichz
odstranéni neporusi souvislost. Pak mnoZzina hran, které po provedeni posledniho kroku
zustanou nevybrdny, tvor minimdini kostru grafu G.

Kruskal napsal, Ze mu neni zndmo, zda konstrukce B ma také dudlni formu.

Konstrukei A’ pouzil A. Kotzig v praci [17]. Kotzig znal Kruskalovu préci; zobecnil
konstrukci s poukazem na skute¢nost, Ze tato (patficné pozménénd) konstrukce je
mozna i pro grafy, které nejsou ohodnoceny ostfe. V takovych grafech muze existovat
vice nez jedna minimalni kostra. Kotzig naSel nutnou a postaéujici podminku, kdy
v grafu existuje pradvé jedna minimalni kostra.

H. Loberman a A. Weinberger upravili v roce 1957 konstrukci A tak, aby byla
pouzitelna pro poéitac.

Stejny postup feeni problému minimaln{ kostry, jako dokézal V. Jarnik na pocatku
roku 1929, odvodil v roce 1957 R. C. Prim a nezavisle na ném E. W. Dijkstra v roce
1959.

Problematika nalezeni minimélni kostry byla v dalSich letech studovana fadou
autord. Dnes se ukazuje, Ze v Bortvkové praci komplikované vyjadfeny algoritmus
je mnohem lep#i, nez se v minulosti pfedpoklddalo.

Historické aspekty feeni tohoto problému nalezneme zejména v préci [18] R. L. Gra-
hama a P. Hella z roku 1985 a v préaci J. Nesetfila [19] z roku 1997 vénované pamétce
profesora Otakara Borivky.

Je mozno se zminit jeSt€ o jednom starém problému, ktery s minimélni kostrou azce
souvisi. Na poéatku 19. stoleti vyFesil Jakob Steiner (1796-1863) néasledujici alohu:
Pro dané tfi body A, B, C v roviné mame najit spojovaci sit nejkratsi mozné délky.
Zobecnéni této dlohy pro n (n 2 2) bodi studovali V. Jarnik a M. Kossler v roce
1934 v préci [20] a nyni je zndma jako Steinertv problém v roviné (resp. obecnéji
v n-rozmérném euklidovském prostoru). Kazd4 optimdlni sit m4 tvar stromu, a proto
hovofime o steinerovském stromu. Dalsi podrobnosti 1ze nalézt naptiklad v Plesnikové
knize [21].

Zavér

Historie matematiky nechavala delsi dobu teorii grafi mimo svoji pozornost. Vy-
jimku tvofil problém &tyf barev, ktery patfil od svého vzniku v roce 1852 k nejpopu-
l4rn&jsim matematickym problémim. Prvni rozsihlou historickou praci o teorii grafi
se stala kniha Graph theory 1736-1936 (8] z roku 1976. Autofi rozdélili svoji knihu
do deseti kapitol, ve kterych nalezneme 37 pivodnich praci z obdobi let 1736-1936.
Latinsky, némecky a francouzsky psané prace pfitom byly pieloZzeny do anglitiny;
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nékteré jsou uvedeny celé, jiné ve zkricené verzi. Kniha se zabyva eulerovskymi
grafy, hamiltonovskymi kruzZnicemi, stromy, vztahem teorie grafi k organické chemii,
problémem ¢&tyf barev, Eulerovou vétou pro mnohostény a faktorizaci grafa.

Cesky ¢tenaf se mohl s mnoha historickymi pozndmkami setkat v Sedla¢kové kni-
ze [7], kde je napfiklad podrobnéji vyloZena historie problému &tyf barev.

V roce 1997 vysla v edici Déjiny matematiky prace autora tohoto ¢lanku s ndzvem
Teorie grafi 1736-1963 [9]. Kniha se zabyva historickym vyvojem nékterych oblasti
teorie grafii (cesty v grafech, kostra grafl, problém ¢tyf barev, faktorizace grafi,
orientované grafy) v uvedeném obdobi, zejména s pfihlédnutim k pfinosu é&eskych
a slovenskych matematikl. Soucasti prace je rozsidhléd bibliografie, kterd je doplnéna
kratkymi pozndmkami.
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