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Kombinatorika, zloZitost a ndhodnost

Drzitel Turingovej ceny za rok 1985 predstavuje svoj pohlad
na vyvoj v oblasti, ktord sa zaCala nazyvat teoretickd in-
formatika (computer science).

Richard M. Karp

Tdto predndska je venovand pamiatke mdjho otca, Abrahama Louisa Karpa.

Je to pre miia Cest a zdroveti radost, Ze som sa stal drZitelom tohoro¢nej Turingovej
ceny. Je prijemné ziskat takéto ocenenie, ale zistil som, Ze moje najvi¢sie uspokojenie
ako vyskumnika prameni z prace v samotnom vyskume a z priatelov, ktorych som pocas
toho ziskal. Chcel by som s vami prejst tych 25 rokov, ktoré som preZzil ako vyskumnik
v oblasti kombinatorickych algoritmov a vypoétovej zloZitosti, a povedat vim o niekto-
rych pojmoch a myslienkach, ktoré sa mi zdali dolezité, a o niektorych Tudoch, ktori ma
in§pirovali a ovplyvnili.

Zaciatky

MGj vstup do oblasti pocitatov bol pomerne ndhodny. Ked som skon¢il v roku 1955
Harvard College s diplomom matematika, stdl som pred rozhodnutim, ¢o robit dalej.
Len si zardbat na Zivobytie, to ma neldkalo, takZe prirodzenou volbou bola a$pirantura.
Jedna mozZnost bola pokraovat v kariére v matematike, ale v matematike vtedy vrcholil
doraz na abstraktnost a vSeobecnost a zdalo sa, Ze konkrétna a aplikovatelnd matema-
tika, ktorii som mal najradsej, nie je v méde.

A tak som bol takmer zdkonite prijaty na aspirantiru v Harvardskom vypoctovom
laboratdriu. Mnohé z predmetov, ktoré sa mali stat zdkladom uéebnych pldnov mate-
matickej informatiky, sa vtedy eSte nevyucovali, a tak som si vybral eklekticklii zmes
prednéd3ok: teoriu logickych schém, numericku analyzu, aplikovani matematiku, prav-
depodobnost a Statistiku, operaény vyskum, elektroniku a matematicki lingvistiku.
Hoci u&ebnym pldnom sa dalo vieli¢o vytykat, najmi &o do hibky a vzdjomnych stvis-
losti, prevlddal veImi §pecidlny pocit sudrZnosti: vedeli sme, Ze sa stivame svedkami no-
vej vedeckej discipliny zameranej na pocitace. Zistil som, Ze nachddzam krdsu a eleganciu
v Struktire algoritmov a Ze mdm schopnosti pre diskrétnu matematiku, ktord tvorila
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zdklad $tudia pocitaCov a vypocétov. Tak som sa dostal viac menej nahodou do oblasti,
ktord mi bola velmi po chuti.

Dahké a tazké kombinatorické problémy

Od samého zaliatku som mal velky zdujem o kombinatorické problémy hladania —
problémy, ktoré sa podobaju skladacke, hre. V tejto hre musi ¢lovek poskladat Casti
urditej Struktury uréenym spdsobom. Takéto problémy obsahuju prehladdvanie koneé-
nej, ale ohromne velkej $trukturovanej mnoZiny moZnych rieSeni, modelov alebo systé-
mov, aby sa nasiel jeden, ktory vyhovuje zadanej mnoZine podmienok. Niekolkymi
prikladmi takychto problémov st rozmiestnenie a poprepdjanie stcasti integrovaného
obvodu na ¢ipe, rozpis Ndrodnej futbalovej ligy ¢i stanovenie cestovného poriadku $kol-
skych autobusov.

V kaZzdom z tychto kombinatorickych problémov sa skryva moZnost kombinatorickej
explozie. PretoZe pocet moZnosti, ktoré treba prehladat, ohromne a neohranicene rastie,
moZno pritom narazif na velké mnoZstvo vypoctov, ak len sa na prehladdvanie priestoru
moZnych riefeni nepouZije nejakd lest. Rdd by som zacal technickd Cast tohto rozprd-
vania tym, Ze poviem o mojich prvych zdpasoch s kombinatorickou exploziou.

Moja prvd pordzka v tomto zmysle pri§la krdtko po tom, ako som zacal pracovat
vo vyskumnom centre IBM Yorktown Heights v roku 1959. Pridelili ma do skupiny,
ktoru viedol J. P. Roth, vdZeny odbornik v algebraickej topoldgii, ktory vyznamne
prispel ku tedrii logickych schém. Poslanim na$ej skupiny bolo vytvorif program pre
pocitaé na automatickd syntézu logickych schém. Vstupom programu bola mnoZina
booleovskych formil uddvajica, ako zdvisia vystupy schémy na jej vstupoch: predpokla-
dalo sa, Ze program bude generovat logickil schému s pouZitim minimdlneho mnoZstva
logickych hradiel. Obr. 1. ukazuje schému pre vié§inovu funkciu troch premennych:
vystup je jednotkou vZdy, ked asponi dve z troch premennych x, y a z su jednotky.

Program, ktory sme vytvorili, obsahoval vela elegantnych skratiek a zjemneni, ale

Obr. 1. Schéma pre va&Sinova funkciu Obr. 2. Cesta obchodného cestujuceho
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jeho zdkladny mechanizmus jednoducho vy&isloval mozné schémy v poradi ich vzrasta-
jicej ceny. PoCet schém, ktoré mal program prehfadaf, so zvi&§ovanim mnoZstva
vstupnych premennych ohromne rdstol; z toho vyplyvalo, Ze sa nikdy nemdZeme dostat
za rieSenie jednoduchych problémov. Dnes sa nd§ optimizmus, to, Ze sme vobec skusali
enumeracny pristup, moZe zdat uplne naivny, ale neboli sme jedini, ¢o sa chytili do tejto
pasce: vela prdce v automatickom dokazovani viet za posledné dve desafroia zacalo
podiato&nou vilnou nadsenia, ked sa podarilo uspesne riefit jednoduché problémy, po
- &om nasledovala deziltizia, ked uZ vdZnost kombinatorickej expldzie bola tplne o&ividnd.

PribliZzne v rovnakom ¢ase som za¢al s Michaelom Heldom z IBM pracovat na problé-
me obchodného cestujiiceho. Tento problém dostal svoje meno podla situdcie, v ktorej
sa obchodny cestujici chystd navitivit vetky mestd vo svojej oblasti, zadat a skon&it
chce vo svojom bydlisku a chce minimalizovat svoje cestovné vydavky. V $pecidlnom pri-
pade, ked st tieto mestd bodmi v rovine a cestovné vydavky sa rovnaji euklidovskej
vzdialenosti, problém jednoducho znamend ndjst polygén s minimdlnym obvodom
prechddzajuci vietkymi mestami (pozri obr. 2). NiekoIko rokov predtym sa Georgeovi
Dantzigovi, Raymondovi Fulkersonovi a Selmerovi Johnsonovi z Rand Corporation
podarilo pouZitim ruénych a automatickych vypo&tov vyrieSit problém pre 49 miest
a my sme dufali, Ze prekondme ich rekord.

Napriek svojmu nevinnému vzhladu obsahoval problém obchodného cestujiceho
potencidlne kombinatoricku expldziu, pretoZe pofet moznych ciest cez n miest v rovine
je (n — 1)![2, &o je velmi rychlo rastica funkcia v n. Napriklad ak po&et miest je iba 20,
¢as potrebny na vymenovanie vSetkych ciest hrubou silou, pri pomere milién ciest za
sekundu, by bol viac ako tisic rokov.

Held a ja sme skaSali mnoZstvo pristupov k problému obchodného cestujiceho.
Zadali sme znovuobjavenim zrychlenia zaloZeného na dynamickom programovani,
na ktoré povodne upozornil Richard Bellman. Metéda dynamického programovania
redukovala &as prehladdvania na n?2" ale tdto funkcia tieZ explozivne rastie a météda
je prakticky ohrani¢end na problémy s najviac 16 mestami. Po ¢ase sme sa vzdali
myslienky riesif problém presne a experimentovali sme s metédami lokdlneho prehla-
ddvania, ktoré viedli k dobrym, aj ked nie optimdlnym cestdm. V tychto metddach sa
za&ne s nejakou cestou a opakovane sa hladaju lokdlne zmeny, ktoré ju vylep$ia. Proces
pokraduje, kym sa nendjde cesta, ktord sa Ziadnou lokdlnou zmenou nedd vylepsit.
Nage metddy lokdlneho vylepSovania boli dost faZzkopddne a neskdr naili Shen Lin
a Brian Kernighan z Bell Labs omnoho lepsie. Takéto automatické metédy st asto
v praxi velmi uZito&né, ak sa striktne nepoZaduje optimdlne rieSenie, ale nikto nemdZe
zarudif, ako dobre budi fungovat.

Potom sme zadali skiimat metédy ohrani¢eného vetvenia. Takéto metédy st v zdsade
enumerativnej povahy, ale efektivnost ziskavaju odseknutim velkych &asti priestoru
moznych rieSeni. Robi sa to vypoditanim dolného odhadu ceny kaZdej cesty, ktord obsa-
huje urdité spojenia a nemodZe obsahovat urdité iné; ak je dolny odhad dostatoéne velky,
plynie z tobo, Ze Ziadna takd cesta nemdZe byf optimdlna. Po dlhej sérii neuspe$nych
experimentov sme Held a ja ndhodou narazili na silni metédu ziskavania dolnych
odhadov. T4to ohraniGujiica technika ndm umoZnila podstatne obmedzit prehladdvanie,
takZe sme boli schopni riesif problémy aZ so 65 mestami. Myslim, Ze Ziadny z mojich
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teoretickych vysledkov neposkytol také velké napitie pri pohlade na ¢isla vychddzajuce
z pocitaca ako v tu noc, ked sme Held a ja testovali na§u ohraniujicu techniku. Neskor
sme zistili, Ze naSa metdda bola variantom starej techniky nazyvanej Lagrangeova
relaxdcia, ktord sa teraz rutinne pouZiva na ziskavanie dolnych odhadov pri technikdch
ohrani¢ujtceho vetvenia.

Na krdtky ¢as bol nd3 program svetovym prebornikom v rieSeni problému obchodného
cestujliceho, ale dnes uZ existuji posobivejsie metody. St zaloZené na technike nazyvanej
polyedrdlna kombinatorika, ktord sa snaZi previest pripady problému obchodného
cestujuceho na velké problémy linedrneho programovania. Takéto metédy modzZu
riesif problémy s viac ako 300 mestami, ale tento pristup uplne neeliminuje kombinato-
ricki expléziu, pretoZe fas potrebny na rieSenie problému stdle rastie exponenciélne
ako funkcia poctu miest.

Problém obchodného cestujiceho zostdva fascinujiicou zahadou. Bola publikovand
viac ako 400stranovd kniha pokryvajica vacSinu toho, ¢o sa vie o tomto nepostihnu-
tefnom probléme. Neskdr budeme hovorit o tedrii NP-uplnosti, ktord poskytuje dokaz,
Ze podstatou problému obchodného cestujuceho je praktickd nerielitelnosf; Ziadne
Gsilie o ndvrh domyselnych algoritmov nemodZe preto Uplne obist kombinatoricku
expléziu, ktord sa skryva v tomto probléme.

Zadiatkom 60. rokov malo IBM Research Laboratory v Yorktown Heights vynikajucu
skupinu kombinatorickych matematikov a pod ich vedenim som sa naucil dolezité
techniky na rieSenie uréitych kombinatorickych problémov s vyhnutim sa kombinatoric-
kej explozii. Napriklad som sa zozndmil s Dantzigovym sldvnym simplexovym algorit-
mom linedrného programovania. Problémom linedrneho programovania je ndjst bod
na mnohostene v mnohorozmernom priestore, ktory je najbliz§ie k danej externej
nadrovine (mnohosten je zovieobecnenim polygénu z dvojrozmerného priestoru alebo
obvyklé polyedrdlne teleso v trojrozmernom priestore a nadrovina je zovSeobecnenim
priamky v rovine alebo roviny v trojrozmernom priestore). Najbliz§i bod v nadrovine
je vZdy rohovym bodom alebo vrcholom mnohostenu (pozri obr. 3). V praxi sa moZno
spolahnuf, Ze simplexovd metéda ndjde potrebny vrchol velmi rychlo.

/ A

Obr. 3. Problém linedrneho programovania
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Naudil som sa tiez krdsnu tedriu o tokoch v sietach od Lestera Forda a Fulkersona.
Tdto tebria sa zaoberd mnoZstvom, ktorym sa také litky ako olej, plyn, elektrina alebo
bity informdcie mdZu presuvat cez sief, v ktorej kaZdé spojenie md uréitu kapacitu,
obmedzujiicu mnoZstvo ldtky cez fiu prepravovanej. Viaceré kombinatorické problémy,
ktoré na prvy pohlad nemaji Ziadny vztah ku litkam prepravovanym cez siete, mozno
zmenit na problémy tokov v sietach; prisluind teéria umoZiiuje riesit takéto problémy
elegantne a efektivne len s vyuZitim aritmetickych operdcii s€itania a od¢itania.

Dovolte mi ilustrovat tiito krdsnu tedriu nd¢rtom takzvaného madarského algoritmu
na rieSenie jedného problému kombinatorickej optimalizdcie zndmeho ako svadobny
problém. Problém obsahuje spoloénost pozostdvajicu z n muzov a n Zien. Problémom je,
ako vytvorif pary muZov a Zien s minimdlnou cenou, ak kazdej dvojici je priradend uritd
cena. Tieto ceny si zadané maticou n x n, v ktorej kazdy riadok zodpovedd jednému
muZovi a kaZdy stipec jednej Zene. Ka?dé popdrenie n muZov a n Zien vo vieobecnosti
zodpovedd vyberu n prvkov matice, pricom Ziadne dva z nich nelezia v rovnakom riadku
alebo stlpci: cenou popdrenia je suma n vybranych prvkov. PoSet moznych popéreni
je nl, funkcia, ktord rastie tak rychlo, Ze vyc¢islovanie hrubou silou je ndm mdlo platné.
Obrdzok 4a zndzorfiuje priklad rozmeru 3 x 3, v ktorom vidime, Ze cena vytvorenia
pdru z treticho muZa a druhej Zeny sa rovnd 9; je to prvok v trefom riadku a v druhom
stlpci v danej matici.

KIi¢ovym momentom, ktory je zdkladom madarského algoritmu, je viimnuf si, Ze
problém sa nezmeni, ak sa odpodita rovnakd kons§tanta od vSetkych prvkov v uréitom
riadku matice. S vyuZitim tejto moZnosti menit matice snaZi sa algoritmus vytvorit taki
maticu, v ktorej st vietky prvky nezdporné, takze kazdé iplné popdrenie md nezdpornu
celkovi cenu a existuje v nej uplné popdrenie, v ktorom si vietky prvky nulové. Takéto
popdrenie je zjavne optimdlne pre cenovu maticu, ktori sme vytvorili, a prive tak je
optimdlne aj pre pdvodnu cenovi maticu. V naSom priklade 3 x 3 algoritmus zacina
tym, Ze v kaZzdom riadku odpocita najmensi prvok v tomto riadku od vsetkych prvkov
riadku. Tak sa vytvori matica, v ktorej kaZdy riadok obsahuje aspoii jednu nulu (obr.
4b). Na vytvorenie nuly v kaZdom stipci odpogita potom algoritmus vo vietkych stip-
coch, ktoré ete neobsahujti nulu, najmensi prvok v tomto stipci (obr. 4c). V tomto pri-
klade leZia vietky nuly vyslednej matice v prvom riadku alebo tretom stipci; ked%e tiplné
popdrenie obsahuje iba jeden prvok z ka?dého riadku alebo stipca, este stile nie je
moZné ndjst uplné popdrenie obsahujice iba nulové prvky. Na vytvorenie takéhoto
popdrenia je nevyhnutné vytvorif nulu v Tavej dolnej €asti matice. V tomto pripade
vytvori algoritmus nulu odpoé&itanim jednotky od prvého a druhého stipca a pridanim
jednotky k prvému riadku (obr. 4d). Vo vyslednej nezépornej matici tvoria zakrizko-
vané prvky 1iplné popdrenie s nulovou cenou a toto popdrenie je preto optimédlne, a to
tak v tejto ako aj v pdvodnej matici.

3 4 2 1 20 00O Obr. 4. Pri .

. 4. pad svadobného
8 9 1 780 660 problému
7 95 2 40 1 2,0

(a) ()
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Tento algoritmus je omnoho obratnejii a efektivnejsi ako vyéislovanie hrubou silou.
Cas potrebny na rieSenie svadobného problému rastie s trefou mocninou n, t. j. poétu
riadkov a stipcov matice. Ddsledkom je, 7e je moZné riesit priklady s tisickami riadkov
a stipcov.

Generdcia vedcov, ktori rozpracovali tedriu linedrneho programovania a tokov v sie-
tach mali pragmaticky vzfah ku zdkladom vypod&tovej zloZitosti: algoritmus sa povaZoval
za efektivny, ak v praxi beZal dostatoéne rychlo a nebolo osobitne ddleZité dokazovaft,
Ze je rychly vo vSetkych moznych pripadoch. V roku 1967 som si v§imol, Ze §tandardny
algoritmus na rieSenie urCitych problémov tokov na sietach md teoreticku dieru, ktord
sposobila, Ze beZi velmi pomaly na urlitych vhodne vymyslenych prikladoch. Zistil
som, Ze nie je tazké opravif tato dieru, a hovoril som o tomto vysledku na kombinatoric-
kom semindri v Princetone. I'udia z Princetonu ma informovali, Ze Jack Edmonds,
odbornik z National Bureau of Standards, prezentoval veImi podobné vysledky na rov-
nakom semindri po¢as minulého tyzdna.

Ako vysledok tejto zhody sme Edmonds a ja zadali pracovat spoloéne na teoretickej
efektivnosti algoritmov tokov na sietach a po Case sme publikovali spoloény ¢ldnok.
Ale hlavnym vysledkom na$ej spoluprdce bolo posilnenie niektorych idei o vypoétovej
zloZitosti, ku ktorym som sa tdpavo prepracovaval a ktoré mali vyrazny vplyv na budice
zameranie mdjho vyskumu. Edmonds bol majster svojho odboru, ktory vyuZil idey
spojené s linedrnym programovanim na vytvorenie ohromujdcich algoritmov pre mnoz-
stvo kombinatorickych problémov. A okrem bohatej skisenosti v konstruovani algo-
ritmov bol o nieCo vpredu pred svojimi stufasnikmi v dalSom vyznamnom aspekte:
vytvoril jasné a precizne chdpanie toho, o to znamend, Ze algoritmus je efektivny.
V jeho ¢ldnkoch je vyloZeny ndzor, Ze algoritmus moZno povaZzovat za ,,dobry®, ak ¢as
jeho behu je ohraniCeny polynomidlnou funkciou vo velkosti vstupu a nie napriklad
exponencidlnou funkciou. Podla Edmondsovho pristupu napriklad madarsky algoritmus
pre svadobny problém je dobrym algoritmom, pretoZe ¢as jeho behu rastie s trefou
mocninou velkosti vstupu. Ale pokial vieme, neexistuje moZno Ziadny dobry algoritmus
pre problém obchodného cestujticeho, pretoZe vsetky algoritmy, ¢o sa vyskusali, vykazo-
vali exponencidlny ¢as behu vzhladom na velkost problému. Edmondsova definicia
ndm dala jasnu predstavu, ako definovat hranicu medzi lahkymi a fazkymi kombinatoric-
kymi problémami a po prvy raz utvorila, aspoii v mojom ponimani, moZnost, Ze raz
sndd prideme s teorémou, ktord dokdZe alebo vyvrdti domnienku, Ze samou podstatou
problému obchodného cestujiceho je praktickd nerieSitelnost.

Cesta k NP-iiplnosti

Popri pokroku v oblasti kombinatorickych algoritmov zbieral v Sesfdesiatych rokov
sily iny smer vyskumu — tedria vypodtovej zloZitosti. Zdklady tejto teérie poloZila
v tridsiatych rokoch skupina logikov (v&itane Alana Turinga), ktori sa zaoberali existen-
ciou alebo neexistenciou automatickych procedir pre rozhodovanie, ¢i matematické
tvrdenia su pravdivé, alebo nie.

Turing a ostatni priekopnici teérie vypoétov boli prvi, ktori dokdzali, Ze uréité dobre
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definované matematické problémy si nerozhodnutelné, to znamend, 7e principidlne
nemoZe existovat algoritmus schopny riefit vietky pripady takychto problémov. Prvym
prikladom takéhoto problému .bol problém zastavenia, ktory je v podstate otdzkou
o ladeni pocitaCovych programov. Vstupom problému zastavenia je pocitalovy program
spolu so vstupnymi uidajmi; problémom je rozhodniit, &i sa program nakoniec zastavi.
Ako je mozZné, Ze neexistuje algoritmus na taky dobre definovany problém? Tazkosti
vyplyvaji z moZnosti neohrani¢eného hladania. Obvyklym rieSenim je proste spustit
program, kym sa nezastavi. Ale kedy uZ je logické vzdat sa, rozhodniif sa, e program
sa nezastavi? Zdd sa, Ze neexistuje spdsob, ako stanovif limit na mnoZstvo potrebného
hladania. S pouzitim techniky zvanej diagonalizdcia skonStruoval Turing ddkaz, Ze
neexistuje algoritmus, ktory moZe ispeSne riesit vietky pripady problému zastavenia.

S postupom rokov sa nasli nerozhodnuteIné problémy takmer v kaZdom odvetvi
matematiky. Prikladom z tedrie ¢isiel je problém riefenia diofantickych rovnic. Ak je
dand polynomickd rovnica, ako napr.

dxy? + 2xy*z3 — 11x3y%z2 = —1164,

existuje jej celociselné rieSenie? Problém ndjst vSeobecnii rozhodovaciu procediiru na
rieSenie takych diofantickych rovnic prvykrdt predloZil David Hilbert v roku 1900
a tento problém sa stal zndmy ako desiaty Hilbertov problém; zostal otvoreny a7 do roku
1971, kedy sa dokdzalo, 7e Ziadna takd rozhodovacia procediira nemdze existovat.

Jednym zo zdkladnych prostriedkov pouZivanych pri vytySovani hranice medzi
rieSitelnymi a nerieSiteInymi problémami je pojem redukovatelnosti, ktory vystipil
do popredia pricami logika Emila Posta. Hovorime, Ze problém A je redukovateIny
na problém B, ak za predpokladu, Ze je zndmy podprogram na rieSenie problému B,
modZeme skonstruovat algoritmus na riefenie problému A. Ako priklad: medznikovym
vysledkom je, Ze problém zastavenia je redukovatelny na desiaty Hilbertov problém
(pozri obr. 5). Z toho vyplyva, Ze desiaty Hilbertov problém je nerozhodnutelny, pretoze
inak by sme boli schopni pouZif tuto redukciu na odvodenie algoritmu pre problém
zastavenia, o ktorom sa vie, Ze je nerozhodnutelny. Pojem redukovateInosti sa ndm zide
znova, ak budeme rozoberat NP-uplnost a P-NP problém.

Problém zastavenia

Problém pre Qbr. 5. Problém zastavenia
konverziu problé- Desialy Hilbertov Je.redukovatel‘ny na desiaty
mu na desiaty Hilbertov problém

Hilbertov problém

problém

v

DalSou ddleZitou témou, ktord tedria zloZitosti zdedila z tedrie vypoétov, je rozdiel
medzi schopnostou riesif problém a schopnostou vyskuSat nejaké rieSenie. Aj ked
neexistuje Ziadny vSeobecny postup, ako ndjst riefenie diofantickej rovnice, je Tahké
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vyskiSaf navrhované rieSenie. Napriklad preverit, ¢i x =3, y =2, z = —1 tvoria
rieSenie diofantickej rovnice -uvedenej vysSie sa dd jednoducho dosadenim a trochou
aritmetiky. Ako uvidime, rozdiel medzi rieSenim a preverovanim je vlastne podstatou
P-NP problému.

Niektoré z najstarsich odvetvi teoretickej informatiky maju svoj povod v abstraktnych
zariadeniach a dalsich formalizmoch tedrie vypo&tov. Jednym z najddleZitejich tychto
odvetvi je tedria vypodtovej zloZitosti. Namiesto jednoduchej otdzky, ¢i problém je roz-
hodnutelny ako taky sa tedria zloZitosti pyta, nakolko je tazké problém riefit. Inymi
slovami: tedria zloZitosti sa zaoberd schopnostami univerzdlnych vypoétovych zariadeni,
ako st napr. Turingove stroje, ak si dané obmedzenia na ¢as ich vypoctu alebo mnoZstvo
pamite, ktori moZu pouZif. Prvé ndznaky tedrie zloZitosti moZno ndjst v ¢ldnkoch
z rokov 1959 a 1960 publikovanych Michaelom Rabinom, Robertom McNaughtonom
a Hideo Yamadom, ale a7 ¢ldnok Jurija Hartmanisa a Richarda Stearnsa znamenal
zadiatok modernej €ry teérie zloZitosti. S pouZitim Turingovho stroja ako modelu ab-
straktného pocitaca poskytli Hartmanis a Stearns presni definiciu ,,triedy zloZitosti*
pozostdvajucej z problémov riesiteInych v poéte krokov, ktory je ohraniCeny danou
funkciou vo velkosti vstupu n. Adaptdciou techniky diagonalizdcie, ktori Turing pouzil
na ddkaz nerozhodnutelnosti problému zastavenia, dokdzali mnoZstvo zaujimavych
vysledkov o $truktire tried zloZitosti. Vsetci, ktori sme ¢itali ich éldnok, sme zadali chd-
pat, Ze teraz mdme dostatocny formdlny rdmec na hfadanie odpovedi na otdzky, ktoré
uz skor predlozil Edmonds v intuitivnej podobe — na otdzky, ¢i napriklad je problém
obchodného cestujticeho rieiteIny v polynomidlnom case.

V tom istom roku som sa uil tedriu vypoétov z vynikajucej knihy Hartleyho Rogersa,
ktory bol mojim uditeflom na Harvarde. Pamitdm sa na svoje vtedajsie Qivahy, ¢i pojem
redukovatelnosti, taky dominujici v tedrii vypoétov, moZe hraf ulohu v tedrii zloZitosti,
ale nevidel som, ako skon$truovat prepojenie. Priblizne v rovnakom ¢ase bol Michael
Rabin, ktory mal dostat Turingovu cenu v roku 1976, na ndvsteve v IBM Research
Laboratory v Yorktown Heights; bolo to pogas dovolenky z Hebrejskej univerzity
v Jerusaleme. Stalo sa, Ze sme byvali v rovnakej budove na okraji New York City
a zvykli sme si spoloéne trdvit dlhi cestu do Yorktown Heights. Rabin je skutoéne
origindlny myslitel, jeden zo zakladatelov aj teérie automatov, aj tedrie zloZitosti,
a podas nasich dennych diskusii pozdfZ Sawmill River Parkway som ziskal omnoho §ir3i
pohlad na logiku, tedriu vypocétov a tedriu abstraktnych vypoétovych zariadeni.

V roku 1968, zrejme pod vplyvom celkovych socidlnych nepokojov, ktoré zachvatili
ndrod, som sa rozhodol prejst na University of California v Berkeley, kde sa ¢osi dialo.
Roky v IBM boli rozhodujiice pre mdj vyvoj ako vedca. MoZnost pracovat s takymi
vynikajicimi vedcami ako Alan Hoffman, Raymond Miller, Arnold Rosenberg a Shmuel
Winograd bola jednoducho neocenitelnd. Novy okruh mojich kolegov zahfiial Michaela
Harrisona, uzndvaného odbornika na tedriu jazykov, ktory ma zverboval pre Berkeley,
Eugena Lawlera, experta na kombinatoricki optimalizdciu, Manuela Bluma, zakla-
datela tedrie zloZitosti, ktory presiel na nevyrieSené problémy na rozhrani tedrie Cisiel
a kryptografie, a Stephena Cooka, ktorého prdca v tedrii zloZitosti ma mala ovplyvnit
o niekolko rokov neskdr. Na matematickej katedre boli: Julia Robinson, ktorej prace
na desiatom Hilbertovom probléme mali Soskoro priniest ovocie, Robert Solovay,
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zndmy logik, ktory neskdr objavil doleZity ndhodny algoritmus na testovanie, ¢i &islo
je prvodislom, a Steve Smale, ktorého priekopnicka praca o pravdepodobnostnej analyze
linedrneho programovania ma mala ovplyvnif o niekolko rokov neskor. A za zdlivom
v Stanforde bol Dantzig, otec linedrneho programovania, Donald Knuth, zakladatel
oblasti ddtovych $truktar a analyzy algoritmov, rovnako ako Robert Tarjan, vtedy a$pi-
rant, a John Hopcroft, na vedeckej dovolenke z Cornellu, ktory brilantne aplikoval
techniky ddtovych Struktir na analyzu grafovych algoritmov.

V roku 1971 publikoval Cook, ktory medzitym presiel na Univerzitu v Toronte, svoj
historicky &ldnok On the complexity of theorem-proving procedures (O zloZitosti
procediir na dokazovanie teorém). Cook rozoberal triedy problémov, ktoré teraz
volime P a NP, a zaviedol pojem, ktory teraz oznafujeme NP-uplnost. Neformdlne
- povedané, trieda P pozostdva zo vietkych tych problémov, ktoré mozno riesit v poly-
nomidlnom &ase. Svadobny problém patri teda do P, pretoze madarsky algoritmus riesi
jeho zadanie o velkosti n za priblizne n® krokov, ale zd4 sa, e problém obchodného
cestujuceho nelezi v P, pretoZze kazdd zndma metdda rieSenia vyZaduje exponencidlny
¢as. Ak akceptujeme tvrdenie, Ze vypoctovy problém nie je prakticky rieSiteIny, kym
nemdme polynomidlny algoritmus na jeho rieSenie, potom vsetky rieSiteIné problémy
lezia v P. Trieda NP obsahuje vietky tie problémy, pre ktoré moZno navrhované riesenie
preverit v polynomidlnom c&ase. UvaZujme napriklad verziu problému obchodného
cestujuceho, v ktorej st ako vstupné idaje zadané vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami
miest a elte ,,cielové &islo* T, a wlohou je uréif, & existuje cesta diZky mensej, alebo
rovnej ako T. Zd4d sa nesmierne tazké ur€it, ¢i takd cesta existuje, ale ak niekto navrhne
nejaki cestu, Tahko overime, &i jej dizka je mensia, alebo rovnd ako T: tito verzia
problému obchodného cestujiiceho lezi teda v triede NP. Podobne pomocou zavedenia
cielového ¢isla T moZno ukdzaf, Ze vietky kombinatorické problémy obvykle uvazované
v obchode, vede alebo inZinierstve maja verzie, ktoré leZia v triede NP.

Preto NP je trieda, do ktorej vd€§inou padni kombinatorické problémy; vnutri NP
lezi P, trieda problémov, ktoré maju efektivne rieSenie. Fundamentdlnou otdzkou je:
aky je vztah medzi triedami P a NP? Je jasné, Ze P je podmnoZinou NP, a otdzka, na
ktor upriamil pozornost Cook, je, ¢i P a NP mdzu byt tou istou triedou. Ak by sa P
rovnalo NP, malo by to uZasné dosledky: znamenalo by to, Ze kazdy problém, pre ktory
je Tahké preverif riefenie, by bol aj Iahko rieSiteIny; znamenalo by to, Ze kedykolvek
existuje krdtky dokaz nejakej teorémy, rychlo by ho aj nasla uniformnd procedura;
to by znamenalo, Ze vSetky obvyklé kombinatorické optimalizaéné problémy by boli
rieSitelné v polynomidlnom Case. Stru¢ne povedané by to znamenalo, Ze hrozbu kom-
binatorickej expldzie mozno odvrétif. Ale napriek tymto heuristickym ddkazom, Ze by
bolo prili§ dobre, ak by sa P a NP rovnali, sa zatial nena$iel Ziadny dokaz, Ze P + NP,
a niektori odbornici dokonca veria, Ze sa ziadny ani nendjde.

NajdoleZitejsim vysledkom Cookovho ¢ldnku bolo, Ze ukdzal, Ze P = NP vtedy a len
vtedy, ak urdity vypoétovy problém zvany problém spinitelnosti leZzi v P. Problém splni-
teInosti pochddza z matematickej logiky a md aplikdcie v teérii obvodov, ale moZno ho
formulovat ako jednoduchi kombinatoricki hru: st dané viaceré postupnosti velkych
a malych pismen: je moZné vybraf z kazdej postupnosti pismeno bez toho, aby sme vy-
brali aj velkua aj malu verziu akéhokolvek pismena? Ak postupnosti st Abc, Be, aB a ac,
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je moZné napriklad vybrat 4 z prvej postupnosti, B z druhej a tretej a ¢ zo $tvrtej;
v8imnite si, Ze to isté pismeno moZno vybrat viackrdt, za predpokladu, ze nevyberieme
aj jeho malu aj velku verziu. Priklad, kde neexistuje sposob poZzadovaného vyberu,
je dany $tyrmi postupnostami: AB, Ab, aB a ab.

Problém splniteInosti je zjavne v NP, pretoZe je jednoduché preverif, ¢ navrhovany
vyber pismen spitia podmienky problému: Cook dokdzal, 7e ak je problém splnitelnosti
rieSiteIny v polynomidlnom ¢ase, potom kaZdy problém z NP je rieSiteIny v polynomidl-
nom Case, z Coho P = NP. Je teda zrejmé, Ze tento zdanlivo bizarny a bezvyznamny
problém je typickym kombinatorickym problémom, pretoZe obsahuje kIt¢ k efektivne-
mu rieseniu vietkych problémov v NP.

Cookov dokaz bol zaloZeny na pojme redukovatelnosti, s ktorym sme sa stretli pri
rozoberani tedrie vypoctov. Ukdzal, Ze kaZdy konkrétny pripad problému v NP moZno
transformovat na zodpovedajici pripad problému splnitelnosti, a to tak, e pdvodny
problém md rieSenie prdve vtedy, ak ho md problém splniteInosti. Tuto transformdciu
naviac mozno uskuto¢nit v polynomidlnom &ase. Inymi slovami, problém splnitelnosti
Jje dostatocne vSeobecny na to, aby zachytil Struktiru akéhokolvek problému v NP.
Z toho vyplyva, Ze ak by sme vedeli riesit problém splnitelnosti v polynomidlnom &ase,
boli by sme schopni skonStruovat polynomidlny algoritmus na rieSenie akéhokolvek
problému v NP. Tento algoritmus by pozostdval z dvoch &asti: polynomidlnej trans-
formacnej proceduiry, ktord prevedie pripad daného problému na pripad problému splni-
telnosti a polynomidlneho podprogramu na rieSenie vlastného problému splnitelnosti
(pozri obr. 6).

Problém obchodného cestujiceho

Obr. 6. Problém obchodné-
ho cestujiceho je reduko-
Podprogram pre |—p vateIny v polynomialnom
konverziu pro- Splniteltnost Case na problém splnitel-
blému na problém j&— nosti
splnitelnosti
v

Po precitani Cookovho ¢ldnku som si okamZite uvedomil, Ze jeho pojem typického
kombinatorického problému bol formalizdciou myslienky, ktord bola dlho sicastou
price v kombinatorickej optimalizdcii. Odbornici v tejto oblasti vedia, Ze problém
celotiselného programovania, ¢o je v podstate problém rozhodnit, ¢i systém linedrnych
nerovnosti md celociselné rieSenie, je dostatoéne vieobecny na to, aby vyjadril obmed-
zenia akéhokolvek z beZne uvaZovanych problémov kombinatorickej optimalizdcie.
Dantzig v roku 1960 publikoval ¢ldnok na tato tému. PretoZze Cook sa zaujimal o doka-
zovanie viet viac ako o kombinatorick optimalizdciu, vybral si iny typicky problém,
hoci zdkladnd myslienka bola rovnakd. Avsak bol tu kIti¢ovy rozdiel: pouZitim apardtu
tedrie zloZitosti vytvoril Cook ramec, v ktorom sa typickd podstata daného problému
mohla stat teorémou a nielen neformdlnou hypotézou. Je zaujimavé, ze Leonid Levin,
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ktory bol vtedy v Leningrade a teraz je profesorom na Bostonskej univerzite, nezdvisle
objavil v podstate tie isté mysleneky. Jeho typicky problém bol zaloZeny na vypifiani
koneénych utvarov v rovine kockami domina.

Rozhodol som sa preskimat, ¢ uréitd trieda kombinatorickych problémov, o ktorej
sa dlho verilo, Ze je prakticky nerieSiteInd, je tieZ typickd v Cookovom zmysle. Nazval
som také problémy ,,polynomidlne iplné*, ale tento termin bol prekonany presnejsim
terminom ,,NP-uplny*. Problém je NP-uplny, ak patri do triedy NP a kaZdy problém
v NP je naii polynomidlne redukovateIny. Na ddkaz toho, Ze dany problém v NP je
NP-tplny, staci ukdzat, Ze nejaky problém, o ktorom sa uZ vie, Ze je NP-iplny, je poly-
nomidlne redukovatelny na dany problém. Skonstruovanim série polynomidlnych
redukcii som ukdzal, Ze vd&sina klasickych problémov ukladania, pokryvania, porovnd-
vania, rozkladania, prepdjania a pldnovania, ktoré vznikaji v kombinatorickej opti-
malizdcii, si NP-uplné. Prezentoval som tieto vysledky v roku 1972 v €ldnku nazvanom
Reducibility among combinatorial problems (RedukovateInost medzi kombinatoric-
kymi problémami). Moje prvé vysledky boli rychlo zosilnené a roziirené daldimi odbor-
nikmi a pocas niekolkych rokov bolo o stovkdch rozliénych problémov, objavujicich
sa vlastne v kazdej oblasti, kde sa nieto poéita, ukdzané, Ze si NP-liplné.

Zvlidnutie NP-iiplnych problémov

Za svoj vyskum NP-tplnych problémov som bol odmeneny administrativnym
miestom. Od roku 1973 do roku 1975 som viedol novovytvorené oddelenie computer
science v Berkeley a pri tychto povinnostiach mi nezvySovalo vela €asu na vyskum.
Vysledkom bolo, Ze som stdl trochu v ustrani poc¢as velmi aktivneho obdobia, kedy sa
naslo vela prikladov NP-tuplnych problémov a urobili sa prvé pokusy odstrdnif negativne
dosledky NP-uplnosti.

Vysledky o NP-uplnosti dokdzané zaciatkom 70. rokov ukdzali, Ze ak P + NP, tak
vd¢sina problémov kombinatorickej optimalizdcie, ktord sa objavuje v obchode, vede
a inZinierstve, je prakticky nerealizovatelnd: Ziadna metdda na ich rieSenie nemdZe
uplne obist kombinatoricki expléziu. Ako potom zvlddnuf takéto problémy v praxi?
Jeden moZny pristup vyplyva z toho, Ze Casto je dostatone dobré takmer optimdine
rie¥enie: obchodny cestujici sa pravdepodobne uspokoji s cestou, ktord bude o niekolko
percent dlh§ia ako optimdlna. VyuZivajic tento pristup zacali odbornici hladat poly-
nomidlne algoritmy, ktoré by zarucovali takmer optimédlne rieSenia pre NP-tuplné problé-
my kombinatorickej optimalizdcie. Vo vd¢§ine pripadov bola zdruka tispe$nosti aproxi-
macénych algoritmov v tvare horného odhadu pomeru ceny rieSenia produkovaného
algoritmom a ceny optimdlneho rieSenia.

Niektoré z najzaujimavej$ich prdc o aproximaénych algoritmoch so zdrukou tuspes-
nosti sa zaoberajt jednorozmernym problémom ukladania do poli¢iek. V tomto problé-
me treba skupinu poloZiek rozliénej velkosti vloZif do poliCiek, ktoré maju vietky rovna-
ku kapacitu. Cielom je minimalizovaf pocet poliiek potrebnych na uloZenie za takého
obmedzenia, Ze suma velkosti poloZiek uloZenych do IubovoInej policky neprekrodi jej
kapacitu. Séria ¢ldnkov publikovanych v polovici 70. rokov o aproximaénych algorit-
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moch pre ukladanie do poli¢iek vyvrcholila pracou Davida Johnsona, v ktorej analyzoval
zostupny algoritmus prvého uloZenia. V tomto jednoduchom algoritme sa polozky
uvazZuji zostupne podla velkosti a ka7dd poloZka, ktord je na rade, sa umiestni do prvej
policky, ktord je schopnd ju akceptovat. V priklade na obr. 7 st napriklad $tyri poli¢ky,
kazdd s kapacitou 10 a osem poloZiek s velkostou od 2 do 8. Johnson ukdzal, Ze tito
jednoduchd metéda zaruduje relativnu chybu najviac 2/9; inymi slovami, pocet potreb-
nych poliCiek bude najviac o 22 percent vacti ako pocet poliiek v optimalnom rieSeni.
Po niekolko rokov sa tieto vysledky stdle zlepSovali a nakoniec sa ukdzalo, Ze relativhu
chybu moZno zmensit, nakolko len chceme, hoci polynomidlne algoritmy, ktoré su
na to potrebné, uZ nemaji jednoduchost algoritmu, ktory analyzoval Johnson.

2 Obr. 7. UloZenie vytvorené zostupnym
algoritmom prvého uloZenia

Vyskum v oblasti polynomidlnych aproximaénych algoritmov odhalil zaujimavé roz-
diely medzi NP-Gplnymi problémami kombinatorickej optimalizécie. Pre niektoré
problémy moZno relativnu chybu zmensit, nakolko len chceme, pre dalsie ju moZno
zniZif na urdit( uroveii, ale zdd sa, 7e nie dalej; dalsie problémy odoldvaji pokusom
ndjst algoritmus s ohrani¢enou relativnou chybou a nakoniec su urcité problémy, pre
ktoré by existencia polynomidlneho apr oximacného algoritmu s ohrani¢enou relativnou
chybou implikovala rovnost P = NP.

Pocas ro¢nej vedeckej dovolenky, ktord nasledovala po obdobi mdjho administro-
vania, som zacal premyslat o priepasti medzi teériou a praxou v oblasti kombinatorickep
optimalizdcie. Zo strany tedrie boli sprdvy neradostné. Takmer vSetky problémy, ktoré
bolo treba riesit, boli NP-tplné a vo viciine pripadov polynom idlne aproximacéné algo-
ritmy nemohli daf také zdruky uspe$nosti, ktoré by sa dali pouZit v praxi. Nadruhej
strane bolo mnoho algoritmov, ktoré na prvy pohlad dokonale fungovali v praxi, aj
ked im chybalo teoretické odovodnenie. Napriklad Lin a Kernighan vymysleli velmi
uspesnu stratégiu lokdlneho zlep§ovania pre problém obchodného cestujiceho. Ich
algoritmus jednoducho zadal s nejakou ndhodnou cestou a zlepSoval ju priddvanim
a odoberanim niekolkych spojeni, kym nevytvoril cestu, ktort uz takymito lokZlnymi
zmenami nebolo moZné zlepsit. V $pecidlne vykonsStruovanych pripadoch sa ich algo-
ritmus sprdval katastrofdlne, ale v praktickych pripadoch bolo moZné verif, Ze ddva
takmer optimédlne rieenie. Podobnd situdcia vlddla pri simplexovom algoritme, jednej
z najdoleZitejSich vypoctovych metdd: spolahlivo riesil velké problémy linedrneho pro-
gramovania, ktoré sa objevili pri aplikdcidch, napriek tomu, Ze ur€ité umelo vykonstruo-
vané pripady bol nuteny riesitf v exponencidlnom pocte krokov.

Zdalo sa, Ze uspech takychto neexaktnych &i ,,z prsta vycucanych* algoritmov bol
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empirickym fenoménom, ktory bolo treba vysvetlit. A zdalo sa tiez, Ze vysvetlenie tohto
fenoménu bude nevyhnutne vyZadovaf rozchod s tradiénymi paradigmami tedrie
zloZitosti, ktoré ohodnocuji algoritmus podla jeho sprdvania na najhorSom moZnom
vstupe, ktory mdZe dostat. Tradi¢nd analyza najhorSieho pripadu — dominantny smer
v tedrii zloZitosti — zodpovedd scendru, v ktorom st pripady problému, ktoré sa maji
riesif, vytvarané nejakym nekonecne inteligentnym protivnikom, ktory poznd Struktdru
algoritmu a vyberd vstupy, ktoré ho donttia k maximdlnemu vykonu. Tento scendr vedie
k zdveru, 7e simplexovd met6da a algoritmus Lina-Kernighana si beznddejne chybné.
Ja som zacal presadzovat iny pristup, v ktorom sa predpokladéd, Ze vstupy prichddzaja
od uZivatela, ktory ich jednoducho vyberd podla nejakého rozumného rozdelenia prav-
depodobnosti a nesnazi sa ani marit algoritmus, ani mu pomdhat.

V roku 1975 som sa rozhodol zahryznitf do kyslého jablka a dat sa do vyskumu
pravdepodobnostnej analyzy kombinatorickych algoritmov. Musim povedat, Ze toto
rozhodnutie vyZadovalo uréiti odvahu, pretoZe tento smer vyskumu mal svojich
odporcov, ktory celkom spravne dovodili, Ze neexistuje sposob, akym sa dd zistit, aké
vstupy sa budu predkladat algoritmu, a Ze najlepSou zZrukou, ak vobec moZno nejaku
dostat, je zdruka najhorsieho pripadu. Napriek tomu som citil, Ze v pripade NP-tiplnych
algoritmov by sme nedostali zdruky najhor$ieho pripadu, ktoré sme chceli, a Ze pravde-
podobnostny pristup je najlep§i a mozZno jediny spdsob, ako pochopif, pre¢o heuristické
kombinatorické algoritmy v praxi tak dobre funguji.

Pravdepodobnostnd analyza za¢ina od predpokladu, e jednotlivé pripady problému
sa vytvdraju podla ur¢itého rozdelenia pravdepodobnosti. Napriklad v pripade obchod-
ného cestujiiceho jeden moZny predpoklad je, 7e lokalizdcia n miest sa odvodzuje
nezdvisle z rovnomerného rozdelenia nad jednotkovym Stvorcom. Podla predpokladu
modieme $tudovat rozdelenie pravdepodobnosti dizky optimdlnej cesty alebo dizky
cesty produkovanej uréitym algoritmom. V idedlnom pripade je ciefom dokdzat, Ze ne-
jaky jednoduchy algoritmus produkuje optimdlne alebo takmer optimdlne riesenie
s vysokou pravdepodobnostou. Samozrejme takyto vysledok md zmysel iba v tom pri-
pade, ak sa rozdelenie pravdepodobnosti jednotlivych pripadov problémov podobd
pripadom, ktoré sa objavuju v redlnom Zivote, alebo ak je pravdepodobnostnd analyza
dostato¢ne robustnd na to, aby bola pravdivd pre Siroky okruh rozdeleni pravdepodob-
nosti.

Medzi najizasnejSie javy tedrie pravdepodobnosti patria zékony velkych &isiel, ktoré
ndm hovoria, Ze kumulativny efekt velkého poétu ndhodnych udalosti je vysoko predvi-
dateIny, aj ked vysledky jednotlivych udalosti sii vysoko nepredvidateIlné. MoZeme iste
napriklad predvidat, Ze v dlhej sérii hodov oby&ajnou mincou bude pribliZzne polovica
vysledkov hlava. Pravdepodobnostnd analyza odhalila, Ze podobny jav riadi sprdvanie
mnohych algoritmov kombinatorickej optimalizdcie, ak sa ich vstupné tidaje vyberajt
podIa jednoduchého rozdelenia pravdepodobnosti: beh algoritmu sa s velkou pravde-
podobnostou vyvija vysoko predvidateInym sp6sobom a vytvorené rieSenie je takmer
optimélne. Clinok od Beardwooda, Haltona a Hammersleyho z roku 1960 napriklad
ukdzal, Ze ak sa n miest v probléme obchodného cestujiceho vyberd nezdvisle podla
rovnomerného rozdelenia z jednotkového §tvorca, potom, ak n je velmi velké, je dizka
optimédlnej cesty takmer uréite velmi blizko uréitej absolitnej konitante krdt druhd
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odmocnina po&tu miest. Motivovany ich vysledkom som ukdzal, Ze ak po&et miest bude
extrémne velky, bude jednoduchy algoritmus rozdeluj-a-panuj takmer uréite produ-
kovat cestu, ktorej dizka je veImi blizka dizke optimalne;j cesty (pozri obr. 8). Algoritmus
zadina rozdelovanim oblasti, kde leZia mestd na obdiZniky, z ktorych ka?dy obsahuje
maly polet miest. Potom vytvdra optimédlnu cestu cez mestd v ka’dom obdiZniku.
Zjednotenie tychto malych ciest presne pripomina celkovi cestu obchodného cestujuce-
ho, ale odliduje sa od nej extra ndv§tevami tych miest, ktoré leZia na okraji obdiZnikov.
Nakoniec algoritmus vykondva uréity druh lokdlnej chirurgie na odstrdnenie tychto
redundancii a na vytvorenie vyslednej cesty.

Moizno citovat mnohé dalSie priklady, v ktorych jednoduché aproximacéné algoritmy
skoro urdite ddvaju takmer optimdlne rieSenie pre ndhodné velké pripady NP-uplnych
optimalizaénych problémov. Napriklad moja $tudentka Sally Floyd vychddzajic zo
skor8ich prdc o polickovom ukladani od Bentleyho, Johnsona, Leightona, McGeocha
a McGeocha, neddvno ukdzala, Ze ak sa ukladané polozky vyberajii nezdvisle podla

(@) (b)

(c) (d)

Obr. 8. Algoritmus rozdeluj-a-panuj pre problém obchodného cestujuceho v rovine
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rovnomerného rozdelenia nad intervalom [0,1/2], potom zostupny algoritmus prvého
uloZenia skoro uréite, nezdvisle od toho, koIko je poloZiek, vytvori uloZenie s menej ako
10 poli¢kami nevyuZitého priestoru.

Jednym z najpozoruhodnejSich pouZiti pravdepodobnostnej analyzy bolo jej pouZitie
na problém linedrneho programovania. Geometricky sa tento problém bliZi k ndjdeniu
vrcholov mnohostenu &o najbliZz§ie k urditej externej nadrovine. Algebraicky je ekvi-
valentny minimalizdcii linedrnej funkcie s ohfadom na obmedzenia v tvare linedrnych
nerovnosti. Linedrna funkcia meria vzdialenost ku nadrovine a ohrani¢enia linedrnych
nerovnosti zodpovedaji nadrovindm, ktoré ohrani¢ujii mnohosten.

Simplexovy algoritmus pre problém linedrneho programovania je metdéda postupu
smerom do vrchu. Opakovane sa posiva od vrcholu k susednému vrcholu, stdle sa
pribliZujuc bliZ8ie k externej nadrovine. Algoritmus skonéi vtedy, ked sa dostane do
vrcholu, ktory je bliZSie ku tejto nadrovine ako ktorykolvek susedny vrchol; je zarucené,
Ze taky vrchol je optimdlnym rieSenim. V najhorSom pripade vyZaduje simplexovy
algoritmus tolko iterdcii, Ze ich pocet rastie exponencidlne s po€tom linedrnych nerov-
nosti potrebnych na opisanie mnohostenu, ale v praxi je podet iterdcii zriedkakedy
vicési ako troj- alebo $tvorndsobok poctu linedrnych nerovnosti.

Karl-Heinz Borgwart z NSR a Steve Smale z Berkeley boli prvymi odbornikmi, ktori
pouzili pravdepodobnostnii analyzu na vysvetlenie bezddvodného tspechu simplexo-
vého algoritmu a jeho variantov. Ich analyza zdvisela na ohodnoteni uréitych viacroz-
mernych integrdlov. S mojou ohranienou pripravou v matematickej analyze sa mi ich
metddy zdali nepreniknuteIné. Nasfastie jeden z mojich kolegov v Berkeley, Ilan Adler,
navrhol pristup, ktory sluboval uskutoénenie pravdepodobnostnej analyzy vlastne bez
vypoétov: pouzili by sa ur€ité principy symetrie na vykonanie poZadovaného priemero-
vania a z toho magicky vzide odpoved.

Pokracujic v tejto linii vyskumu ukdzali sme v roku 1983 Adler, Ron Shamir a ja, Ze
pri rozumne §irokej mnoZine pravdepodobnostnych predpokladov rastie ofakdvany
pocet iterdcii vykondvanych uréitou verziou simplexového algoritmu s druhou mocninou
podtu linedrnych nerovnosti. Rovnaky vysledok ziskal Michael Todd cez viacrozmerné
integrdly a tieZ Adler a Nimrod Meggido. Verim tomu, Ze tieto vysledky zna¢ne prispeji
k chdpaniu toho, pre€o simplexovd metdda funguje tak dobre.

Pravdepodobnostnd analyza kombinatorickych optimalizaénych algoritmov bola
hlavnou témou v mojom vyskume viac ako desatroéie. V roku 1975, ked som sa prvy raz
dal na tento smer vyskumu, bolo veImi mdlo prikladov na tento typ analyzy. Teraz su
jej venované stovky Cldankov a vSetky klasické problémy kombinatorickej optimalizdcie
boli podrobené pravdepodobnostnej analyze. Vysledky ndm znaéne pomdhaji poro-
zumiet, do akej miery moZno tieto problémy vyuZif v praxi. Napriek tomu povaZzujem
tento pokus iba za €iasto¢ne Uspe$ny. PretoZe sme limitovani na§imi technikami, pokra-
éujeme v prdci s najjednoduch§imi pravdepodobnostnymi modelmi a aj vtedy si mnohé
z najzaujimavej§ich a najuspe¥nej§ich algoritmov mimo rdmca naSej analyzy. Ked je
vietko povedané a urobené, ndvrh praktickych kombinatorickych optimalizaénych
algoritmov zostdva viac umenim, ako by bol vedou.
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Nahodné algoritmy

Algoritmy, ktoré moZu hddzat mincou v priebehu svojho vypodtu, sa navrhovali
z ¢asu na ¢as uZ od pocéiatkov pocitacov, ale systematické $tiidium takychto ndhodnych
algoritmov zadalo az okolo roku 1976. Zdujem o tieto otdzky bol podnieteny dvoma
prekvapivo efektivnymi ndhodnymi algoritmami na testovanie, ¢i €islo n je prvoéislo:
jeden z tychto algoritmov navrhli Solovay a Volker Strassen a druhy Rabin. Ndsledny
Rabinov ¢ldnok obsahoval daliie priklady a motivdciu pre systematické $tudium nd-
hodnych algoritmov a doktorskd prdca Johna Gilla pod vedenim mdjho kolegu Bluma
poloZila zdklady vSeobecnej tedrie ndhodnych algoritmov.

Aby sme pochopili vyhody hddzania mincou, vrdfme sa znovu ku scendru spojenému
s analyzou najhorSieho pripadu, v ktorom vsevedici protivnik vyberd také pripady,
ktoré preveria dany algoritmus ¢o najprisnejsie. Ndhodnost spdsobi, Ze sprdavanie algo-
ritmu je nepredvidateIné, aj ked ide o fixovany pripad, a to moZe urobif fazkym, ak nie
Uplne nemoZnym pre stipera vybraf taky pripad problému, ktory by pravdepodobne
spoOsobil fazkosti. Tu je uZitoénd analdgia s futbalom, v ktorej algoritmus zodpovedd
ofenzivnemu timu a stiper defenzivnemu. Deterministicky algoritmus je ako tim, ktorého
herny pldn je tplne predvidateIny, ¢im dovoluje druhému timu dopredu si pripravit
obranné varianty. Ako kazdy obranca vie, trocha obmeny v obrannom pldne je nevy-
hnutna na to, aby si defenzivny tim zachoval Cest.

Ako konkrétnu ilustrdciu vyhod hddzania mincou uvediem jednoduchy ndhodny
algoritmus porovnania vzoru, ktory sme vymysleli Rabin a ja v roku 1980. Algoritmus
porovnania vzoru je fundamentdlnym problémom v spracovani textu. Ak je dany
n-bitovy retazec zvany vzor a omnoho dlh§i refazec bitov nazyvany text, problém je
urdit, &i sa vzor nachddza ako suvisly blok v texte (obr. 9). Metéda hrube;j sily na rieSenie
tohto problému je porovndvat vzor priamo s kazdym n-bitovym blokom v texte. V naj-
horsom pripade je &as vypodtu pri tejto metéde fimerny stkinu dizky vzoru a dizky textu.
V mnohych aplikdcidch spracovania textu je tito metdda neakceptovateIne pomald,
ak vzor nie je velmi krdtky.

Vvzor 11001

Text 011011101 oo

Obr. 9. Problém porovnania vzoru

Nasa metéda obchddza tieto faZkosti jednoduchym haSovacim trikom. Definujeme
,,odtlackovu funkciu®, ktord priradi kaZzdému refazcu n bitov omnoho kratsi refazec
zvany odtlac¢ok. Odtlackovd funkcia je vybrand tak, Ze je moZné prechddzat cez text
a rychlo pocitat odtlacok kaZzdeho bloku dlhého n bitov. Potom namiesto porovndvania
kazdého vzoru s kazdym takym blokom textu, porovndvame odtla¢ok vzoru s odtlag-
kom kaZdého takého bloku. Ak sa odtladok vzoru lisi od odtlacku kaZdého bloku,
potom vieme, Ze sa vzor ako blok nenachddza v texte.

Metdda porovndvania krdtkych odtlackov namiesto dlhych retazcov podstatne redu-
kuje Cas vypoltu, ale obsahuje moZnost chybnych porovnani, ak urdity blok textu md
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rovnaky odtlacok ako vzor napriek tomu, Ze vzor a blok textu nie su rovnaké. Chybné
porovnania s\ vdZny problém: pre kazdu jednotlivii voIbu odtla¢kovej funkcie skutoéne
moZe protivnik skonstruovat taky priklad vzoru a textu, Ze chybné porovnanie sa objavi
v kaZdej pozicii textu. Preto je potrebnd eite nejakd rezervnd metéda na obranu proti
chybnym porovnaniam a vyhody odtlackovej metddy sa zdaju stratené.

Nastastie vyhody tejto metody moZno obnovit cez ndhodnost. Namiesto prdce s jednou
odtlac¢kovou funkciou md ndhodnd metdda k dispozicii velki skupinu rozli¢nych Iahko
vypoditateInych odtlatkovych funkcii. Ak je zadany pripad problému, pozostdvajici
zo vzoru a textu, algoritmus ndhodne vyberie odtlackovi funkciu z tejto velkej skupiny
a pouZije tuto funkciu na testovanie zhody medzi vzorom a textom. PretoZe odtlackovd
funkcia nie je zndma dopredu, je nemoZné pre protivnika skonstruovat pripad problému,
ktory by pravdepodobne viedol ku chybnym porovnaniam; je moZné ukdzat, Ze pravde-
podobnost chybného porovnania bez ohIadu na to, ako sa vyberd vzor a text, je velmi
mald. Napriklad, ak vzor md 250 bitov a text 4000 bitov, m6Zeme pracovat s 32 bitovymi
jednoducho vypoclitateInymi odtlakami; a stdle je zarucené, Ze pravdepodobnost
chybného porovnania je mensia ako jedna tisicina v kaZdom moZnom pripade. V mno-
hych systémoch spracovania textu je tdto pravdepodobnostnd zdruka dostato¢ne dobrad,
aby eliminovala potrebu rezervnej procediry a nd§ pristup tak vyhody znovu ziskal.

Nédhodné algoritmy a pravdepodobnostnd analyza st dva kontrastujiice spdsoby, ako
sa odchylif od analyzy najhorSieho pripadu v deterministickych algoritmoch. V prvom
pripade je ndhodnost zabudovand priamo do fungovania algoritmu a v druhom pripade
sa predpokladd pritomnost ndhodnosti pri vybere pripadu problému. Pristup zaloZeny
na ndhodnych algoritmoch je pritaZlivej§i z tychto dvoch, pretoZe sa vyhyba predpokla-
dom o prostredi, v ktorom sa algoritmus bude pouZivat. Aviak ndhodné algoritmy este
nedokdzali svoju efektivnost v boji proti kombinatorickej explézii NP-uplnych problé-
mov, a tak sa zdd, Ze sa budu pouZivat oba tieto pristupy.

Zaver

To ma priviedlo na koniec mdjho rozprdvania. Rdd by som ho uzavrel kratkou po-
zndmkou o tom, &o sa pravdepodobne robi v teoretickej informatike dnes. VZdy, ked
sa zulastfiujem pravidelného sympézia ACM Theory of Computing alebo nav§tevujem
Bay Area Theory Seminar alebo vyjdem na vrch za berkeleyskym komplexom do Mathe-
matical Sciences Research Institute, kde sa kond ro€ny kurz vo vypodétovej zloZitosti, som
uneseny vyznamom prdce, ktord sa vykonala v tejto oblasti. Som hrdy na to, Ze sivisim
s oblasfou vyskumu, v ktorej sa robi takd vynikajiica prdca, a pote$eny, Ze som v posta-
veni, kedy z ¢asu na ¢as pomdZem mimoriadne talentovanym mladym odbornikom orien-
tovaf sa v tejto oblasti. Dakujem vim, e som mal moZnost vystipif ako zdstupca
tejto oblasti pri dne$nej prileZitosti.
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Skladanie zloZitosti
(Doslov od Karen A. Frenkela)

Na ilustrdciu ,,zna¢nej Sirky, v akej posobi tedria zloZitosti prostriedkami analogicky-
mi ako tedria vypo&tov* vytvoril Richard Karp tuto konceptudlnu mapu alebo skladag-
ku. Na polozZenie sklada¢ky do roviny pouzil ,,algoritmus grafovej planarity‘. Vzdiale-
nejSie miesta nemusia na prvy pohlad suvisiet, ,,ale nakoniec ich tedria NP-tiplnosti
spoji,* hovori Karp.

Kombinatorickd

expldzia

Logicky

Problém
obchodného|
cestujiceho

Linedrne
rogramo-
vanie

Dobry
algoritmus

Svadobny
problém

Pravd hornd Cast skladacky obsahuje pojmy stvisiace s kombinatorickou expléziou
a pojmom ,,dobrého** alebo ,,efektivneho algoritmu. Naopak, ,,zloZitost** spdja tieto
pojmy s hornou Iavou &astou, ktord reprezentuje usilie prvych vypoctovych teoretikov.

Problém obchodného cestujiceho je blizSie k pravému hornému rohu, pretozZe je
pravdepodobne prakticky nerieiteIny. Preto je na hranici medzi ,,NP-tiplnostou*
a ,,kombinatorickou expléziou‘.

Avsak uréité hranice sa stieraju. Napriklad ,,linedrne programovanie* md anomdlny
status — najSirS§ie pouZivané algoritmy na rieSenie tohto problému nie st dobré z teore-
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tického hladiska a tie, ktoré sii dobré z teoretického hladiska, &asto nie sii dobré v praxi.
Jednym prikladom je metdda elipsoidov, ktord prifahovala tolko pozornosti pred Siestimi
rokmi. BeZi v polynomidlnom &ase, ale polyném je takého vysokého stupiia, Ze metoda sa
ukézala dobr4 v technickom zmysle, ale v praxi neefektivna. ,,Pri¢inou je to, Ze nd§ pojem
algoritmu s polynomidlnym &asom nezachytdva exaktne pojem intuitivne efektivneho al-
goritmu*, vysvetluje Karp. ,,Ked sa dostanete na n® alebo n®, je fazké pripustit, Ze je to
skutoéne efektivne. TakZe Edmondsov pojem dobrého algoritmu nie je dost idedlny for-
mdlny protajiok dobrého v intuitivnom zmysle. Dalej, simplexovy algoritmus je dobry

Nerozhodnutelnost Kombinatorickd

expldézia

Logicky '
ndvrh

tov
problém’\ Reduko-

Problém
obchodného

RieSenie cestujiceho

versus

prevere-— Linedrne

nwe programo-

vanie

Dobry

algoritmus

Svadobny

problém

v kazdom praktickom zmysle,” hovori Karp, ,,ale nie je dobry vzhladom na Standardnu
paradigmu tedrie zloZitosti. Najnovsi vysledok v rieseni problému linedrneho programo-
vania je algoritmus od Narendru Karmarkara, o ktorom si niektori myslia, Ze zdokona-
Tuje simplexovy algoritmus, a ktory je dobry v technickom zmysle a vyzerd, Ze bude efek-
tivny v praxi.*

Oblast ,,dobry algoritmus susedi s ,,heuristikami*, pretoZe heuristické algoritmy
moZu pracovat dobre, ale chyba im teoretické oddvodnenie. Niektoré heuristické algo-
ritmy st vZdy rychle, ale nickedy neddvaji dobré rieSenie. Iné vZdy ddvaji optimdlne
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rieSenie, ale nie je zarudené, Ze sl rychle. Simplexovy algoritmus je druhého typu.
,,NerozhodnuteInost*, ,,kombinatorickd explozia* a ,,zloZitost si v jednej rovine,
pretoZe si navzdjom analogické; nerozhodnuteInost obsahuje neohranicené prehla-
ddvanie, kym kombinatorické explézie si podla definicie veImi dlhé, ale nie neohrani-
¢ené hladania. Teoéria zloZitosti prepdja tu medzeru, pretoZe namiesto pytania sa, ¢i je
problém vobec riesitelny, kladie otdzky o zdrojoch potrebnych na jeho rieSenie.

Nerozhodnutelnost Kombinatorickd

explézia

Logicky

obchodného
cestu juceho

NP-Gplné

versus prodblémy

prevere- Linedrne

nie programo-

depodobnos- vanie

tnd analyza

Dobry

algoritmus Heuristiky

——

Svadobny
problém

I’avd dolnd oblast obsahuje oblasti, ktorymi sa Karp v sti¢asnosti najviac zaoberd
a ktoré obsahuji otvorené otdzky. ,,Ndhodny algoritmus* je napriklad situovany proti
,,pravdepodobnostnej analyze®, pretoZe oba st alternativami analyzy najhorSieho pri-
padu pri deterministickych algoritmoch. Ndhodné algoritmy mdZu byt schopné riesit
v polynomidlnom &ase také problémy, ktoré deterministické algoritmy nemoZu a mohli
by znamenat rozsirenie pojmu dobrého algoritmu. Asi cez ndvrh programového vyba-
venia s vyuZitim paralelizmu pre zariadenia nie von neumannovského typu sa algoritmy
mdZu stat efektivnej§imi v praxi. Nakoniec niektoré Casti skladacky nie su eSte defi-
nované. ,,Zodpovedaju nezndmej oblasti, ktori bude treba preskiimat v buducnosti,*
hovori Karp.
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Netradi¢ni pohled
na Lorentzovu transformaci

Jan Novotny, Brno

1. Uvod

TiebaZe je specidlni teorie relativity zndma a rozvijena jiz pfes tfi étvrté stoleti a md
stdle bohat$i a presn&jsi experimentdlni podklad [1], pfece se jeji postuldty i nékteré
dusledky stdvaji ¢as od ¢asu pfedmétem pochybnosti a ndmitek, které né€kdy proniknou
i na stranky fyzikdlnich &asopisi. Jejich hlavnim zdrojem je patrn& hlubokd zakofen&nost
klasického (t]. predrelativistického) pohledu, ktery je v nds stdle znovu utvrzovdn b&znou
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