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Celou fidici strukturu vypoétu je moZno realizovat tak, Ze podminkové plany uspo-
fadame podle n&jaké priority a po ka?dé zmé&n& modelovanych stavi systému (tj. na-
ptiklad pfed kazdym zvySovanim hodnoty simularniho &asu) zkontrolujeme po fad&
podminkové plany a spustime prvni nalezeny proces (podminkov& planovany), jehoZ
podminka je splnéna. Zakladani nebo ruseni podminkovych plani zaleZi pak pouze
v jejich zafazovani nebo vyfazovani ze seznamu podminek.

Schéma jedné moZné realizace fidici struktury je na obr. 19. (Casbvé planované pro-
cesy maji v tomto schématu pfednost pfed podminkov& pldnovanymi; to samoziejmé
neni podstatné a nejriizn&j3i priority mezi procesy lze realizovat i jinak.) [8]

Dokondeni v pFistim Cisle.

O Hardyho nerovnosti

Alois Kufner, Praha

1. Tzv. Hilbertova véta o dvojnych Faddch Yik4, Ze pro neziporné posloupnosti {a,},
{b,} (n = 1) plati

(1.1 yy L=

nm+n s1n(1|:/)

(Day e (22217
zdeje p > 1a p’ = p|(p — 1). Plati i integralni analogie nerovnosti (1.1):
© o o] 1/p o 1/p’
(1.2 f I K(x, p) f(x) g(y)dxdy < (J f”(x)dx) (I g% (x) dx) ,
0o Jo 0 0

a to nejen pro jadro K(x, y) = 1/(x + ), nybrZ i pro obecn&j¥i jadra. Specidln¥ plati
pro neziporné jadra K(x, y), jeZ jsou homogennistupn& — 1, vedle (1.2) té% nerovnosti

(1.3) f : [ f :K(x, D) dx]’ dy < 2 f: £7(x) dx,,

[ [ j “K(5)40) dy]”' dx sl f "oy

s konstantou

Cop = J K(x, 1) x_”” dx = J. K(l, y) y‘I/P' dy .
(V]

0o
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Nerovnost (1.1) dokazal po¢atkem tohoto stoleti D. Hilbert pro p = 2 v pfednaskach
o teorii integrdlnich rovnic; jeho diikaz publikoval H. Weyl v roce 1908. Rada autort:
pak Hilbertiv vysledek zobectiovala, hledala jiné, jednodussi diikazy. Jeden dikazovy
postup zde nazna&ime: UvaZujme ,,polovinu‘ dvojné fady v (1.1), tj. ptedpokladejme,
Ze je m £ n. Pak je

uM-"

msn m+n n

kde jsme symbolem A, oznadili aritmeticky pramér

a +a; + ... +a,
. .

A, =

ProtoZe podle Hoélderovy nerovnosti je
Y Auba < (XA (L07)7
n n n
»»stati* najit odhad fady ) A% pomoci fady ) a? a mime polovinu nerovnosti (1.1).
n n

A zminény odhad skute¢né existuje: Plati

(14) s47 5 (p L ) Ta .

Protoze podobn& miZeme vysetfovati,,druhou polovinu* dvojnétady v(1.1),dostavame
nakonec pomoci nerovnosti (1.4) odhad typu (1.1), byf i nikoliv s nejlepsi moznou
konstantou n/sin (m/p).

Nerovnost (1.4) neslouZi jen k odvozeni odhadi typu (1.1), nybrZ je zajimava i sama
o sob&. Dokézal ji v roce 1920 G. H. Hardy (ptesnou hodnotu konstanty nasel oviem
az E. Landau v roce 1926); pfejdeme-li od nezapornych posloupnosti k nezapornym
funkcim a od aritmetického pruméru A4, k integralnimu priméru

lj f(i)dt = Lr(x),
xJo x
dostavame spojitou analogii diskrétni nerovnosti (1.4):

(1.5) J:o (F—SQY dx < (p%)p J :f"(x) dx .

Tuto (Hardyho) nerovnost jsme tedy pouZili k tomu, abychom odvodili odhady typu
(1.1), resp. (1.2). Lze viak naopak ukazat, Ze (1.5) plyne z prvni nerovnosti v (1.3),
pouZijeme-li jadra

ify pro x=y,
K(x, y) = { pro x> y.

Podobné tvahy lze provést i pro obecngjsi jadra. Tak vedou formule (1.3) pro jadro
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2lx™* pro x=<y,

(1.6) K(x, y) = {(J)) pro x>y

po jistych upravach k nerovnosti
0 p )4 o0 f ( )d
H x®"PFP(x)dx = ————)J x¥f?(x)dx,
() Jo ) (18 -p+ 1] 0
ktera plati pro p > 1a ¢ # p — 1; pfitom je
J.f(t)dt pro e<p-—1,
0
(17) F(x) = 1 5 ﬁ
Jf(t) dt pro e>p—1.

[V ptipadé ¢ < p — 1 pouZijeme prvni vzorec z (1.3) s jadrem K z (1.6); volime < 1 —
—~ 1/pa & = Ap a pracujemes funkci x*f(x) misto f(x). V pfipad& ¢ > p — 1 pouZijeme
druhy vzorec z (1.3) s 4 < 1/p; piSeme viude p misto p’ a y'~*f(y) misto g(y) a volime
e=p—ap]

Nerovnost (1.5) je specidlnim pfipadem nerovnosti (H) pro & = 0. P¥imy diikaz ne-
rovnosti (H) — tj. diikaz bez pouZitj vzorci (1.3) — podal v roce 1928 G. H. Hardy, a ne-
rovnost proto nese jehojméno. Pro ucely tohoto &lanku ji pfepieme v pon&kud jiném
tvaru:

© P p [
(Hy) .[ lu()|rermPdt < (—————) f |w(6)|7e dt .

0 le—p+1)) Jo
Tato nerovnost plati pro

e#p—1;
pfitom je tfeba navic pfedpokladat, 7e
(1.8) u(0)=0 pro e<p-—1,
u(o0) =0 pro e>p—1.
[Hodnoty u(0), u(o0) v (1.8) je tfeba chapat jako limity lim u(t), lim u(f), a pod obn&
t—0+ t— o0

pozdé&ji u podminek typu u(a) = 0, u(b) = 0 pro obecny interval (a, b). — Podminky

(1.8) souviseji s (1.7): (H, ) totiZ dostaneme, polozime-li v (H) f(¢) = |u/(¢)| a vyuZijeme-li
toho, Ze — pro ¢ < p — 1 a tedy pro u(0) = 0 — je

J‘:u’(t)dt < Klu’(t)l dt = F(x);

2. Hardyho nerovnost (H,) je tedy znama od konce dvacatych let a v kniZni formé ze
znamenité knihy Inequalities (viz [3]) od roku 1934; v [3] se lze doéist i vice o jeji

u()| = lu(x) — u(0)| =

a podobn& pro e > p — 1.]
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(staré) historii. Cas od &asu se téZ uZivala jako pomocny prostfedek, ale systematické
aplikace se doc¢kala aZ v Sedesatych a sedmdesatych letech, a to pfedev§im v souvislosti
s bouflivym rozvojem teorie parcialnich diferencialnich rovnic, pfi podrobnéjsim zkou-
mani kvalitativnich vlastnosti feSeni okrajovych uloh.

Uvedme zde jednu z motivaci, které vedou k pouZiti Hardyho nerovnosti: Budiz Q
oblast v RY s kuZelovitym ,,rohem‘* v bod& x, na hranici 82 (viz obr. 1) a pfedpoklade;.

Obr. 1

me, Ze u = u(x) je feSeni okrajové ilohy na Q. Vlastnosti tohoto feseni se obvykle cha-
rakterizuji pomoci integralil z funkce u a jejich derivaci pfes oblast 2, ale vzhledem ke
specidlnimu charakteru nasi oblasti vznikd pfirozend otdzka, zda lze charakterizovat
feSeni u — alespoii v okoli Q, hrotu x, — pomoci integralt tvaru

[ Pu e, )= b= s,

tj. pomoci integrall s vahou. PouZijeme-li sférickych soufadnic (r, @) se stiedem v bodé&
X, 1ze uvedeny integrél zapsat ve tvaru
k.
IW(r, @))° en-1 g,
rk

R
Jo]
s Jol 0

pro vnitini (jednorozmérn}") integral se pak velmi dobfe daji pouZit odhady typu Hardy-
ho nerovnosti (H).

V souvislosti s takovymito problémy a v souvislosti se systematickym studiem Sobo-
levovych prostort s vahou vzrostl i zdjem o Hardyho nerovnost a o riizna jeji zobecnéni.
Zminime se zde o n&kterych moZnych zobecnénich, ale nejdiive zapiSme nerovnost (H 1)

wevr

v pon&kud jiném, moZna ne zcela korektnim, ale zato stru¢n&jsim tvaru

(s L A e TG

zde je |w(t)|, norma funkce w = w(t) v prostoru I?(0, 00), resp. v prostoru I?(a, b)
s obecnym intervalem (4, b).
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3. Uvedme nyni nékteré pfirozené otazky, které v souvislosti s Hardyho nerovnosti
vznikaji:

3.1. Hodnota ¢ = p — 1 je singularni, coZ je zddrazn&no i konstantou v (H,). Lze se

7z vr

tedy ptét, co se d4 Fici o normach v (HY) prog/p = 1— 1/p, tj. zda (a &im) Ize odhadnout
integraly

0 -]
(3.1) f lu(0)l? 1= dt resp. J WP 7 dt
0 0

shora, resp. zdola.

3.2, Pfirozenym rozsifenim Lebesgueovych prostort I? jsou Orliczovy prostory Ly,
kde M je tzv. Youngova funkce (viz napf. [6] nebo [9]). Lze se pak ptat, zda lze n&jak
odhadnout (shora) integraly typu

'[wM(u(t)) t*dt nebo j'w M(u() ) dt,

¢i dokonce integrily s obecnéjsi vahovou funkci neZ ¢, tj. napf.

["Ma@ oot aip.,

a ¢im je lze odhadnout.

3.3. Vodst. 3.2, jsme poprvé narazili na jiné vahové funkce neZ mocniny. Lze se tedy
ptat, zda nerovnost (HY ) nelze zobecnit na nepolynomidini vahy, tj. zda neplati nerovnost
typu

(H,) lu(®) 0**(1)]l, < const u'(t) ¥*(9)],*) »

a plati-li, jaky je pak vztah mezi vdhovymi funkcemi ¢ a .

3.4. Vedlederivaciu’, u”, ... celého ¥adu Ize riiznymi zplisoby zavést i derivace necelého,
,,Jomeného* ¥4du, tedy napf. derivaci f4du 5, 0 < n < 1 — ozna&me ji u™. Analogii
nerovnosti (H'f) by pak byla nerovnost tvaru

lu(r) /2= ]|, < const [u@slr=t+a]
resp.
|u®(e) /2= 2+1]|, < const [[u'(f) 7|

p*

*) V této nerovnosti i v dal§ich nerovnostech tohoto typu budeme vZdy predpokladat, Ze konstanta
v odhadu nezavisi na funkci u.
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Vznik4d oviem problém, jak chapat jednak ,,lomenou* derivaci u™, jednak normu
|u™(z) ]| . Nebudeme se zde timto zobecnénim dile zabyvat, poznamenejme jen, Ze
jisté prvni vysledky, dosaZené pomoci teorie interpolace Banachovych prostord, Ize najit
v praci [11].

3.5. 'V nerovnosti (HY) pracujeme vpravo i vlevo s normou ve stejném prostoru L7,
Lze se nyni ptat, zda neplati i odhady tvaru

[u(9) #*]a = const [u'()) 7],

pro q # p (zajima nés predevsim g > p) a jak bude vypadat exponent y na levé strang;
obdobnym zobecnénim nerovnosti (H;) je pak nerovnost

(H,) Ju(t) 0" (0)]q < const [lu'(t) (1),

s obecnymi vahovymi funkcemi ¢ a y.

3.6. Zatim jsme pracovali pfevazné s funkcemi jedné proménné ¢. V €l. 2 jsme sice ho-
vofili o moZnosti odhadi pro vicerozmérné integraly, tam v§ak §lo o odhady pfes jedno-
rozmérny pfipad. Lze se tedy ptat, zda neplati néjaka obecna N-dimenziondlni Hardy-
ho nerovnost, napf. tvaru

(H,) j Ju(roo) d

p
o(x)dx,

IA

N
const ).
i=1 Q

ou
—(x
6xi( )

kde Q je oblast v RN a 6, 04, ..., oy jsou jisté dané vahové funkce. Poznamenejme,
Ze nerovnost (H,) plati napf. pro ,,rozumné* oblasti Q a pro funkce o, tvaru

oo(x) = [dist (x, 0Q)]°"7, oy(x) = [dist (x,0Q)]*, i=1,..,N,

ovsem tato nerovnost se d4 odvodit pomoci jednorozmé&rné nerovnosti (H,); zajimavy
by byl ptipad obecnych vahovych funkci o; a otdzka vzajemného vztahu funkce o,
a funkci o4, ..., oy.

4. Vyjmenovali jsme zde Sest moZnych zobecnéni Hardyho nerovnosti; tim v§ak pocho-
pitelné€ nejsou vyéerpany vSechny moZnosti, nebot uvedenych Sest typt Ize dale mezi se-
bou kombinovat. Uvedme zde téZ praci L. Maligrandy [13] z roku 1980, ktery popisuje
velice abstraktni zobecnéni Hardyho nerovnosti v terminech prostort ,,nezavislych na
pferovnani* (rearrangement invariant spaces) a v jehoZ pfistupu jsou nékter4 zde nazna-
&end zobecnéni obsaZena.

Vratme se v§ak trochu podrobnéji k nékterym vysSe uvedenym zobecné&nim:

4.1 (k odst. 3.1). V roce 1965 odvodil autor spolu s J. Kadlecem nerovnost
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(Hs) JJu(t)l"t"llog ffde < ( P ),, '[liu’(t)l"tp"llog t|f*radt,

1B +1]) Jo
kterd plati pro f # —1, a to za pfedpokladu
u(0) =0, jeli p<—1,
u(1) =0, jeli B> —1
(viz [4]). Tim je dana jista odpovéd na problém formulovany v odst. 3.1, nebot pro f =
= —p dostavame singularni hodnotu ¢ = p — 1 na pravé stran& v (H,), pro f = 0 pak
,.kritickou* hodnotu ¢ — p = —1 na levé strané. Tim jsme tedy odhadli integraly

v (3.1), a to pfinejmensim pro funkce s nosi¢em v intervalu <0, 1). K v&t§im intervalim
Ize piejit zfejmymi Gpravami.

4.2 (k odst. 3.2). Pro Orliczovy prostory existuje zatim mélo vysledki. Systematicky
se touto problematikou zabyvala G. Palmieri (viz napf. [17]), kter4 dokézala, Ze plati
odhad tvaru

(He) () #= e 5 —F— [ (@) #]ar»
kp

1—
zde | .|| je norma v Orliczov& prostoru Ly,(0, oo). Nerovnost (He) plati za jistych ome-
kujicich pfedpokladt o Youngov& funkci M a pro u > 1/p, kde p je jisté &slo zavisejici

na M, a za pfedpokladu u(0) = 0. Jiné vysledky, pfedevsim vysledky s jinymi neZ mocnin-
nymi vahovymi funkcemi, zatim autorovi znadmy nejsou.

4.3 (k odst. 3.3). Zde doslo k nejbouflivéjiimu vyvoji a zvlasté kolem roku 1965 dosahla
cela fada autorii nezavisle na sob& podobnych vysledkid. Rysuji se zde tti riizné pfistupy
k nerovnosti (Hy).

(A) K dané vdhové funkci  se hledd (optimalni) vdhovd funkce ¢ (nebo naopak).
Zde dosli nezavisle na sob& v letech 1964 a 1965 k analogickym vysledktim V. R. Portnov
[18], F. A. Sysoeva [20], V. N. Sedov (publikovano aZ 1972 v [19]), autor (nepubliko-
véno, aplikovano 1969 v [7]) a snad i dal3i. V roce 1974 podali autor a H. Triebel novy
dikaz, ktery publikovali r. 1978 [11]. Zformulujeme-li nerovnost (H,) pro prostor
I*(a, b), pak tato nerovnost plati, je-li

(A1) u(@)=0 a
(4.1) o() = v*=7(i) [‘Ewl-v'(s) ds]—p, p=—P .

nebo

(A-2) u(d)=0 a
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(42) o) =0 | v a]”.

Tim je vyjadfena funkce @ pomoci funkce ¥ a je téZ vidét, jaké podminky musi spliiovat
funkce y: ' ~?" musi patfit do L'(a, £), resp. do L'(t, b) pro kazdé t e (a, b). Naopak je

(43) W) = (p — 1 0'2() [ j o(s) d]

kde integrujeme od t do b v pfipad€ (A-1), od a do t v pfipad¥ (A-2).
Tento vysledek v sob& obsahuje jak klasickou Hardyho nerovnost (H,), tak i ne-
rovnost (H;).

(B) Hledajt se nutné a postacujici podminky pro dvojici ¢, Y, za nichZ plati (H,).
Zékladni vysledek zni pro interval (0, o) takto: Nerovnost (H,) plati tehdy a jen tehdy,
je-li pro u(0) = 0 koneéné &islo

s s-g[[Jooe] [ [vros]

t 0
je-li u(o0) = 0, pideme J‘ mistoj a naopak.
0 '
Navic Ize pomoci &isla B odhadnout nejlepsi moZznou konstantu v (H,): Oznadime-li
ji C, plati

B < C s Bp'rptl?

tvrzeni pfitom platii pro p = 1a p = w0 a je pak B = C.

Tyto vysledky odvodil z&sti jiZ v roce 1969 G. Tomaselli [21], ktery vedle &isla B
z(4.4) udal i jin4 Cisla, pomoci nichZ Ize odhadnout nejlepsi konstantu C (vie pro u(0) =
= 0). Jinym zpGisobem odvodil tyto vysledky v roce 1972 B. Muckenhoupt [15]; ten navic -
roz§ifil nerovnost (H,) i na pfipad, kdy v integralech v (H,) vystupuji misto ¢(f)dt
a Y(t) dt obecné Borelovy miry du a dv.

Porovnéme-li integraly v (4.4) s integraly v (4.1) a (4.3), je zfejmé, 7e mezi pfistupy
(A) a (B) je zna¢na p¥ibuznost. Zcela rozdilny je piistup tfeti.

(C) Funkce ¢ a y jsou koeficienty jisté diferencidlni rovnice. Tento pfistup je histo-
ricky nejstarsi: v roce 1961 jej zvefejnil P. R. Beesack [1] (ktery uvazoval vedle hodnot
p > lihodnoty p < 0ahodnoty 0 < p < 1; vtomto poslednim pfipad€ je oviem tfeba
obratit v (H, ) znaménko nerovnosti). Jeho myslenky rozvinul a zjednodusil G. Tomaselli
[21] v roce 1969 (oviem pouze pro p > 1). Pfi tomto pfistupu se vySetfuje na intervalu
(a, b) obyejna (pro p 5 2 nelinedrni) diferencialni rovnice

(45) SO0y 0) + 26() () =0
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a plati toto tvrzeni: Ma-li diferenciélni rovnice (4.5) s A > OfeSeni y, které je na intervalu
(a, b) nezdporné a ma tam nezdpornou derivaci, pak plati nerovnost (H,) [v I*(a, b)]
pro kaZdou funkci u takovou, Ze u(a) = 0, a s konstantou C = 1/A.

Znéame-li tedy pfislusné feSeni y diferenciélni rovnice (4.5), miZzeme k dané vahové
funkci Y vypocitat odpovidajici vahovou funkci ¢:

o)) = — =< (i) yr (@)1 (0) 5

AP dt
a téZ naopak. VétSinou budou potiZe s nalezenim onéch FeSeni y, a proto se ndm zdaji
pfistupy (A) a (B) pro potieby aplikaci vhodn&jsi.
Jak poznamenal B. Opic [16], je existence nezdporného FeSeni y diferencialni rovnice

(4.5) (s nezapornou derivaci y') nejen postadujici, nybrZ i nutnou podminkou platnosti
nerovnosti (H,); doplnime-li navic rovnici (4.5) okrajovymi podminkami typu

y(a) =0, lim y@) y* (v =0,

dostaneme feSeni y, pro n& v (H;) nastavéa rovnost.

4.4 (k odst. 3.5). Zde jsou znamy vysledky z posledni doby. V roce 1979 publikovali
nezévisle na sobé V. G. Maz’ja [14] a V. M. Kokiladvili [5] (ten bez diikazu) nutnou
a postadujici podminku, jeZ je analogii podminky z pfistupu (B) v odst. 4.3: Nerovnost
(H,) plati tehdy a jen tehdy, je-li pro u(0) = 0 konecné &islo

(4.6) B = ffﬁ,’[ ft‘” o(5) ds:lllq [ J;W_p, (s)ds]l“"

(srovnejte s &islem B ze vzorce (4.4)); pfitom se pfedpoklada, Ze je ¢ = p, a pro nejlepsi
konstantu C v (H;) plati odhad

B < C < Bp'/apt/r’,

Pfipad u(o0) = 0 se vySetfuje analogicky jako v odst. 4.3 (B). V. G. Maz’ja pfitom
vySetfuje i pfipad ¢ < p (pro I?(0, b) a pro specialni vahu y(t) = 1), V. M. Kokiladvili
pfipousti i miry du a dv misto ¢(r) dt a y(¢) dt.

Podobné Ize ,,imitovat* i pfistupy (A) a (C) z odst. 4.3: P. Gurka dok4zal v roce 1982
ve své diplomové praci [2], Ze nerovnost (H;) plati pro ¢ > p s konstantou 1/, mé-li
diferencialni rovnice

(@) S0y (0) + () Y77 () = 0

kladné feSeni y s kladnou derivaci y’ (analogie pfistupu (C)), a Ze funkce ¢ a ¥ v (H;)
jsou spolu (pro u(0) = 0) vazany vztahy

—-a/p'-1

(439) m0=w“%0[ﬂwhwom] "

37



W) = (5‘%)’ [ [0 d]/

(analogie se vzorci (4.1) a (4.3) v pfistupu (A)). Opét je zde vidét podobnost integralt
ve vzorcich (4.8) a (4.6).

Pro zajimavost uvedme, jak vypada analogie nerovnosti (H) pro g > p: Volime-li
Y(1) = 1%, bude ¢(t) = const t" s n = —q[p’ — | + eq/p, takZe plati

© 1/4 @ 1/p
(J‘ |u(t)|or—a/p =t +ealr dt) < const (f |u'()|Pe* dt) ;
0 0

konstanta opét zavisi na p, q a ¢ a je nekoneéna proe = p — 1.

4.5 (k odst. 3.6). V kniZce [8] je pojednano o nerovnostech typu (H,), jsou-li vahové
funkce g,(x) tvaru d°(x) nebo ¢(d(x)), kde & je realné &islo, d(x) vzdalenost bodu x od
jisté Casti hranice 99 oblasti Q a ¢ = ¢(t) kladna funkce jedné promé&nné; je tam napt.
ukazano, Ze pro jisté hodnoty ¢ lze volit o,(x) = ... = oy(x) = d*(x) a Ze pak je 6o(x) =
= d°~?(x), resp. Ze Ize volit 6,(x) = ... = op(x) = Y(d(x)) a Ze pak je oo(x) = @(d(x)),
kde ¢, ¥ jsou funkce z odst. 4.3; také je tam pojednano o vlivu ,,geometrie* hranice
oblasti Q na tvar pfisluSnych vahovych funkci. VSechny tyto tvahy v3ak podstatné
vyuzivaji ,,jednodimenzionalni* Hardyho nerovnost (H;) a jeji zobecnéni (H,), a to
prostfednictvim lokalnich soufadnych systémt, v nichZ je popsana hranice 6Q oblasti Q.

O jisty globdin{ pfistup se pokousi R. Lewis [12], ktery dokazal, Ze pro funkce
u € C3(Q) plati nerovnost

f [u(x)[? |Ag(x)| dx < 4 J' [VuC)l IIVAg—((X))‘Ii

to je odhad typu (H,) pro p = 2 s vahovymi funkcemi ao(x) = |Ag(x)], o4(x) = ...
= ox(x) = |Vg(x)|?/|Ag(x)|, pti¢emZ g je jista dana dostateiné hladk4 funkce.

vvvvv

Jesté obecn&jsi piistup lze najit u autora a B. Opice: V &lanku [10] je uvedeno toto

tvrzeni:
Nechtjsouo;,i = 1, ..., N, funkce z C‘(Q), kladné skoro v§ude v Q. Necht je funkce v
takova, Ze je v(x) = 0 a dv[ox(x) 2 0v Q (i = 1, ..., N); necht je

ov [ \P!
a,-(—/v) eC'(®, i=1,..,N,
0x

i

a necht je funkce

(49) )= = 5, 2 (e[ 2] ) fre

kladna skoro viude v Q. Pak nerovnost (H,) plati pro viechny funkce u € C'(Q) takové,
Ze je
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p—1
(4.10) |u|? Y ( /) ov;=0 na 0Q;
i=1 x

zde je v = (vy, ..., vy) vektor vn&jsi normaly k 0Q.
Formule (4.9) tedy udava vztah mezi vahovymi funkcemi oy, ..., oy a vahovou funkcf
00, a to pomoci jisté ,,pomocné* funkce v. P¥epiSeme-li vztah (4.9) do tvaru

@.11) y 2 (()( )p_l(x))+ao(x)u"‘l(x)=0 na Q

1=1 6
a vztah (4.10) do tvaru

ox

vyjadfuji ob& posledni formule jistou okrajovou ulohu (ktera je pro p # 2 nelinedrni,
a to i v okrajové podmince). Miizeme tedy ¥ici, Ze nerovnost (H,) bude platit, bude-li
existovat feSeni v parcialni diferenciélni rovnice (4.11), spliiujici okrajovou podminku
(4.12), a to FeSeni nezdporné s nezapornymi derivacemi prvniho fadu.

Poznamenejme Ze vzhledem k (4.10) je okrajovd podminka aktudlni pouze na té
¢asti I' hranice 0, na niZ je funkce u nenulova. Zajima-li nas tedy napf. platnost ne-
rovnosti (H,) pro funkce u & Co(2), nemusime brat podminku (4.12) vibec v ivahu

a ,,stati‘ nam hledat feeni parcialni diferencialni rovnice (4.11).

N o\t
(4.12) Z( > ov;=0 na I coQ,

5. YV odst. 2jsme fekli, Ze zajem o Hardyho nerovnost byl vyvolan pfedevsim potfebami
teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic. Po fadg tivah jsme zde op&t dospéli k jisté
okrajové uloze, a lze tedy Fici, Ze jsme po jistém kruhu, ktery se nyni uzaviel, dospéli
opét k vychozimu motivujicimu problému.

Na zavér oviem budiZ poznamenéano, Ze vybér skutetnosti i (v &lanku naznadenych)
otevienych problémi je subjektivni a €lanek si rozhodné neklade Zadné naroky na
uplnost.
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Euler je nejv&tSi matematik vSech dob; byl viak
jen matematik, tedy Zadny kouzelnik, Zadny
prorok, Z4dny ranhoji¢. Matematiku péstoval
s presvéddenim, Ze tento svét lze ovladat podle
nejlepSich moZnych prirodnich zakonu, VEril,
Ze Clov€ku prislusi zvlastni uloha, aby poro-
zuménim témto zdkonim objevoval a rozvijel
principialng dostupné mozZnosti k zlepSeni lid-
stva. Velka kniha prirody leZi pfed nami otevie-
na, je viak psina fedi, kterou se musime naudit
Cist vlastni pili, laskou a utrpenim. Touto fedi je
matematika. Prvnim krokem toho, kdo se udi
redi, je Cteni, teprve hlubSim studiem se nauci
plynn& mluvit a odpovidat na otazky. Teprve pak
nasleduje obtiZzn&j3i &ast v&dy, feSit matematicky
formulované ulohy. Pfi objasiiovani a zodpovi-
dani téchto otazek usiluje Elov&k konec koncu
o nejlepSi moZnosti, které mohou vyplynout
z pevného své&tového radu.

C. A. Truesdell

Eulertv Zivot zahrnul Sedesat let tvurdi Einnosti,
ktera byla spojena s podivuhodnou plodnosti:
napsal asi 760 asopiseckych stati, vydal 40 knih
a obeslal svymi pojednanimi 15 uloh vypsanych
akademiemi, popsal &etné poznamkové sefity
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a rozeslal n&kolik tisic dopisi do celé Evropy.
Jeho vykonnost b&€hem jeho Zivota neustale rost-
la. V prvnich &trnacti letech své v&decké aktivity
uvetfejnil Euler kolem 80 praci v rozsahu asi
4000 tiskovych stran; naproti tomu, prestoZe byl
v poslednich Ctrnacti letech svého Zivota slepy,
vytvoril 350 praci v rozsahu 8000 stran tisku.
V leningradském archivu jsou je§t€ tisice folii
Eulerovych neuvefejnénych rukopisu. Statisticky
vzato musel Euler udé€lat kaZdy tyden jeden
objev.

Duchovni klima rodného domu velice priznivé
ovlivnilo duSevni vyvoj mladého Leonharda
Eulera. Matka pochazela ze vzd&€lané basilejské
rodiny, otec byl matematicky nadany a poslou-
chal pfednaSky u Jacoba Bernoulliho a r. 1688
u n&j podal disertaci vénovanou pomérum a pro-
porcim. Prvni vyuku poskytl Leonardu Eulerovi
jeho otec. Jeho prvni matematickou ucebnici
byla algebra napsana Christofem Rudolffem ze
Slezského Javora, pro chlapce Leonhardova
v€ku neobyfejné obtizna kniha. Ve své kratké
autobiografii Euler r. 1767 vzpomina na to,
Ze knihu prostudoval piln€ a uapln& Kolem r.
1713 byl poslan do latinské §koly v Basileji, kde
viak byla matematika na Zadost mé&Stanu Skrt-
nuta z vyuky.
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