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Atomy ve svazu uniformit

Jan Reiterman, Vojtéch Rodl,
katedra matematiky FJFI CVUT

Teorie uniformnich prostort je jednou zdileZitych ¢asti obecné topologie. Jeji motivaci
je formalizace pojmu stejnomérné spojitosti. Zatimco teorie topologickych prostori,
formalizujici pojem spojitosti, byla jiZ rozvinuta do zna¢né $ifky i hloubky, teorie uni-
formit pravdépodobné teprve ¢eka na svij ,,zlaty vék*, i kdyz jiZ bylo dosaZeno fady
hlubokych vysledkl a aplikaci v jinych oborech. Proto je Zddouci vyjasnit v§echny za-
kladni otazky tykajici se struktury uniformnich prostoril. Prispévkem k této snaze je
vySetfovani svazu uniformit, jehoZ cilem je hloubé&ji proniknout do otazky vzajemného
vztahu uniformit na dané mnoZiné. Odpovidajici problematika v p¥ipadé topologickych
prostoril byla jiZ podrobné zkoumana; upozortiujeme na velmi pékny pfehledny ¢lanek
[5], shrnujici poznatky o svazu topologii. Také se objevilo n&kolik praci tykajicich se
svazl jinych topologickych struktur (svaz konvergenénich struktur [1], svaz proximit
[10]).

V tomto ¢lanku se pokusime podat piehled o dosavadnich vysledcich o svazu unifor-
mit na dané mnoZing. ProtoZe pro pochopeni struktury svazu je uZite¢né védét co nejvice
o jeho atomech, zaméfime se na tuto otazku. Pro pohodli étenafe nejdiive shrneme za-
kladni definice tykajici se uniformit (§ 1) a svazu uniformit (§ 2).

§ 1. Zakladni pojmy a znadeni

a) Je-li X libovolnd mnoZina, pak pokrytim mnoZiny X rozumime libovolny soubor
? = {P;; i eI} jejich podmnoZin takovy, Ze U{P;; iel} = X.

b) Je-li # = {P;iel} pokryti mnoZiny X, pak soubor {V,;xeX}, kde V, =
=U{Psiel,x ePi} pro kaZzdé x € X, je opét pokrytim mnoZiny X. Toto pokryti
nazyvame hvézdou pokryti 2 a znalime 2*.

¢)Jsou-li # = {P;;iel} a 2 ={Q;;je J} dvé pokryti mnoZiny X, pak fikdme, Ze
P je jemnéjsi nez 2, a piSeme 2 < 2, jestliZe pro kazdé i el existuje je J tak, Ze
P;c Q.

d)Jsouli # = {P;;iel} a 2= {Qj;jeJ} dv& pokryti mnoZiny X, pak soubor
{P,N Q;; (i,j)eI x J} je opét pokryti mnoziny X; toto pokryti se nazyvd priisek
pokryti Z a- 2 a znaci se Z A 2.

e) Uniformita na mnoZin& X je takovy soubor % pokryti mnoZiny X, Ze plati:

)JeliPeUaP < 2, pak 2€.
ii)Je-liPeUa e, pak ? N 2eX.

ii1) Ke kazdému 2 e % existuje 2 € % tak, 7e 2* < 2.
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f) Soubor # pokryti mnoZiny X je bdzi uniformity %, jestlize pro kazdé pokryti 2
mnoziny X plati 2 € %, pravé kdyz existuje 2 € & tak, ze 2 < 2.

g) Zakladnim p¥ikladem uniformity je uniformita vytvofend metrikou: je-li ¢ metrika
na X, pak odpovidajici uniformita ma za bazi soubor viech pokryti tvaru {K,(x, €);
x € X}, kde K(x, €) je oteviena koule o stfedu x a poloméru &, tj. K(x,¢) = {y € X;
o(x, y) < e} .

h) Kazd4 uniformita % na X indukuje na X topologii. Bazi okoli libovoiného bodu
x € X v této topologii tvofi mnoZiny tvaru U{P; x € P € 2}, kde Z € %.

§ 2. Svaz uniformit

Ozna¢me Uni(X) mnoZinu viech uniformit na mnoZiné X. Budeme fikat, Ze uniformita
% € Uni(X) je jemnéj$i nez uniformita ¥~ € Uni(X), jestlize # o ¥". Relace ,,byt jemnéjsi

nex* je Castetné uspofadani na Uni(X). V dalsim budeme chapat Uni(X) jako &astecnd
uspofiadanou mnoZinu vzhledem k tomuto uspofddani. Pfitom plati:

2.1. Tvrzeni. a) Uni(X) md nejmensi prvek, tj. na X existuje nejjemnéji uniformita;
je to uniformita tvofend vSemi pokrytimi mnoZiny X, tato uniformita se nazyvd
uniformné diskrétni; budeme ji znacit 9. Poznamenejme, fe 9 je jedind uniformita
na X, kterd obsahuje pokryti 2, = {{x}; x e X}.

b) Uni(X) md nejvétsi prvek, totiZ uniformitu s bdzi sestdvajici z jediného pokryti
{x}.

¢) Uni(X) je éplny svaz.

Tvrzeni a), b) jsou zfejma; dikaz tvrzeni c), i kdyZ neni komplikovany, vynechime.
V dalsim vSak budeme potfebovat explicitni popis infima dvou prvki v Uni(X): Jsou-li
U, U, uniformity na X, pak jejich infimum #; A %, v Uni(X) je uniformita, jejiz bazi
je mnoZina vSech pokryti tvaru #;, A Z,,kde P, € U, a P, € U,.

2.2. Jako v kazdém svazu, i ve svazu Uni(X) miZeme mluvit o atomech. Pfipomefime,
Ze ve svazu S s nejmenSim prvkem O se prvek x € S nazyva atomem, jestlize mezi nim
a prvkem 0 neni jiZ Zadny dal3i prvek. Specidlng atom ve svazu Uni(X) je takova uni-
formita &, Ze jedinou ostfe jemn&jii (tj. jemn&jsi a riznou od &) uniformitou je 2.

Tvrzeni. Pro kazdé % € Uni(X), % + 9, existuje atom & v Uni(X) tak, Ze o je
jemnéjsi nez %.

Dukaz tvrzeni je prosty. Snadno zjistime, Ze mnoZina {7 € Uni(X); 2 + ¥ a ¥ je
jemn&j3i nez %} spliiuje pfedpoklady Zornova lemmatu, a proto v ni existuji minimalni
prvky.

2.3. Ukazuje se, Ze pravdépodobné neexistuje Zddna jednoducha charakterizace atomi
v Uni(X) v pfipadg, Ze X je nekonetna mnoZina. Pfipad, Ze mnoZina X je konednd, je
trividlni a nebudeme jej proto vibec uvaZovat. Pro srovnani a také proto, abychom
naznacili, co mame na mysli, mluvime-li o jednoduché charakterizaci, uvedeme nejdfive
popis atomi ve svazu topologii na libovolné mnoZziné X.
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Pfipomefime, Ze filtr na mnoZiné X je takovy neprazdny systém & jejich podmnoZin,
Ze plati:
i)0¢ #, ii)A,Be F = A\ Be F,
iii)Aeg‘_, Ac B=Be%.
Filtr & na mnoZin€ X se nazyva ultrafiltr, jestliZe

iv) neexistuje filtr #' na X tak, Ze & ¢ F', F + F'.
Poznamenejme, Ze podminka iv) je ekvivalentni podmince

iv') jestlize A = X, pak bud A€ # nebo X — A e Z.

Bud X mnoZina a bud z € X. Bud & ultrafiltr na X — {z}. Oznaime 7, & topologii
na X definovanou takto: mnoZina G = X je oteviend, pravé kdyZ G = X — {z} nebo
zeGaG — {z}e #.

Tvrzeni. Atomy ve svazu topologii na mnoZiné X jsou prdvé topologie tvaru 7 , 5.
Navic kaZdd topologie I na X je suprémem néjaké mnoZiny atomii (napfiklad mnoZiny
vSech atomii, které jsou jemnéjsi ne ).

2.4. Pfedchozi tvrzeni tedy dava v jistém smyslu efektivni popis atomu ve svazu topo-
logii. Co se tyce svazu uniformit, popis tohoto typu je zndm pouze pro jistou tfidu
atomd, totiZ tfidu proximaln& nediskrétnich atomu (t&m budeme v&novat § 4). Pro ostat-
ni atomy, tedy pro atomy proximalné diskrétni, takovy popis pravdépodobné neexistu-
je, viz § 5.

§ 3. Proximalné nediskrétni atomy

Pfipomernime, Ze uniformita % na mnoZiné X se nazyva proximalné diskrétni, jestliZe
indukuje proximalné diskrétni proximitu. Pro ¢tenafe, ktery neni obeznidmen s proxi-
mitami, uvedeme ekvivalentni definici: % je proximalné diskrétni, jestlize pro kazdou
mnoZinu A = X pokryti {4, X — A} leZi v %.

Proximalné nediskrétni atomy mizZeme rozdélit do dvou tfid: na atomy topologicky
diskrétni (tj. ty, které indukuji diskrétni topologii) a topologicky nediskrétni.

3.1. Topologicky nediskrétni atomy predstavuji jediné trivialni ptiklady atomu. Budte
x, y € X dva rizné body a bud £ pokryti sestavajici ze vSech jednoprvkovych mnoZin
{z},kdez € X — {x, y} azmnoZiny {x, y}. Potom vSechna pokryti 2 mnoZiny X takova,
Ze # < 2, tvofi uniformitu, kterou ozna&ime &/ ,,. Tato uniformita je atomem v Uni(X).

Topologie indukovana atomem 7, zfejmé neni topologicky diskrétni; dokonce ne-
spliiuje oddglovaci axiém T,. Naopak plati: Kazdy atom v Uni(X) s vyjimkou atomit
tvaru «/,, je topologicky diskrétni. To je disledek Poznamky v nasledujicim odstavci
a toho, Ze proximalné diskrétni atomy jsou automaticky topologicky diskrétni.

3.2. Topologicky diskrétni atomy. Prvni takovy proximalné nediskrétni atom byl popsan
P. SitMONEM. Bud & libovolny ultrafiltr na mnozZiné X. Pro kazdé F € & oznaCme Z;
pokryti mnoZiny X x {0, 1} tvofené viemi dvouprvkovymi mnoZinami {(x, 0), (x, 1)},
kde x € F, a viemi jednoprvkovymi mnoZinami {(x, i)}, kde xe X — F, ie {0, 1}.
Bud &5 uniformita na X x {0, 1}, jejiZz bazi je soubor viech pokryti 2, kde F e #.
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Poznamka. Je-li & trividlni ultrafiltr (tj. takovy, Ze # = {F < X; z € F} pro né&jaké
zeX),pak L5 = A, kde x = (z,0), y = (z, 1), Je-li F netrividlni, pak &4 je zfejmé
topologicky diskrétni.

Tvrzeni [9]. ¥ je atom v Uni(X x {0, 1}).

(Poznamenejme, 7e pro kaZdou nekone¢nou mnoZinu X je X ekvivalentnis X x {0, 1};
tedy atomy v Uni(X x {0, 1}) se bijekci daji pfevést na atomy v Uni(X).)

Dikaz piedchoziho tvrzeni je jednoduchy; proto jej zde uvedeme. Pfedpokladejme,
Ze existuje uniformita ¥~ + 9, kterd je jemnéjs§i nez & 5. Pak tedy existuje pokryti
PeV tak, 76 P¢ S 5. Bud 2 = {P;;iel} a bud G = {x e X; existuje i eI tak, Ze.
{(x,0), (x, 1)} = P;}. Kdyby bylo G € #, pak by platilo Z; < 2, tedy # € ¥ 5 — spor
Jetedy X — G e &# (viz vlastnost iv’ z definice ultrafiltru). Snadno nahlédneme, Ze potom
pokryti 2 A Pyx_. sestava z nejvyse jednoprvkovych mnoZin. Avsak jedina uniformita,
ktera takové poryti obsahuje, je 9. Protoze € ¥ a Px_ce€¥ ,je i P N Px_ge Y,
takze ¥~ = 2 — spor. )

Véta [9]. Pro kazdy atom & v Uni(X), ktery neni proximalng diskrétni, existuje ultra-
filtr # tak, Ze & a & 4 jsou izomorfni.

§ 4. Proximalné diskrétni atomy

4.1. V souvislosti s atomy ve svazu topologii byla uvaZzovana tato uniformita &/ 5 na X,
kde & je opét ultrafiltr na X: &/ sestava z téch pokryti 2 = {P;; i eI} mnoZiny X,
pro kterd existuje i € I tak, Ze P; € &. Jinymi slovy, pokryti 2 patfi do &/ 5 tehdy a jen
tehdy, kdyzZ existuje F € & tak, Ze 2p < 2, kde 2 je pokryti sestdvajici z mnoZiny F
a ze v8ech jednoprvkovych mnoZin {x}, kde xe X — F.

Ukazalo se, Ze sama uniformita &/ 4 je zfidkakdy atomem:

4.2. Véta[9]. Je-li o 5 atom v Uni(X), pak ultrafiltr F je selektivni. Opaénd implikace
plati, je-li mnoZina X spocetnd (obecnéji, md-li X neméFitelnou mohutnost).

Pritom selektivita ultrafiltru je velmi silna vlastnost. Existence selektivnich ultra-
filtrd plyne z hypotézy kontinua (obecnéji z Martinova axiomu), existuji v§ak modely
teorie mnoZin s axiomem vybé&ru, v nichZ selektivni ultrafiltry neexistuji [4]. Definice
zni takto: ultrafiltr & na X je selektivni, jestlize pro kazdy rozklad # = {R;; iel} mno-
Ziny X existuje F € & tak, Ze bud F < R, pro né&jaké i € I, nebo naopak F protina kaz-
dou mnozZinu R; nejvySe v jednom bodg&. Jinymi slovy: bud £ € &/ 5, nebo Z A 2r < 2,
(kde 2, = {{x}; x e X}).

Jedna z implikaci v pfedchozi vét€ plyne snadno z definice selektivniho ultrafiltru:
neni-li & selektivni, pak &4 nemiZe byt atomem; skute¢né, existuje rozklad £, pro
ktery neplati pfislu§nd podminka; pak pokryti tvaru Z A 2y (F € &) tvofi bazi uni-
formity, ktera je ostfe jemné&jSi neZ o/ 4 a pfitom neni uniformné diskrétni.

4.3. Ostatni proximalné diskréini atomy maji uzky vztah k uniformitam tvaru <.
Plati totiz tato véta:

Véta [9]. Je-li o proximdlné diskrétni atom v Uni(X), pak existuje ultrafiltr &
na X tak, e of < A 4.
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4.4. Jak jsme jiZz poznamenali v 3.1., kazdy atom indukuje topologii, ktera je bud diskrét-
ni, nebo nespliiuje oddélovaci axiom T,. TotéZ pak plati pro kazdou uniformitu, ktera
je suprémem atomi v Uni(X). Ne kazdd uniformita je tedy suprémem atomi neboli
plati tento disledek:

Diasledek. Svaz Uni(X) neni atomdrni.
To ostfe kontrastuje se situaci ve svazu topologii a ve svazu proximit, které atomarni
jsou, viz [10].
4.5. Dalsi konstrukce proximalng diskrétnich atomt byly provedeny P. SIMONEM [13],
[14], ktery si polozil otazku: Je-li dan ultrafiltr # na X, kolik je takovych atomf <,
Ze o/ je jemnéjsi nez o/ z? Uzitim komplikované techniky kromé dalSich péknych vy-
sledkti dokazal tuto vétu:

Véta [13]. V teorii mnoZin s hypotézou kontinua plati: pro kazdé pfirozené ¢islo n
a ddle pro n = exp exp », existuje ultrafiltr F na spocetné mno%iné X tak, e mnoZina
vSech atomit & jemnéjSich neZ o/ 5 md mohutnost prdvé n.

4.6. Ultrasuma atomi. PopiSeme nyni zpisob (uvedeny v [9]), pomoci kterého lze
z danych atom sestrojit dalsi atomy. Pfedpoklddejme, Ze & je ultrafiltr na mnoZiné Y.
Pro kazdé y € Y bud dana mnoZina X, a atom &/, v Uni(X,). Pfedpokladejme, Ze mnoZi-
ny X, jsou po dvou disjunktni. Oznaéme X = U{X,; y € Y}. Zvolme mnoZinu F € #
a pro kazdé y € F zvolme pokryti 2, € o/,. Potom systém

U{Z,:,yeY}U{{x};xeX,;yeY ~ F}

je pokrytim mnoZiny X. VSechna pokryti uvedeného tvaru tvofi bazi uniformity, kterou
oznacime .

Tvrzeni [9]. & je atom v Uni(X).

Pro zajimavost uvedeme ditkaz, ktery je snadny. Bud # jemnéjsi neZ &/. Oznaéme
A, uniformitu na X, indukovanou uniformitou % (tj. uniformitu sestavajici ze viech
pokryti tvaru {P, " X,; i eI}, kde {P;; i eI} € %. Polozme F, = {y € Y; &, je jemn&jsi
nez %}, F, = {yeY, o, A%, = 2}. Z definice atomu plyne ihned, Ze F; U F, = Y.
Jedna z mnoZin F,, F, tedy musi leZet v ultrafiltru &#. Snadno se odvodi, 7¢ F, € #
implikuje &f = % a F, € & implikuje & = 9.

§ 5. Nenuldimenzionalni atomy

Atomy, které byly sestrojeny vyse uvedenymi konstrukcemi, mély spoleénou vlastnost:
kaZdy z nich mél bazi tvofenou rozklady. Uniformity s touto vlastnosti se nazyvaji
nuldimenziondlni. Proto vznikl problém (formulovany v [9] a [13]), zda viibec existuje
atom, ktery nuldimenzionalni neni.

5.1. Prvnim vysledkem o nenuldimenzionalnich atomech je nasledujici tvrzeni, které
bylo dokazano J. PELANTEM dfive, neZ se véd€lo, zda takové atomy existuji: dikaz je
uveden v [13].
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Tvrzeni. Bud X spocetnd mnoZina. JestliZe atom o/ v Uni(X) neni nuldimenziondlni,
pak existuje rozklad # € o, P = {A;; i eI} takovy, %e vSechny mnoZiny A(i€l) jsou
konecné.

Toto tvrzeni ukazalo, v jakém tvaru se nenuldimenzionalni atomy maji hledat. Zaro-

veli naznacilo, Ze problém existence nenuldimenzionalniho atomu se bude tykat pokryti
koneénych mnoZin a povede tak k pouZiti metod kone¢né kombinatoriky, tedy metod,
které nebyly v teorii uniformnich prostorti obvyklé.
5.2. Abychom naznadili, v ¢em spodiva obtiZnost konstrukce nenuldimenzionalniho
atomu, upozornime na nasledujici fakt, ktery téméf bezprostfedné vyplyva z definice
atomu a z definice nuldimenziondlni uniformity. Je-li & nenuldimenziondlni atom, pak
existuje pokryti 2 e &, které ma tuto vlastnost: pro kazdy rozklad £ < £ existuje
¥V esl tak, 26 ¥V N R < P, (kde 2, je pokryti mnoZiny X jednoprvkovymi mnoZi-
nami); na druhé stran& ¥~ A 2 neni jemn&jsi nez 2, nebof ¥" A P € A.

5.3. Prvni konstrukce nenuldimenzionalniho atomu byla uvedena v [11]. Zakladem
konstrukce bylo niZe uvedené tvrzeni z koneéné kombinatoriky. Krychli dimenze n
budeme rozumét konenou mnoZinu K, < R", jejiZz prvky jsou pravé ty body (ay, ...,
a,)eR", ze a;e{1,...,n} pro viechna i = 1, ..., n. Je-li n < N, pak K, lze vnofit do
Ky nékolika pfirozenymi zpusoby: zvolime pevné (sl, vouSy) €Ky, ki kg, Ky,
I, 1y, .., I,e{1,2,...,N}, kde ki, k,,..., k, jsou po dvou riiznd a I, I,,..., I, jsou po
dvou riiznd, a definujeme ¢ : K, - K, pfedpisem

(p(al,...,a")= (bl""’ bN),
kde
b,=1, pro i=1,2,...,n,

b =s; pro je{l,2,...,N} — {ky,...,k,}.

J

Zobrazeni ¢ : K, - Ky vySe uvedeného tvaru budeme nazyvat prirozend vnoreni.

MnozZinu K, miiZeme chapat jako koneény metricky prostor, kde vzdalenost dvou bo-
dt bude definovana jako pocet soufadnic, ve kterych se tyto dva body lisi. Potom kaz-
dé ptirozené vnofeni ¢ : K, - Ky je izometrické zobrazeni.

V&ta [11]. Pro kaZdé pFirozené ¢islo n existuje pFirozené ¢islo N > n tak, e plati:
je-li # libovolny rozklad krychle Ky, pak existuje pfirozené vnofeni ¢ : K, —» Ky
a rozklad {1,2,...,n} = A B tak, Ze body ¢(ay, ..., a,), ¢(ai, ..., a,) leZi ve stejné
tFidé rozkladu R, pravé kdy? a; = a} pro vSechna i€ A.

5.4. Nyni nastinime myslenku vlastni konstrukce nenuldimenzionalniho atomu v Uni(X),
kde X je spofetnd mnoZina. Neni obtiZné pak tento atom ,,rozsifit* na nenuldimenzio-
nélni atom v Uni(Y), kde Y je libovoln4 nespogetna mnoZina obsahujici X. Budeme pra-
covat v teorii mnoZin s hypotézou kontinua. Sestrojime uniformitu 4 na spoletné
mnozin€ X, vytvofenou metrikou ¢ nabyvajici hodnot v {0, + 00} a ultrafiltr & na X
tak, ze

a) pro kazdy rozklad £, ktery je jemné&j§i neZ pokryti otevienymi jednotkovymi
koulemi (vzhledem k metrice @) existuje F € & tak, Ze kaZdé dva riizné body z F lezi
v riiznych tfidach rozkladu £.
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b) pro kazdé pfirozené &islo n a pro kaZdé F € & existuji dva rizné body a, b € F tak,
ze o(a, b) < 1/n.

Potom podminka b) zarudi, Ze # A &z neni nuldimenzionalni (viz 5.2, kde za 2
volime pokryti otevienymi jednotkovymi koulemi vzhledem k o, a za ¥ volime 2 A
A 2, viz 4.1).

5.5. Konstrukce 1 [11]. Polozme Y = U{K,; n = 1,2, ...}. MnoZinu Y budeme chépat
jako metricky prostor: vzdalenost dvou bodu lezicich v riiznych krychlich definujeme
jako +oco. Pomoci pfedchozi véty lze pro kazdy rozklad # = {R;; i €I} mnoZiny Y
sestrojit zobrazeni @4 : Y — Y, zobrazujici kazdé K, izometricky (jako pfirozené vnofeni)
do néjakého Ky, pfiCemz je bud

i) p4(K,) = R;, pro n&jaké i,el, n =1,2,...
nebo

ii) p4(K,) N R; ma nejvyse jeden prvek pro kazdé iel akazdén = 1,2, ...

Uzitim hypotézy kontinua a transfinitni indukce lze zajistit, aby vSechny podmnoZiny
mnoZiny Y, které obsahuji mnoZinu tvaru @4(Y), kde # probihd viechny rozklady
mnoziny Y, tvofily n&jaky ultrafiltr 4 na Y.

Kone¢ng definujeme metricky prostor (X, ¢), kde X = U{Y,; n=1,2,...}, kde Y, je
metricky prostor, ktery vznikne z Y tak, Ze jeho metriku zmen§ime n krat a vzdalenost
mezi kazdymi dvéma body a € Y,,, b € Y,, m * n, definujeme jako + c0. Na X definujeme
ultrafiltr & tak, Ze F € &#, pravé kdyz {n; FNY,e {9} € i, kde A je libovolny, ale
pevné zvoleny ultrafiltr na mnoZiné vSech pfirozenych &isel.

Chceme nyni dokézat, 7e metrika na X a ultrafiltr # maji vlastnosti a), b), uvedené
v 5.4. Bud tedy £ rozklad mnoZiny X, Z < 2, kde 2 je pokryti X otevienymi jednotko-
vymi koulemi. Pro kazdé n ozna¢me £, rozklad mnoziny Y,, ktery vznikl ,,ziZenim** 2
na Y,. Oznaéme 4 mnoZinu téch pfirozenych &isel k, Ze pro zobrazeni ¢g4,, které bylo
vySe sestrojeno pro rozklad %, nastane pfipad ii). Z toho, Ze # < 2 se snadno odvodi,
7e A € # (nebof 4 obsahuje vSechna pfirozena &isla az na kone&ng mnoho). Potom
mnoZina F = U{@4,(Yi); k € A} leZi v & a spliiuje podminku a) z 5.4. ProtoZe & zfejmé&
spliiuje i podminku b) z 5.4, jsme hotovi.

5.6. Jakmile byla dokdzdna existence nenuldimenziondlnich atomil, vznikla celd fada
dalSich otazek. Zékladni otazkou je:

1. Pro které ultrafiltry & na spocetné mnoZiné existuje nenuldimenziondlni atom &/
tak, e o je jemnéjsi neZ o 57 VSechny konstrukce z [13] vedou k ultrafiltrim &, pro
néZ takovy atom neexistuje. TotéZ plati pro kazdy selektivni ultrafiltr, jak plyne z toho,
7e sama (nuldimenzionélni) uniformita &/ 5 je atomem (viz 4.2).

Jako specialni pfipad otdzky 1. je moZné se zeptat:

2. Existuje p-bod &, pro ktery existuje nenuldimenziondlni atom & tak, Ze o je
jemnéjsi nez o z?

p-body jsou totiZ ultrafiltry v jistém smyslu velmi blizké selektivnim ultrafiltriim;
definici p-bodu obdrZzime, zaménime-li v definici selektivniho ultrafiltru vyrok ,,F protina
kazdou mnoZinu R; nejvySe v jednom bodé*“ vyrokem ,,vS§echny mnoZiny tvaru R; (| F
jsou kone¢né“. Vyse uvedena konstrukce na tuto otazku odpovéd nedava, naopak, je
principialn€ nemozné, aby ultrafiltr & ziskany v ni byl p-bod.
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Dalsi otazkou je:

3. Existuje ultrafiltr & tak, aby existovaly alespori dva riizné nenuldimenziondlni
atomy jemnéjsi nez o z?

Vratme se nyni k prvni otdzce; ta se zda velmi obtiZznd, a proto vyslovime jedno jeji
podstatné zjednoduseni. Bud &/ nenuldimenzionalni atom v Uni(X), kde X je spo&etna
mnoZina. Podle vy3e uvedené Pelantovy véty (viz 5.1) existuje rozklad # = {R;;iel} e
€ & takovy, Ze véechny mnoZiny R; jsou koneéné. OznaCme g : X — I kanonické zobra-
zeni (. g(x) = i, pravé kdyZ x € R; a polozme q(¥) = {q(F); F € #}; potom ¥ = q(&F)
je ultrafiltr na mnoZiné I. Otdzka nyni zni:

4. Které ultrafiltry 4 na spocetné mnoZiné vzniknou timto zpiisobem?

Reseni otazek 2., 3. a 4. bylo dano novou konstrukci, jejiz vysledky autofi oznamili
v [12].

5.7. Zakladem konstrukce je op&t kombinatorickd véta ramseyovského typu. Pfipo-
mefime, Ze k-graf (kde k je pfirozené &islo) je uspofddana dvojice (K, #), kde K je
kone¢nd mnoZina a J# je systém jejich podmnoZin mohutnosti k. Cyklem délky d
v (K, H) se rozumi takova posloupnost ki, ..., k, € K, Ze existuji H,, H,, ..., Hye #
tak, Ze ki, ke Hy, ..., ky_y, kye Hy_, ky, k, € H;, pfiCemZ alespofi dv€é z mnoZin
H,, ..., H; jsou navzajem rizné.

V&ta [7]. Jsou-li k, d pFirozend &isla, pak existuje k-graf (K, #), ktery neobsahuje
cykly délky menSi neZ d, pricemz pro kazdy rozklad & mnoZiny K existuje H € # tak,
Ze nastane jedna z ndsledujicich mozZnosti:

1. MnoZina H je obsaZena v jedné tfidé rozkladu .

2. Kazdy bod mnoZiny H je obsaZen v jiné tfidé rozkladu 2.

Tato véta byla dokazana v [7] pouZitim nekonstruktivni pravdépodobnostni metody
a je zobecnénim zndmé Erdosovy-Hajnalovy-Lovaszovy véty dokdzané v [3] a [6].

5.8. Konstrukce 2. Prvnim krokem vlastni konstrukce je opét sestrojeni vhodného me-
trického prostoru X tvaru X = U {K,.; n=1,2, }, kde K, jsou konecné metrické
prostory definované indukci: K, je libovolny koneény metricky prostor spliiujici pod-
minku

max {o(x, y); x, y € K;} = min {o(x, y); x, ye Ky, x £y} =1
(¢ znadi metriku). Pfedpokladejme, Ze byl sestrojen kone&ny metricky prostor K, tak, Ze

max {o(x, y); x, ye K,} =1, min{e(x, y);x,yeK,, x + y} =1/n.
Zvolime libovolny koneény metricky prostor K, obsahujici K, tak, aby

max {o(x, y); x, ye K;} =1, min{o(x, y);x, yeK,, x 7 y} =1/n + 1.
Bud k, pocet bodii K, a bud d, = 2n. Bud (K, 11, #a+1) k.-graf, bez cykli délky men3i
neZ d,, jehoZ existence je zarudena piedchozi vétou. Na K, ., zavedeme metriku takto:
kazdou mnoZinu H € 5, ztotoznime n&jakym libovolnym, ale pevnym zpisobem
s K, ; tim je metrika definoviana na kazdém H < K, ,,, H € 5, ;. Neexistence kratkych
cykla v (K41, #n+1) Pak zajidtuje, e se da definovat metrika na celém K, 4, kterd
je roziifenim jiZz definované metriky na jednotlivych mnoZinich H e #,,, pfi¢emz
K, ., splituje indukéni predpoklad o maximu a minimu metriky.
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Metriku na jednotlivych mnoZinich K, nyni rozSifime na metriku na mnoZiné X =
=U{K,;n=1,2,..} tak, Ze definujeme ¢(x,y) =1 pro xeK,, yeK,, m % n.
Tim je vychozi metricky prostor K sestrojen.

Dalsim krokem konstrukce je sestrojeni vhodného ultrafiltru & na X. Tento ultrafiltr
sestava z jistych mnoZin Fg a vSech jejich nadmnoZin, kde £ probiha vSechny rozklady
mnoZiny X. MnoZiny F4 jsou definovany transfinitni indukci, pfi€emZ se vyuZiva roz-
kladové vlastnosti k,-graflt (K, , #,+,) tak, aby ultrafilir # a metrika na X byly ve
vztahu uvedeném v 5.4. Tim se opét zarudi, Ze libovolny atom &7, jemné&j§i nez # A « z,
kde .# je uniformita indukovana metrikou na X, je nenuldimenzionalni.

Oznaéme q : X — I, kde I je mnoZina vSech pfirozenych &isel, zobrazeni definované
pfedpisem q(x) = n, pravé kdyZ x € K,. Pfi konstrukci & se da zarudit, aby ultrafiltr
{q(F); F e #} se rovnal libovolnému pfedem danému ultrafiltru ¥ nal. To fesi problém 4.

D4 se ukazat, Ze pro ¢ selektivni je & automaticky p-bod, coZ fesi problém 2.

Kone¢né se da dokazat, Ze pfi dostateCn€ velkych rozdilech mezi poctem bodi K,
a K, se da metrika na K, pozménit, aniZ by se tim pozménil ultrafiltr & a navic tak, aby
tyto rizné metriky vedly nutné k rtznym (nenuldimenzioné]nim) atomim jemnéjSim
nez &/ z. Tim je feSen problém 3.

§ 6. Zavér

Na zavér uvedeme nékolik problémi tykajicich se svazu uniformit a jeho atomu,
které zhstaly otevieny.

Prvni z nich je otdzka existence takového ultrafiltru & na spocetné mnoziné X, Ze
mnoZina viech atomd v Uni(X), které jsou jemn&jsi neZ &/ 5, ma pravé mohutnost n,
kde %y < n < exp exp %, (za hypotézy kontinua), viz véta 4.5.

Dal3i problém je spojen se skuteCnosti, Ze jak konstrukce z [13], tak konstrukce
nenuldimenziondlnich atomt uZivaji podstatnym zpisobem hypotézy kontinua. Da se
ukazat, Ze hypotézu kontinua lze nahradit slabs§im pfedpokladem, totiz Martinovym
axiomem. Neni v§ak zndmo, zda zminéné vysledky plati absolutné (tj. bez dodateénych
mnoZinovych axiémi). Zatim se tedy napfiklad neda vyloucit, Ze existuji modely teorie
mnoZin, v nichZ jsou viechny atomy v Uni(X) nuldimenzionélni.

Kone&n& uvazme jesté jednu otazku. Konstrukce z [13] a vySe uvedené konstrukce
nenuldimensionalnich atomu v Uni(X ) se tykaji spogetné mnoZiny X. Tyto konstrukce
je moZno nasledujicim zplsobem rozsifit na libovolnou nespocetnou mnoZinu Y.
Je-li o atom v Uni(X) a j : X — Y libovolné prosté zobrazeni, pak uniformita A nay,
sestdvajici ze vSech pokryti # = {P;; i eI} mnoZiny Y takovych, Ze {j '(P,);iel} e o
je opét atomem v Uni(Y); je-li &/ nenuldimensionalni, pak & také. Podobn& pro kon-
strukce z [13], viz véta 4.5. Dale plati, Ze nenuldimenzionalni atomy v Uni(Y) lze ziskat
z nenuldimenziondlnich atomt v Uni(X) pomoci ultrasumy- viz 4.6. Problémem nyni je:
existuji nenuldimenzionalni atomy v Uni(Y), resp. ultrafiltry na Y s vlastnostmi z véty
4.5, které jsou podstatné jiného typu? Tato otazka tizce souvisi s problémem, zda Pelan-
tova véta (viz 5.1) plati i pro nespodetné mnoZiny.

216



Literatura

[1] Boyp, C. A.: A note on complementation in lattices of convergence functions. Proc. Royal Irish
Acad. Sci A (1974), 2, 7—10.
[2] CkcH, E.: Topological spaces (revidovino M. KATETOVEM a Z. FrRoLikKEM). Academia Prague
1966.
[3] ErDOs, P., HAINAL, A.: On chromatic number of graphs and set systems. Acta Math. Acad. Sci.
Hung. 17 (1966) 1—2, 61—99.
[4] KUNEN, K.: Some points in f N. Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 80 (1976), 385—398.
[5] LArson, R. E., ANDIMA, S. J.: The lattice of topologies: a survey. Rocky Mountains J. Math. 5
(1975), 177—198.
[6] LovAsz, L.: On chromatic number of finite set systems. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 19 (1968),
1—2, 59—67.
[7] NEeSETRIL, J., RODL, V.: Selective graphs and hypergraphs. Annals of Discrete Math. 3 (1978),
181—189.
[8] PELANT, J., REITERMAN, J.: Atoms and proximal fineness. Seminar Uniform Spaces 1975—76,
Praha 1976, 37—41.
[9] PELANT, J., REITERMAN, J.: Aroms in uniformities. Seminar Uniform Spaces 1973—74, Praha
1975, 73—81.
[10] PeLANT, J., REITERMAN, J.: Atoms in uniformities and proximities. General Topology and its
Relations to Modern Analysis and Algebra IV, Part B, Praha 1977, 353—356.
[11] REITERMAN, J., RODL, V.: A non-zero dimensional atom. Seminar Uniform Spaces 1976—77,
Praha 1977, 65—73.
[12] REITERMAN, J., RODL, V.: On non-zero dimensional atoms. Seventh Winter School on Abstract
Analysis, MU CSAYV, Praha 1979, 67—68.
[13] SiMoN, P.: Uniform atoms on . Seminar Uniform Spaces 1975—76, Praha 1976, 7—35.
[14] SimoN, P.: Uniform atoms on w. Generzl Topology and its Relations to Modern Analysis and
Algebra IV, Part B, Praha 1977, 430—433.

Jednd se o moment pochopenia nového
pojmu. Pochopenie pojmu pozostava
z dvoch casti. Prva je vlastné pochopenie
pojmu, ktoré sa vac§inou udeje v kratkej
dobe, a druha, naroénejsia, aj ked sa na fiu
niekedy zabuda, je za¢lenenie nového poj-
mu do pojmovej zasoby Ziaka. Tymto
zallenenim rozumieme postupné vytva-
ranie vztahov k inym pojmom a aj pre-
hodnocovanie obsahu pojmov vybudova-

diskuse

Diskuse o uzite¢nosti
matematiky™*)

Mdria BeneSovd, Bratislava

Tato poznamka se tyka jediného, no
doleZitého miesta v Elanku A. SivoSovej.

*)Diskusni prispévky k ¢lanku A. SivoSovi
Niekolko uvah o uZitoénosti matematiky, ktery
jsme otiskli v minulém c&isle. (Pozn. red.)

nych skor. Tento proces je naro¢ny a je mu
potrebné pri vyufovani venovat velkd
pozornost. Ako je uvedené v &lanku, pri
sprostredkovavani pojmov Ziakom je nut-
nou podmienkou dialdg medzi uéitefom

217



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T09:26:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




