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Hilbertovy problémy

O Sestnactém
Hilbertoveé problému

Jarolim Bure$, Praha

Tento problém, pfesné&ji jeho prvni &ast, se tyka podétu a vzdjemné polohy souvislych
komponent realné algebraické kfivky v redlné projektivni rovin€ a poc&tu souvislych
komponent realné algebraické plochy v redlném projektivnim prostoru. Na jeho zakladé
se vytvofila nova teorie — topologie redlnych algebraickych variet.

Dfive neZ pfistoupim k formulaci problému, pokusim se velmi struéné objasnit n&které
pojmy, kterych budu dale pouZivat. Podrobnosti a piesné definice nalezne zdjemce napf.
v knihé4ch [15], [11] aj.

Oznadme RP, n-rozmérny realny projektivni prostor a zvolme v ném pevny homogenni
soufadnicovy systém (x,, ..., X,). (Xo, X1, ... X, jsou realn4 &isla ne viechna rovna nule,
(x5 --- Xxy) @ (txo, ..., tx,) pro t redlné nenulové jsou soufadnice téhoz bodu z RP,).
Body s x, # 0 nazveme vlastnimi body RP,, body s x, = 0 nevlastnimi body. Reélna
algebraickd nadplocha fddu m v RP, je uréena rovnici

(1) F(xgs X15 .0y X)) =0,

kde F(xg, X;, ..., X,) je homogenni polynom stupn& m s re4lnymi koeficienty. MnoZina
bodi I realné algebraické nadplochy urdené rovnici (1) je mnoZina viech bodd z RP,,
jejichZ homogenni soufadnice vyhovuji rovnici (1). Pro n = 2 je rovnici F(xq, X4, X;) = 0
urdena redlna algebraick4 kfivka v redlné projektivni roviné RP,.

Singularnim bodem algebraické nadplochy nazveme jeji bod, jehoZ homogenni
soufadnice spliiuji systém rovnic:

oF oF
2 —— (X0 cees X)) =0, ..., — (Xgy 00y X)) =0
® (50000 %) % (v0r e 52

Algebraické nadplochy nemajici Z2ddny singularni bod se nazyvaji nesingularnimi
algebraickymi nadplochami. MnoZina bodi I" redlné algebraické nadplochy se rozpadne
v RP, na koneény pocet disjunktnich &4sti — komponent souvislosti. Je-li I' nesingularni
nadplocha, jsou viechny tyto komponenty uzaviené hladké podvariety RP,.

V pfipad€ realné algebraické kfivky v RP, dostaneme rozdéleni t&hto komponent
na dva typy a ovély (neboli sudé komponenty) a liché komponenty. Pro nizornou
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definici té€chto typl si vezmeme nésledujici model projektivni roviny: Oznaéme S dvou-
rozmérnou sféru v R3 tj. - '

S% = {(x0, X1, X3), X3 + X3 + x5 =1}
Necht ~ je relace na S? ,,ztotozn&ni bod soumé&rn& sdruZenych podle po&atku tj.
(XO’ xl, xz) ~ (—xo, —'xl, ‘—xZ) .

Prisluiny faktorprostor S/~ je ekvivalentni projektivni rovin& a uréuje zobrazeni x:
S? - S%/~ = RP, ptifazujici kaZdému bodu sféry jeho t¥idu ekvivalence v relaci ~.

Komponenta K kfivky I' se nazyva ovalem, jestliZe jeji vzor x~*(K) sestava na sféfe
ze dvou uzavienych kfivek, lichou komponentou, jestlize jeji vzor sestivd z jediné
kfivky (viz obr. 1).

A

x

>
o}
x (r)=ryur;
—1( 1) ’1 1 !’/ -
X (rz) = Fz
np?
Obr. 1.

KaZdy oval dé&li RP, na dv& &asti, jednu difeomorfni kruhu (vnitfek ovalu) a druhou
difeomorfni Mébiovu listu (vn&jsek ovalu). Jsou-li O, a O, dva riizné ovaly kfivky I'
(viz [4]) a vnitfek O, je &asti vnittku O,, fekneme, Ze ovél O, leZi uvnitf ovalu O,.
Je znamo, Ze kiivka sudého fadu sestdva pouze z ovald, kdeZto kfivka lichého fadu
sestava z jedné liché komponenty a ovali.

A. HARNACK Vv roce 1876 [1] dokazal, Ze pocet souvislych komponent redlné alge-
braické k¥ivky fadu m v redlné projektivni rovin& nepfevySuje &islo 1/2(m — 1).
.(m - 2) + 1 a sestrojil ptiklady algebraickych kfivek s timto maximalnim po&tem
komponent. Tyto kfivky se nazyvaji M-kfivkami. Zaroveii dokazal, Ze M-kfivky jsou
nesinguldrni. K. ROHN ve své praci [8] se zabyval studiem komponent redlnych al-
gebraickych ploch &tvrtého fadu v redlném projektivnim prostoru RP; a naSel n&které
zajimavé pfiklady.

D. HiLBERT konkrétn& poloZil tyto otazky:

A. Z Harnackovych vysledki plyne, Ze M-kfivka Sestého fadu mé jedenict kompo-
nent. Existuji M-kfivky, které maji v§echny komponenty rozloZeny tak, Ze Zadna
komponenta neleZi uvnitf jiné komponenty? (Pfiklady sestrojené Harnackem
obsahovaly vZdy dvojici komponent, z nichZ jedna byla uvnitf druhé.)



B. Uréeni maximalniho po&tu komponent redlné algebraické plochy &tvrtého fadu
v trojrozmé&rném redlném projektivnim prostoru.

Praci zabyvajicich se pfimo t&€mito tématy neni mnoho. Od podate¢nich analytickych
a algebraickych metod se pfeslo v posledni dob& k pouZivani aparitu algebraické
topologie. Definitivn& byla vyfeSena otazka existence M-kfivky Fadu Sest v otdzce A,
a to negativn® (kfivka neexistuje) neddvno zesnulym rektorem moskevské statnf uni-
versity I. G. PETROVSKYM v roce 1938 v préci [4]. Také druhd &ist problému byla
neddvno vyfeSena V. M. CHARLAMOVEM, ktery dokazal, Ze maximalni pocet kom-
ponent nesingularni plochy &tvrtého stupné v RP; je deset. Vzniklo vSak mnoho
dalSich otazek, z nichZ vét§ina nebyla dosud Gpln& vyfeSena. Zabyvejme se nyni problé-
mem vzajemné polohy komponent algebraické kfivky. Pro kfivky fddu m < 5 je problém
snadno feSitelny. M-kfivky fadu 4 sestavaji ze &tyf ovald, z nichZ Zadny neni uvnit¥
jiného. M-kfivka fadu 5 sestdvd z jedné liché komponenty a z Sesti ovall, z nichZ
Zadny neni uvnitf jiného.

V roce 1891 vyslovil D. Hilbert v préci [2] hypotézu, e kfivka Fadu 6 nemiiZe mit
jedenact ovald, z nichZ Z4dny neni uvnitf jiného. O dukaz této hypotézy se pokouseli
n&ktefi jeho ZAci. Prvni ditkaz podal K. Rohn v préci [9], aviak tento diikaz byl netplny.
Beze zbytku dokéazal tuto hypotézu aZ I. G. Petrovskij, ktery naSel, Ze algebraickd
kfivka sudého f4du m nemiiZe mit vice neZ k = 1/8 . (3m? — 6m) + 1 ovald, které jsou
rozloZeny tak, Ze Zadny z nich neni uvnitf jiného. Pro m = 6 je k = 10.

Prvni zptisob sestrojeni M-kfivek je dan v Harnackov& praci [1]. D. Hilbert v praci
[2] uvedl jiny zpisob konstrukce M-kfivek. I. BRISOTTI na zaklad€ t&chto metod
sestrojil fadu novych zpiisobit konstrukce M-kfivek. N&kterd upfesnéni t&chto metod
uvedli téZ G. BIGGIOGERO a A. WINAN.

S
a) typ'fl ®) opk Q -
O
Obr. 2. b

A. Gupkov se ve svych pracich [10], [19] zabyval dal¥{ klasifikaci k¥ivek fadu Zest.
Pro tyto kfivky zavedl tyto typy: Kfivka C m4 typ % I, jestliZe sest4v4 ze zdkladniho
ovalu a, uvnitf kterého leZi k ovald, z nichZ 24dny neleZi uvnit¥ jiného, a dale je ! ovald,
které spole¢n s ovilem a maji tu vlastnost, Ze Z4dny z nich neleZi uvnitf jiného (viz
obr. 2a). Kfivka ma typ k, jestliZe sestiva z k ovald, z nich¥ ¥4dny nele{ uvnit¥ jiného
(obr. 2b). :
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Kfivka fadu 6 miiZe mit tyto moZné typy s 11, 10 a 9 ovély:

11 ovélu

10 ovalid

9 ovald 8 1, %2, 23, 11.4, 2]_5, 26, Li,

Harnack sestrojil kfivku typu %9, Hilbert typu 7 1. Petrovskij dok4zal neexistenci
kfivky typu 11. Gudkov v praci [18] pﬁvodné dokazal neexistenci kfivek typﬁ nad
lomenou ¢arou a je$t& dale typﬁ 23, 3 5 ale v ditkazech byly pro typy 1 23, f4
8 35, $ 13 g 7 4 chyby, které odstraml ' da181 prac1 [17] pro ptipad kfivek typl’l 3, f4
Ukazalo se viak, Ze kfivky typu 2 3 Ize sestrojit Hilbertovou metodou a krlvky typt
34 a 35 existuji, ale je nutno je konstruovat jinymi metodami. Zavé&rem lze fici, Ze
kfivky typd pod lomenou &arou existuji @ nad ni neexistuji.

Dal3i klasifikace se dostane rozdé€lenim ovald na sudé a liché: Je-li C nesingularni
algebraické k¥ivka fadu m, nazveme ovél kfivky C sudym (lichym), jestliZe leZi uvnitf
sudého (lichého) podtu ovald. Ovaly neleZici uvnitf Zadného jiného ovalu fadime mezi
sudé ovély. Oznaéme P poéet sudych ovali a Q podet lichych ovali kfivky C. Petrovskij
dokéazal pro m sudé odhad

(3 [P - Q| <4(3Bm* —6m)+1

a dokonce dokazal, Ze existuji kfivky, pro které zde plati rovnost. Tyto kfivky sestrojil
pomoci metody pouZité Harnackem pro konstrukci M-kfivek. Analogické véta se ziska
také pro kfivky lichého t4du. Gudkov v praci [19] vyslovil hypotézu, Ze pro M-kfivky
fadu 2k plati kongruence:

@) P — Q= k*(mod 8).

Z jeho vysledkd vyplyvala tato kongruence pro k = 3 (Pro k = 1, 2 je ziejm4).
V. I. ArRNoLD dokézal v praci [18] slabsf tvrzeni, a to

P — Q= k*(mcd 4).

Tento dikaz se opiral o zkoumdani operace involuce urgité &tyfrozmérné variety na
jejich dvourozmérnych homologiich. Platnost Gudkovovy hypotézy dokézal pak
V. A. ROCHLIN ve své praci [20], kde tento vysledek obdrZel jako specidlni diisledek
obecné véty.

Pro m sudé se snadno dokéZe, Z¢ rozdil P — Q je roven Eulerov& charakteristice®)

*) Eulerova charakteristika polyedru KX je soudet
E(K)= X (=D%p%,

kde p" = dim H, (K Z,) je r-té Bettiho ¢&islo K. (H.(K, Z,) je r-t4 homologick4 grupa s koeﬁcnenty
v Z,.) Pfitom je p = dim Hy(K, Z,) potet souvislych komponent K.
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uz4véru mnoziny M t&ch vlastnich bodl projektivni roviny, pro které je

xg F x_l,x_z =0 pfi xo=1.
Xo Xo

Obr. 3 ukazuje nazorn& rovnost P — Q = E(M). Pfedpokladejme, Ze I' sestava z oval
04, 0,, 05, 04, O5 a necht F < 0 vn& 0,. Sudé ovaly jsou Oy, O3, Oy, liché 0,, Os.
Protoje P=3,0=2,p°=3,p' =2,p*=0,tedy EM)=1=P - Q.

Obr. 3.

D. Hilbert také zkoumal topologickou strukturu realnych algebraickych kfivek
v trojrozmé&rném projektivnim prostoru (prostorovych kfivek). Dokézal v préci [2], Ze
podet komponent re4lné prostorové k¥ivky fadu m nepfevy3uje &islo 1/4 (m — 2) + 1
pro m sudé a 1/4 (m — 1)(m — 4) + 1 pro m liché a %e k¥ivky s timto maxim4lnim
po¢tem komponent existuji.

Otazku vzéjemné polohy komponent redlné prostorové kfivky dané jako priise€nice
dvou algebraickych nadploch zkoumal O. A. OLEINIK v préci [12].

Oznaéme I algebraickou plochu v RP; uréenou rovnici

X1 X2 X3
X‘O’F T Ty — =0:
Xo Xo Xo

kde F(x, y, z) je mnoho&len stupné p s re4lnymi koeficienty a y ozname plochu uréenou
rovnici x§f(x,/xo, Xa[xo, X3/%0) = 0, kde f(x, y, z) je mnoho&len stupn& q s re4lnymi
koeficienty. Pfedpokl4ddejme, Ze I" ani y nemaji redlné singularni body a také, Ze kfivka
C, uréend jako priseénice I' a p, nemé redlné singuldrni body, tj. Ze hodnost matice

oF OF oF
ox 9y oz
o f
6x’6y’6z
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je dvé& ve viech bodech kfivky C. Oznaéme M uzavér v RP; mnoZiny vech vlastnich
bodu plochy I', pro néZ plati

X, X X ..
xX2f(=,=2,22)20 pfi x,=1.
Xo Xo Xo

V préci [12] je dokazano, Ze pro g sudé plati:

3 1 E(r)|
5 E(M) < + + —p —pg+-ip+
(5) (M) 3P qu 4pq p® — pq 6p >

Pro E(I) plati odhad

6) E(I’)§(p—1)3+&;12—(p———2—)+1.

JestliZe q je liché &islo a y, I' a nadrovina x, = 0 se protinaji v kone€ném poé&tu o bodi,
pak

1 3 1 3, 3 13 |EID) -4
7 EM)S-p’+=-pg* +-pq—=-p* —-pg+—p+ .
™ (M) < 2P+ 2pg* + 2 P%q = TP~ pa+ P 5

Z toho plyne, Ze pro p =1 a libovolné g, tj. v pfipadé rovinnych algebraickych
k¥ivek vztahy (5), (7) jsou shodné s odhady, které ziskal I. G. Petrovskij v pracich [4],
[5]- Tyto odhady jsou

2 —
(8) E(M) < M—Sﬂ + 1 pro gqsudé,

3¢ -3

9) EM) = pro gqliché .

JiZ dfive bylo uvedeno, Ze tyto odhady nelze zlepsit. Pro pfipad p = 2 vztahy (8)
a (9) maji tvar

10 EM §§ —(1+1+JE@1 pro gqsudé,
4 2
(11) IE(M)[§3q2—%q+3+%ﬂ pro qliché.

V tomto ptipad¥ je E(I') bud 0, nebo 2. V praci [5] je dokazano, Ze odhady (10)
a (11) jsou také pfesné. V pfipadg, Ze I' je jednodilny hyperboloid, jsou zde sestrojeny
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kfivky, pro které plati v (8), (9) rovnost. V pfipadé, Ze I je algebraické plocha libovolné-
ho ¥adu p, jsou zde sestrojeny algebraické k¥ivky, pro které plati

EM) = i—ipq2 + C(p),

kde C(p) zavisi pouze na p. Z predchozich odhadi lze ziskat mnoho geometrickych
disledkil pro prostorové algebraické kfivky podobné jako pro rovinné kfivky.

I. G. Petrovskij v préci [5] zkoumal algebraické nadplochy f4du m v RP,. Jak bylo
uvedeno na za&atku tohoto &lanku, je tato nadplocha uréena rovnici

F(xo, “oey X") = 0,

kde F je homogenni polynom f4du m v neurditych x,, ..., x, s redlnymi koeficienty
a systém rovnic:

F(xgy ey Xg) =03  — (%05 ... %) =0, ..., — (Xg, ..., X,) = 0
0x, 0x,

nema reélné feSeni. MnoZina bodi I' této nadplochy je uzaviena podvarieta dimenze
n — 1. Pro jeji Eulerovu charakteristiku plati:

E(I) =0 pronsudé,

E([') < (m - 1)" — 28(n, m) + 1 pronliché.

S(m, n) je definovéno takto: PoloZme ! = [mn — 2r — m[2] ([x] je cel4 &ast &isla x),
S(m, n) je rovno podtu &lentt polynomu

n m+1
—1
l;[ ’

i — 1

jejichz stupeii neni vétsi neZ .
Oznadime-li M, uzavér v RP, mnoZiny vlastnich bodd, pro které plati:

x'(',' (-x—l,...,x—")go pi‘i XO=19

Xo Xo

pak pro m sudé a libovolné n plati odhad:
E(M,) £ (m—1) _ S(n, m) + 1 ,
2 2
pro m liché a n liché plati

EMo) 5 = (o m) + 1
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a pro m liché a n sudé plati:
(m =11

5 —Sh—-1,m)+1.

n
EWQ§@%Q—ﬂmM+
Zavedme dale tato oznaeni: b(K) soulet viech Bettiho &isel polyedru K, b,(K)
soucet viech Bettiho ¢&isel se sudymi indexy, b,(K) soudet viech Bettiho &isel s lichymi
indexy. O. A. Olejnik obdrZel v &lanku [13] odhady pro b(I'), by(I), by(I') a b(M,),
bi(M,) a b,(M,). Jako specidlni diisledek obdrZel odhad po&tu p° komponent alge-
braické plochy fadu m v RP;, a to

0 o (m=1° _mlm—1)(m ~2)
- 2 12

p +2 promsudé,

p° s

—-1)3 - - -
(m—1>° m(m—1)(m-2) + m(m4 1) + 2 promliché.

2 12

Tyto vysledky byly ziskdny zkoumanim zmény topologické struktury algebraické
plochy pfi zmé&né& koeficientll definujici rovnice a aplikaci Morseovy teorie.

J. MILNoR ([6]) zkoumal podmnoZiny eukleidovského prostoru R” definované systé-
mem rovnic

Sfi(xgs o X)) = 0, ooy fi(X15 +o0s X,) = 0.

Ozna¢me ¥ takto uréenou mnoZinu. JestliZe f, ..., f, jsou polynomy takové, Ze stupefi
fi < m, pak pro soudet viech Bettiho Cisel mnoZiny V plati:

b(V) < m(2m — 1)1,

Je-li W kompaktni nadplocha v R” uréena rovnici f = 0, kde f je polynom sudého fadu
m a W nema4 singularni body, pak plati:

b(W) < m(m — 1)""*.
Ve stejné praci je jesté tento odhad: Oznaéme M mnoZinu v R” urenou nerovnostmi

P
f120,..,f, 20, kde f; je polynom stupné d; a necht d = )" d,. Pak plati:
i=1

b(M) < 3 (d +2)(d + 1)

Jako dusledek t&chto vét ziskava J. Milnor odpovidajici odhady v realném projektivnim
prostoru. Podobn& v praci R. THoMA [7] je dokazan s pouZitim Morseovy teorie pro
mnoZinu A nulovych bodi polynomu f stupné m v R" odhad

b(4) = m".

Je-li f nezdporny polynom (tj. polynom nenabyvajici zipornych hodnot) stupn& m, pak
plati
b(4) < (m - 1),



Pro algebraickou nadplochu 4 fadu m v RP, dostavime odhad

b(4) m(m" — 1) .
m-—1

Pro algebraické plochy &tvrtého ¥adu v RP; mame vice lepsich vysledki. JiZ K. Roon
([8]) dokazal, Ze tato plocha nemiiZe mit vice neZ dvanact komponent. V této préci byly
sestrojeny plochy étvrtého fadu v RP, sestavajici z deseti ovald. Z vysledkii Petrovského
a Olejnikovych ([5]) viak plyne, Ze jestliZe plocha sestavd pouze z ovald, nemiZe jich
byt vice neZ deset. V posledni dobé se t&mito plochami zabyval UTKIN v pracich [14],
[25], kde dokazal, Ze plocha &tvrtého Fadu nemiiZe mit vice neZ jedenact komponent,
provedl pro tyto plochy klasifikaci podle homotopickych tfid komponent a sestrojil
plochy riiznych typi. Definitivn& rozfesil problém poétu komponent algebraické plochy
&tvrtého fadu Charlamov v praci [22]. Dokézal, Ze maximélni po&et komponent plochy
Sestého fadu je deset.

Problémy odhadi topologickych invariantl algebraickych variet (Eulerovy charakte-
ristiky, Bettiho &isel, signatury aj.) se zabyvaji v posledni dob& v Leningrad® ( V. A.
Rochlin a jeho Z4ci) a v Gorkém (D. A. Gudkov). Jde o tuto problematiku:

M¢gjme zaddny homogenni redlné polynomy P,,..., P, fadd m,,....m, v q + 1
proménnych. Necht 4 je podmnoZina RPq uréend rovnicemi

(12) Pl(xO, cooy xq) = 0, ooy Ps(xo, coay xq) = 0
a B urdena rovnicemi
(13) Pl(xo, ey xq) = O, ceey Ps_l(.xO, ey xq) = 0 .

Dale pfedpokladejme, Ze A je neprazdné a systém rovnic (12) nema singularity na A,
pro n = q — s liché pfedpokladejme jeité, Ze systém (13) nemé4 singularity na B.
Zakladnim objektem zkouméni bude mnoZina 4 pro n = g — s sudé, dvojice (B, A)
pro n = g — s liché. Je-li n liché a m, sudé, nerovnostmi P, = 0, resp. P, < 0 jsou
v B definovany podvariety B, resp. B_ se spole¢nym krajem 4. Oznaéme H, (X, Y, Z,)
relativni homologickou grupu dvojice (X, Y) s koeficienty v Z,. Dile oznaéme a dimenzi

priniku jadra homomorfismu

nNo : H*(B_, A, Zz) - H*(\B_, A, Zz)
definovaného pfedpisem

nw(¢) = énw  (cap — produkt),

kde o = m,[2 Wy(B_) (Wy(B-) je Stiefel-Whitneyova t¥ida B_) s jadrem hrani€niho
homomorfismu
0: Hy(B_, 4, Z,) > Hy(B_, A, Zy).

Pfejdeme-li ke komplexifikaci danych objektd, systém rovnic (12), resp. (13) ur&uje
mnoZiny CA, resp. CB v komplexnim projektivnim prostoru CP,. Na rozdil od 4,
resp. B jsou CA, resp. CB urleny ¢&isly g, m,, ..., m, jednoznaén& aZ na difeomorfismus.
Speciélné jsou t€mito &isly uréeny homologické grupy mnoZiny CA.
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Definujeme-li polynomy y¥(m,, ..., m,) pro 0 < s < g formulemi

+1 pros=0
x(my, ...m) = {q p

b
mm,,...,m, pro 0<s=gq

xg(mla e ms) = msx‘sl:ll(mla A ms—l) - (ms—l) Xg—l(ml’ veey ms) ’
pak Eulerova charakteristika CA je rovna y¥(my, ..., m,). Pro n sudé jest& pottebujeme
dalsi invariant, tzv. signaturu o CA) (definici viz [26]). Je ji v8ak moZno vyjadfit timto
zplisobem:

Definujme polynomy ¢¥(mj, ..., m,) pro0 < s < g, g — s sudé takto:

1 pro s=0
q(ml, ey ms) = { p ’
myms, ..., m, O<s=gqg

ms
oy(my, ..., m) = moiZ{(my, ..., m_;) — Zla‘j;}(ml, e My_g,m = 1,1)
e

pro 0<s<gqg.
Pak je
o(CA) = a{(my, ..., m,).
Zavedeme-li novy prostor Y jako dvojnisobné nakryti CB podél CA, oznaCime
Ci(m) koeficient pfi t** v rozkladu v fadu funkce

T+ +(1 -9
T+ —(1 -0

a poloZme
2D m —-2k+1
(my, ..., m)= Y C, (—2—8) ol (my, ..., my).

Pak plati
o(Y) = t(my, ..., m,).

Totalni Bettiho &islo b(Y) je ureno jednoznaéné &isly ¢, my, ..., m; a ozna&ime ho
bY(my, ..., my).
Plati nerovnost:

2a + b(A4) £ bY(my, ..., m,).

V. A. Rochlin v [21] dokazal, Ze plati nerovnosti:

(14) b(4) < 1i(my, ..., mg) pro n sudé,
~ 2n + 1) = xY(my, ..., m;) pro nliché.

Dale pro n sudé za pfedpokladu

(15) | b(4) = i ... m)
je
(15) E(B.) = o) my,...,m,) (mod 16).
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Pro n liché a m, sudé za pfedpokladu
(16) 2a + b(A4) = bY(my, ..., m,)
e
2E(B_) = t{(my, ..., m;) (mod 16).

Specialn& pro rovinné kfivky (¢ = 2, s = 1) je jedna z variet B, B_iorientovatelné
a druhé neorientovatelnd. Pfedpoklddejme, Ze B_ je neorientovatelna, pak‘:'a =1a

b(B,) = 1b(4),
b(B-) = 3b(4) + 1.
V tomto ptipadé je $b(4) po&et komponent kfivky A, a protoZe plati
bi(m,) = m? — 3m; + 6,

jsou nerovnosti (14) ekvivalentni Harnackovym nerovnostem.
Rovnost v (15) znamena, Ze A je M-kfivka.
Dale plati
EB.)=N-P+1,
a protoZe
2
T%(ml) =2 - % s

je moZno kongruenci (15’), psat ve tvaru

2
P—NE(%) mod 8,

coZ je Gudkovova hypotéza. Podobné& jako specialni pfipady zde dostdvame jiZ znamé
odhady pro prostorové kfivky a pro nadroviny v RP;.

V. M. Charlamov v praci [23] a D. A. Gudkov spole¥né s A. D. KRACHNOVEM
v praci [24]se zabyvaji dalsim typem podvariet spliiujicich systém rovnic (12), (13)
a dostavaji vysledky analogické pfedchozim. Napf. V. M. Charlamov dostava pro n
sudé za pfedpokladu

b(A) = xY(my, ..., m) — 2
kongruenci
E(4) = oy(m,, ..., m)) £ 2 (mod 16)
a pro n liché a m sudé za pfedpokladu

2a + b(A) = bY(my, ..., m) — 2
kongruenci
2E(4) = 1%Y(m,,...,m) £ 2 mod 16.

Pro pfipad rovinnych kfivek pro m, sudé a

P+N=(m‘_l)(m1_2)
2
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dostaneme
my

2
P_NE(E_) 4+ 1 mod8

Vsechny tyto prace tedy pfedstavuji pfimé zobecnéni klasickych vysledki.
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