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Operady v soucasné matematice

Martin Markl, Praha

Operady jsou, zhruba feceno, objekty popisujici rozlicné algebraické struktury.
Definoval je J. P. May v roce 1972 v monografii [13] a jsou vlastné zjednoduSenou
verzi tzv. PROPU (zkratka za PROduct and Permutation category), které se objevily
o deset let dfive v praci [9] S. MacLanea. Slovo operada (anglicky operad) je uméle
vytvofené oznaceni ,néceho, co operuje“.

Motivaci pro studium operad byly v té dobé dva hlavni a navzajem souvisejici
topologické problémy — problém rozpoznani prostoru smycek (viz ¢4st 3) a problém
charakterizace homotopicky invariantnich struktur na topologickych prostorech. V této
souvislosti jmenujme také prikopnickou préci J. M. Boardmana a R. M. Vogta [1].

Renesanci operad pfedznamenal v roce 1994 ¢lanek [5] V. Ginzburga a M. M. Kap-
ranova, ktery zpopularizoval jiz diive tusenou strukturu operady na prostoru moduli
stabilnich komplexnich k¥ivek rodu 0 (viz ¢ast 4), a tim podnitil studium operad
jako takovych, tedy nikoliv pouze jako prostfedku k popisu algebraickych struktur.
Boutlivy zajem o operady nepolevil a trva dodnes. Jejich aplikace mizeme zhruba
rozdélit do nasledujicich skupin.

Komplexni geometrie. Zejména jde o studium moduld komplexnich kfivek s apli-
kacemi v enumerativni geometrii, teorii Frobeniovych variet, kvantovych kohomologii
a kohomologické teorii pole (o ni se zminime v ¢astech 1 a 4). Systematicky vyklad
najdeme v monografii [10].

Redlnd geometrie. Hlavnimi oblastmi aplikaci jsou kompaktifikace realnych konfi-
guracnich prostort (zminime se o nich v ¢asti 4) a jejich pouziti v teorii iterovanych
prostort smycek [4], ditkaz Deligneovy domnénky a formality Hochschildovych koho-
mologii funkei na hladkych varietach [7].

Matematickd fyzika. Formalita zminénd v pfedchozim bodu implikuje existenci
deformacniho kvantovani Poissonovych variet, viz opét [7]. Nesmime zapomenout ani
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na konformni teorii pole [6] (viz také ¢ast 4) a Kreimertv piistup k renormalizaci [2].

Algebra. V ¢asti 5 pojedname o operadickych kohomologiich [3], o homotopicky
invariantnich strukturach v algebfe a interpretaci né€kterych klasickjch objekti, jako
jsou A(oo)-algebry, z pohledu teorie operad [11].

Modelové struktury. Pfekotny vyvoj podnitil zdjem o vlastnosti kategorie operad.
Jmenujme alesponn vysledky o takzvané uzaviené modelové struktufe a za vsechny
prace uvedme [14]. Kofibrantni operady v ¢asti 5 souviseji s touto modelovou struk-
turou.

RNDr. MARTIN MARKL, DrSc. (1960), Matematicky tstav AV CR, Praha.
Préce na tomto ¢lanku byla podporena grantem GA AV CR A1019203. Clanek vychézi
z prednésky piednesené autorem dne 1.3.2002 v Matematickém tstavu AV CR v Praze.
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Cilem tohoto ¢lanku je poskytnout ¢tenafi zédkladni informace o operadach a do-
tknout se nékterych aplikaci. V prvnich dvou ¢astech uvedeme motivujici piiklady
operad. Tyto ¢asti jsou v podstaté nezavislé a ¢tenaf si mtze vybrat pouze ty, které
jsou nejblizsl jeho matematickému vzdélani. Zékladni citaci je monografie [12], ve
které je také mozné najit rozsahly historicky uvod s odkazy k ptuvodnim zdrojtum.
K prvnimu sezndmeni s operddami miizeme doporuéit i pfehledny ¢lanek [8].

1. Priklady

Pro zjednoduseni budeme pfedpokladat, ze vSechny algebraické objekty v tomto
¢lanku jsou definovany nad pevné zvolenym té€lesem k charakteristiky 0. Misto obec-
ného k je mozné si bez velké 1jmy na obecnosti pfedstavovat téleso R realnych nebo
téleso C komplexnich ¢isel.

Jak je obvyklé, slovo ,algebra® bude mit dvoji vyznam. Bud bude oznacovat kon-
krétni algebraickou strukturu (naptiklad Lieovu algebru), nebo oblast matematiky
zabyvajici se algebraickymi strukturami. Uvedme nésledujici pt¥iklady.

Asociativni algebra je vektorovy prostor V' spolecné s operaci u: V@ V — V, kterd
je asociativni v tom smyslu, ze

(1) p(p(u,v), w) = p(u, p(v,w)) pro kazdé u,v,w € V.

V predchozi definici symbol ® oznacuje tenzorovy soucin vektorovych prostori. Pro
nase ucely postaci Fict, ze tenzorovy soucin vektorovych prostorda V a W je vektorovy
prostor V@ W takovy, ze pro libovolny vektorovy prostor U je mnozina linedrnich
zobrazeni V @ W — U stejné jako mnozina bilinearnich zobrazeni V x W — U. Zapi-
sem p: V®V — V tedy pouze vyjadiujeme, Ze p je bilinearni zobrazeni V. x V — V.
Pro n-nasobny tenzorovy soucin V®---®V (n-krat) budeme pouzivat zkréceny
zapis VO,

Operaci p interpretujeme jako ndsobeni a obvykle piSeme uv misto p(u,v). Asocia-
tivita (1) se potom zapiSe jednoduse jako (uv)w = u(vw). Nejzndméjsim netrividlnim
piikladem asociativni algebry je patrné algebra ¢tvercovych n x n matic M, (k) s koe-
ficienty v k s obvyklym maticovym nasobenim.

Asociativni algebra je komutativni, jestlize uv = vu pro kazdé u, v € V. Jako piiklad
uvedme algebru k[zy, ..., z,] mnoho¢lenti v proménnych z1, ..., x,. Jinym piikladem
je algebra funkci F'(S):={f:S — k} na mnoziné S s ndsobenim ,bod po bodu“:
(f9)(s) i= f(s)g(s) pro s € .

Lieova algebra je vektorovy prostor V' s bilinedrni operaci [—, —]: V@ V' — V, kterd
je antisymetrickd, [u,v] = —[v, u], a spliluje Jacobiho identitu:

Hu,v], w] + [[U,w], u] + [[w,u}, U] =0 pro kazdé u,v,w € V.

Typickym piikladem jsou vektorova pole x(M) na hladké varieté M s ndsobenim
Lieovou zévorkou [—, —]. Vektorova pole jsou specidlnim pfipadem infinitezimélnich
automorfizmi, které také obvykle tvori, alespon ,moralné“, Lieovu algebru.
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Prikladem struktury s vice operacemi jsou Poissonovy algebry. Poissonova algebra
je vektorovy prostor V' se dvéma strukturami, totiz strukturou komutativni asociativni
algebry s ndsobenim u, v — uv a strukturou Lieovy algebry s nasobenim w, v — [u, v].
Tyto dvé struktury jsou svazany distributivnim zédkonem

[uv, w] = u[v,w] + [u,w]v pro kazdé u,v,w € V.

Kohomologickd teorie pole. Uvedme slozit€jsi piiklad. Pro kazdé n = 2 je zadana
n-linedrni operace (—,...,—): VO — V ktera je totalné symetrickd, tj.

(UU(I)? . 'ava(n)) = (U17 s 7Un)7

pro kazdou permutaci n prvka o € ¥,,. Tyto operace dale spliuji

(2) Z ((u,v,xi; i€ S)w,x;; g€ T) = Z (u, (v,w,xi; i € 5), x5 j € T)7
(S,T) (S,T)

kde w,v,w,z1,...,2, €V a (S,T) probihd vSechny disjunktni rozklady SUT =
={1,...,n}. Pro n=0 axiom (2) znamend asociativitu operace (—,—), tedy
((u,v), w) = (u, (v,w)). Pro n =1 obdrzime

((u,v),w,x) + ((u,v,x),w) = (u, (v,w,x)) + (u, (v,w),x),

a tak déle. S touto strukturou se znovu setkame v ¢asti 4.

Pokusme se zobecnit uvedené piiklady a formulovat, co rozumime pojmem alge-
bra. Pro zacatek si povSimnéme, Ze vSechny uvedené ptiklady algeber jsou tvoreny
multilinedrnimi operacemi (pfipadné s jistou symetrif), spliiujicimi axiomy slozené
z linearnich kombinaci kompozic téchto strukturnich operaci. Operady jsou objekty,
které podobné obecné algebry organizuji.

2. Operady

Zacnéme néasledujicim piikladem. Necht V je vektorovy prostor a pro kazdé n > 1
oznacme

Endy (n) := Hom (V" V)

prostor vsech n-linearnich zobrazeni prostoru V' do V. Povsimnéme si dvou zakladnich
operaci majicich smysl pro libovolnd multilinedrni zobrazeni.

Pfedné argumenty libovolného multilinedrniho zobrazeni miizeme permutovat. For-
malné to vyjaddiime reprezentaci symetrické grupy X, na prostoru Endy(n): pro
f €éndy(n) aoc € X, definujeme

(fO')(Ul, s 'avn) = f(UU(l)a s 'ava(n)) pro vi,...,vn € V.
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pfipad 1 £ i < j: piipad j St < b+ j:

A2

‘ Jte=1 i i—jt1

h g h AN

pifpad j+b<i<a+b—1:

J i—b+1

i J

h g

Obr. 1. Rovnice (3) reprezentovana ,vyvojovymi diagramy*.

Druhou operaci je sklddédni multilinedrnich zobrazeni. Podrobnéji, pro f € Endy (n),
g € Endy(m) a1l < i < n definujeme (f o; g) € Endy(m + n — 1) pfedpisem

(f 04 g)(vh cee 7vm+n—1) = f(vh e 7Ui—179<vi7 .. -7Ui+m—1)7vi+m7 .. -7U’m+n—1)-

Jinymi slovy f o; g vznikne vloZenim ¢ na misto i-tého argumentu f.
Snadno ovéfime, Ze operace o; spliuji pro kazdé f € Endy(a), g € Endy (D)
a h € Endy (c) rovnici

(f O, h) Oj+c—19, jestliie 1 § 1< j,
(3) (f 0j g) O, h = f 0j (g Oj—j+1 h)7 jestliie ] § 1 <b +],
(f oicp+1 h)oj g, jestlize j+b<i<a+b—1.

Podstatu rovnosti (3) objastiuje obrazek 1. Multilinedrni zobrazeni jsou na ném na-
znacena trojuhelnicky s ,vystupem® v hornim vrcholu a ,vstupy“ v zakladné. Déle si
povSimnéme, Ze pro identické zobrazeni 1y :=idy: V — V € Endy (1) plati

(4) lyor f=f a fo;ly =

kdykoliv f € Endy(n) a 1 £i<n. Tedy 1y je spolenou jednotkou operaci o;.
Reprezentace symetrickych grup jsou také v urcitém smyslu kompatibilni s opera-
cemi o, ale prislusné rovnice zde nebudeme uvadét, protoze jsou nezajimavé. Systém
Endy := {Endy (n)},>1 se nazyva operdda endomorfizmi prostoru V. Obecnd operada
je abstrakci tohoto po_jmu:
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Operdda je posloupnost vektorovych prostori P = {P(n)},,>1 § reprezentaci syme-
trické grupy X, na kaZdé komponenté P(n), jednotkou 1p € P(1) a operacemi
0;: P(n) @ P(m) — P(m+n — 1), které splriugi (3), (4) a které jsou kompatibilni
s reprezentacemi symetrickych grup.

Obvyklym zpusobem definujeme homomorfizmus A: S — Q operdad S a Q jako
posloupnost linedrnich zobrazeni A(n): S(n) — Q(n) respektujicich strukturni ope-
race. Podrobnéji to znamené kompatibilitu s reprezentaci symetrické grupy (tzv. ekvi-
varianci)

(5) A(n)(fo) = (A(n)f)o pro kazdé f € S(n), o € Ty,
a kompatibilitu s operacemi o;, tedy

(6) A(m+n—1)(f o1 g) = A(m)(f) os A(m)(g) pro kazdé f € S(n) a g € S(m).
casti.
Algebra nad operddou P, jinak také P-algebra, je homomorfizmus A: P — Endy .

Zhruba lze ftici, ze pro kazdy typ algeber existuje operada P takova, ze algebry
daného typu jsou P-algebry ve smyslu predchozi definice. Pokusme se to ilustrovat
prikladem.

Necht Com = {Com(n)}, >, je operdda s komponentami Com(n):=k a trividlni
reprezentaci symetrické grui)y. Vsechny strukturni o;-operace jsou dané identickym
ztotoznénim

o;: Com(n) ® Com(m) =k ®k — k = Com(m +n —1)

a leom := 1 € k = Com(1). Ukazme, jak homomorfizmus operad A: Com — Endy de-
finuje komutativni asociativni algebru na prostoru V.

Podivejme se nejprve na prvni komponentu A(1): Com(1l) =k — Hom(V,V) =
= &ndy (1) homomorfizmu A. Linearni zobrazeni A(1) je jednozna¢né uréeno svou
hodnotou na 1¢,m = 1 € k. Protoze v8ak A(1)(1com) = 1y = idy, komponenta A(1)
neobsahuje zadnou informaci.

Také zobrazeni A(2) je uréeno svou hodnotou A(2)(1) € Hom(V ® V, V). Oznacme
toto bilinedrni zobrazeni symbolem p := A(2)(1): V@ V — V. Protoze A(2) je ekvi-
variantni (viz rovnice (5)) a Com(2) je trividlni reprezentace grupy X2, nutné
w(u,v) = p(v,u), coz je komutativita pu.

Podivejme se nyni na komponentu A(3): k — Hom(V®3 V). Rovnice (6) pro
m=n=2a1i=1, 2 ikaji, ze

A3)(1 oy 1)(u,v,w) = p(p(u,v), w) a A3)(1oz1)(u,v,w) = pu(u, plv,w)).

Z rovnosti1l o; 1 = 1 oy 1, kterd podle definice plati v operadé Com, okamzité odvodime
asociativitu p(p(u, v), w) = p(u, p(v,w)). Ovéfili jsme tedy, ze homomorfizmus ope-
rad A: Com — Endy definuje na prostoru V strukturu komutativni algebry. Opacna
implikace se dokaze snadno.
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Podobné asociativni algebry jsou algebry nad operddou Ass = {Ass(n)},>1, jejiz
komponenta Ass(n) je regularni reprezentace k[X,] grupy X,. S dal$imi piiklady
operad se setkdme v nasledujicich ¢astech.

Poznamenejme, Ze zdaleka ne vSechny algebraické struktury lze popsat pomoci
operad. Zhruba feCeno, operady popisuji algebry se strukturnimi operacemi typu
V& V. coz vylucuje napiiklad Hopfovy algebry s konasobenim A:V — V @ V.
Axiomy algeber nad operadami nemohou obsahovat opakované proménné, coz vylucuje
napriklad Booleovy algebry s axiomem z V x = © A x = z. Vylouceny jsou déle axiomy
s existen¢nimi kvantifikatory, tedy napriklad algebry s axiomy typu ,Vz Jy takové, ze
xy = 0“.

Studiem obecnych algeber se také zabyva obor univerzdlni algebra. Z jeho pohledu
jsou ovSem algebry nad operddami témér trividlni. Pravé ve vhodné zvolené obecnosti
vsak spociva kouzlo. Operady totiz zdaleka neslouzi pouze k popisu algeber, ale ziji
svij vlastni emancipovany zivot, do néhoz nahlédneme v dalSich ¢astech.

3. Klasické obdobi

V predchozi casti jsme se zabyvali operadami v kategorii vektorovych prostort.
Podstatné bylo, ze vektorové prostory tvoii symetrickou monoiddlni kategorii, tedy
kategorii, v niz je, zhruba feceno, mozné nasobit objekty mezi sebou — v piipadé
vektorovych prostorti tenzorovym soucinem V, W +— V ® W. Neni tézké se presvédcit,
ze operady maji smysl i v kaZdé symetrické monoidalni kategorii, a nejenom tedy
v kategorii vektorovych prostori.

Tuto ¢ast vénujeme operadam v kategorii topologickych prostori s monoidalni struk-
turou danou kartézskym souc¢inem X, Y +— X x Y. Takova operada je posloupnost to-
pologickych prostort P = {P(n)},,>; se strukturnimi operacemi o;: P(n) x P(m) —
— P(m+mn—1), o kterych se predpoklad4, ze splifuji axiomy analogické axiomtim
operad v kategorii vektorovych prostori, jak byly uvedeny v ¢asti 2.

Operada endomorfizmt End z = {Endz(n)},,>; topologického prostoru Z je tvorena
prostory Endz(n) := Cont(Z*"™, Z) spojitych zobrazeni z n-té kartézské mocniny pro-
storu Z do Z. Struktura P-algebry na topologickém prostoru Z je dana spojitym
homomorfizmem operad A: P — Endy.

Pfipomenme, ze v topologii obvykle ztotoznujeme prostory lisici se od sebe pouze
spojitymi deformacemi. O takovych prostorech fikdme, Ze maji stejny homotopicky
typ.

Prenesme se nyni zpét do sedmdesatych let minulého stoleti, do ,zlatého véku“
algebraické topologie. Jednim z hlavnich problémut byl tehdy problém charakterizace
(rozpoznéni) prostortt s homotopickym typem prostoru smycéek. Zopakujme si po-
tfebné definice.

Necht Y je topologicky prostor (napf. euklidovska rovina R?) a b € Y pevné zvo-
leny bod. Prostor smycdek 2(Y) je prostor vSech spojitych zobrazeni ¢: [0,1] —» Y
takovych, ze p(0) = ¢(1) = b. Pfedstavu o prvcich prostoru £2(Y’) déva obrazek 2.
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Y Y

Obr. 2. Vlevo: typicky element prostoru £2(Y'). Vpravo: navazovani smycek.

Smycky lze vzédjemné  navazovat®. Formalnéji feceno, pro ¢, 1 € 2(Y) definujeme
w1 € 2(Y) predpisem

) (o)) i= {‘”(2“ pro 0

Geometricky smysl této operace opét vysvétluje obrazek 2. Ukazme, ze 2(Y') je algebra
nad operddou C; = {C1(n)},>1, kterd je tvofena prostory

C1<n) =
= {(a1,b1;a2,b2;...;an,byn) €R2n10§a1 <biSaz<by=<---Za, <b, =1}

Naptiklad typicky prvek x := (a1, b1; as, be; as, bs) prostoru C(3) si miZzeme predstavit
takto:

0 a1 b1 az ba az bz 1

o | | | | |
o I 1 I 1 | UL

Vidime, 7e C1(n) je prostor konfiguraci n ,malych* intervaléi v jednotkovém inter-
valu [0, 1]. PopiSme nyni strukturni operace o;.

Necht = = (a1, b1;a2,b2;...;an,by) € C1(n), y = (a},b];ab,bh;...5al,,b0.) € C1(m)
al<i<n. Potom zo;y €Ci(m+n—1) je konfigurace vznikla ,vlepenim“ konfi-
gurace y, linedrné zmensené koeficientem b; — a;, na misto i-tého podintervalu [a;, b;]
konfigurace x. Vérime, ze vSe oziejmi obrazek 3. Operada C; se nazyva operdda malych
intervald.

V avodu této Gasti jsme vysvétlili, Ze struktura Cj-algebry na prostoru 2(Y) je
dana operadickym homomorfizmem s komponentami A(n): C1(n) — Endgyy(n). Ji-
nymi slovy, kazdému « € Cy(n) musime pfifadit spojité zobrazeni A(n)(a): 2(Y)*" —
— (Y). Toto zobrazeni je ddno pfedpisem

t—a; o
%(b‘ - ‘>, jestlize a; <t < by
A1 o)) = o pro néjaké i€ {1,...,n},

b v opa¢ném piipadé.
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Y : ) —

Obr. 3. Strukturni operace operady malych intervalti. Obrazek naznacuje kompozici z oz y €
€ C1(4) prvkia z € C1(3) ay € C1(2).

Pfedchozi definice ¥ika, ze A(n)(a)(¢1,...,¢n): [0,1] — Y je zobrazeni, dané na pod-
intervalech [a;, b;] C [0, 1] reparametrizacemi smycek ¢;: [0,1] — Y. VSechny ostatni
body intervalu [0, 1] jsou zobrazeny do bodu b. Navazovéni (7) je zvlastnim pt¥ipadem

této konstrukee: ¢ * ¢ = A(a) (¢, %) pro a = (0, 3; 3,1) € C1(2).

Operada C; ma podstatu odliSnou od operad z predchoziho paragrafu. Zatimco
napf. komponenta Ass(2) parametrizovala jedinou bilinedrni operaci pu: V@V — V|

komponenta C;(2) parametrizuje ¢tyirozmérnou spojitou rodinu operaci z 2(Y) x
x 2(Y) do 2(Y).

Obr. 4. Stashefltv asociaedr K.

Ukazuje se, Ze vSechny podstatné vlastnosti operady C; jsou modelovany mnohem
mensi operddou asociaedri K = {K,(n)},>;. Jeji n-t4 komponenta je (n — 2)-roz-
mérny konvexni mnohostén K, zvany asocic;edr, viz obrazek 4. Lze ukazat, Ze prostor
2(Y) je automaticky také KC-algebrou. ReSeni problému charakterizace prostort smy-
¢ek spociva v poznatku, ze naopak kazda K-algebra méa homotopicky typ prostoru
smycek:

Souwvisly topologicky prostor md homotopicky typ prostoru smycek prdve tehdy, kdyz
je algebrou nad operdadou K.

Ctenéf si jisté povsiml, Ze v této Casti jsme uvaZovali operady bez reprezentaci
symetrickych grup. Takovym operadam se fika non-¥X operddy a jsou zjednodusenou
verzi operad z Casti 2.
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4. Renesance

Operady Cy a K z pfedchozi ¢asti jsou jiz znacné vzdéleny intuici ziskané v Casti 2.
Napnéme svou predstavivost jesté vice a vydejme se do svéta algebraické geometrie.

Uvazujme prostor My 41 konfiguraci n + 1 navzdjem rtiznych bodu (o, ..., z,)
na komplexni projektivni piimce CP'. Jak je obvyklé, ztotoziiujeme konfigurace,
které se lisi pouze projektivnim automorfizmem. Nekompaktni prostor My 41 se pro
kazdé n = 2 vklad4 do kompaktniho prostoru M(n) D Mo 11 stabilnich oznagenych
(angl. marked) komplexnich kiivek rodu 0. Oznacdend kiivka (C;xo,...,xy) je tvo-
fena (obecné reducibilni) algebraickou kiivkou C' s nejvySe nodélnimi singularitami
(tedy singularitami typu uwv = 0) a navzéjem riznymi hladkymi body zo, ..., x, € C.
Stabilita znamend, ze kiivka (C, o, ..., 2,) ma pouze koneéné mnoho automorfizmi.

Prostor M(n) je hladk4d projektivni komplexni (n — 2)-rozmérné varieta. Sys-
tém M = {M(n)}, >, tvoii operddu v monoidalni kategorii komplexnich projektiv-
nich variet. Symetrfcké grupa permutuje body (x1,...,2,) a strukturni zobrazeni
0;: M(n) x M(m) — M(m +n — 1) je definovano ptedpisem

<Cl;y07"'7yn) 04 (02;$07...7$m) = <C§y07~-~7yi—173707-~-737m7yi+17-~-7yn>7

kde C je kiivka sestrojend z disjunktniho sjednoceni C! LI C? identifikaci bodu zq € C!
s bodem y; € C?, jak naznacuje obrazek 5.

Obr. 5. Struktura operady M = {M(n)},>,-

Operada M se nazjva konfiguracni operdda a jeji homologie popisuji kohomologické
teorie pole zminéné v &asti 1. Poznamenejme, ze M(1) = (), tedy operdda M neméa
jednotku 157, jak ji poZzaduje nase definice. Tato jemnost vSak neni pro néas vyklad
dilezitd. Zobecnéni na kiivky vysSich rodd vede k dulezitému pojmu moduldrni
operddy.

Konfiguracni operdada ma svoji realnou verzi. Uvazujme prostor Fk(n) konfiguraci
n navzajem riiznych bodt v afinnim k-rozmérném euklidovském prostoru R*. Prostory
Fe(n) se opét vkladaji do kompaktifikaci Fj,(n) tvoricich operadu Fj, = {Fx(n)}, >,
v kategorii realngch hladkych variet s rohy (anglicky manifolds with corners). Tato
operdda hraje diilezitou roli v teorii (iterovanych) prostorii smycek. Napiiklad ope-
rada asociaedrid KC z Casti 3 je izomorfni s Fy, asociaedr K5 na obrazku 3 je tedy
varieta Fy(5).
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Na zavér této Casti se zmirime jesté o jedné fyzikalné vyznamné operadé. Necht X
je Riemannova sféra, tedy nesingularni komplexni projektivni kfivka rodu 0. Otvor
v kiivce ¥ je holomorfni vnofeni jednotkového kruhu U ={z € C:|z| £ 1} do X.
Necht M\g(n) je prostor Riemannovych sfér ¥ s n + 1 disjunktnimi otvory, viz obra-
zek 6.

Obr. 6. Element prostoru ./\A/lo(Q).

Systém My = {M\O (n)},>1 je operada v kategorii nekoneéné rozmérnych analytic-
kych variet. Symetricka gru[;a permutuje otvory a kompozice ¥ o; A je pro X € M\o(n)
alAe ./T/l\o(m) déna ,vlepenim“ plochy A podél okraje otvoru s indexem 0 do otvoru
plochy ¥ s indexem 4. Algebry nad operadou M o tvofi ¢ast konformni teorie pole odpo-
vidajici Feynmanovym diagramtm beze smyc¢ek. Obecnou teorii dostaneme vhodnym
modulérnim zobecnénim operady /\//\lo.

5. Homologicka algebra

Mnoha vécem lépe porozumime z urcitého odstupu. V algebie je tim odstu-
pem pfechod z kategorie vektorovych prostori do kategorie komplexi. Komplex je
vektorovy prostor V s diferencidalem, coz je endomorfizmus 9: V — V takovy, ze
Jadro(0) D Obraz(9). Piislusny podil

H(V) : Jadro(9)/ Obraz(0)

se nazyva homologii komplexu (V, ).

Protoze vektorové prostory lze interpretovat jako komplexy s nulovym diferencidlem,
kategorie komplexti je rozsifenim kategorie vektorovych prostort. Diferencidly vnaseji
do nepoddajného svéta algeber potfebnou ohebnost; v kategorii komplexti 1ze pracovat
s deformacemi a homotopickym typem podobné jako v topologii. Zjednodusené fec¢eno,
homologickd algebra zkoumé homotopické typy algebraickych objektt v kategorii

komplexti.
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Jednou ze zékladnich konstrukci homologické algebry jsou kohomologie algeber.
Obvykle jsou definovany jako homologie jistého komplexu sestrojeného z dané algebry.
Kohomologie obsahuji informace o deformacich a o vlastnostech kategorii modul nad
témito algebrami. Konstrukci kohomologii je mnoho i pro pevné danou kategorii alge-
ber. Teorie operad umoznuje definovat tzv. operadické kohomologie, které pro takzvané
Koszulovy operddy zastfesuji nékteré klasické konstrukce. Napiiklad operadické koho-
mologie asociativnich algeber (tedy algeber nad operddou .4ss) jsou Hochschildovy
kohomologie, operadické kohomologie komutativnich asociativnich algeber (algeber
nad operadou Com) jsou Harrisonovy kohomologie, operadické kohomologie Lieovych
algeber jsou Chevalleyovy-Eilenbergovy kohomologie atd.

Prestoze je zminéna koszulovost operad velmi jemna vlastnost, operady popisujici
nejbéznéjsi algebraické struktury jsou Koszulovy. Tento pirekvapivy fakt je podle na-
Seho nazoru dtisledkem antropického principu — algebry nad operddami, které nejsou
Koszulovy, projevuji podivné vlastnosti a lidé se jimi proto nezabyvaji.

Vratme se jesté k principu rozpoznavéani prostori smycek formulovanému na konci
¢asti 3. Zfejmym dusledkem tohoto principu je homotopickd invariance K-algeber. Ta
znamena, ze topologicky prostor X je K-algebra spolu se vSemi prostory stejného
homotopického typu. Operady s touto vlastnosti se nazyvaji kofibrantni a kazda
topologickd operdda mé v jistém smyslu jednoznacny kofibrantni model. Napiiklad
operada K je kofibrantnim modelem operady malych intervalt C;; operdda C; sama
kofibrantni neni.

V algebfe plati néco podobného. Velmi Siroka tiida operad mé minimadlni model,
coz je operada v kategorii komplexti, ktera je v jistém smyslu nejmensim kofibrantnim
modelem dané operady. Minimalni model Koszulovych operdd lze popsat pomoci
operadické bar-konstrukce. Napfiklad minimalnim modelem operady Ass je operada
popisujici tzv. silné homotopicky asociativn neboli A(oo)-algebry. Motivujicim pfikla-
dem téchto algeber je singuldrni komplex prostoru smycek, A(oco)-algebry jsou tedy
v jistém smyslu algebraickou analogii topologickych K-algeber z Céasti 3.

Minimélni model operady Lie pro Lieovy algebry popisuje silné homotopicky Lieovy
neboli L(oco)-algebry. Strukturu L(oo)-algebry lze pozorovat napf. na BRST (Becchi-
-Rouet-Stora-Tyutin) komplexu konformni teorie pole. Obecné se dnes silné homoto-
pickou algebrou rozumi algebra nad minimalnim modelem néjaké operady.

Silné homotopické algebry potkavame v kvantové teorii pole velmi casto. Filozofické
zdivodnéni tohoto fascinujiciho jevu muze byt nasledujici. Jestlize je kvantovy sveét
deformaci klasického, potom se algebraické struktury z klasického svéta prenaseji do
kvantového v podobé svych homotopicky invariantnich verzi, tedy silné homotopickych
algeber.
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