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A-stabilni metody
libovolné vysokého radu

Emil Vitasek, Praha

1. Uvod

P#i konstrukci metod pro pfibliznou integraci obycejnych diferencidlnich rovnic se
obvykle pozaduje, aby navrhované metody konvergovaly, tj. aby chybu bylo mozné
ulinit libovolné malou volbou dostateéné malého integrac¢niho kroku a aby se chyba
pokud mozno co nejvice zmensila pii zmenseni integrac¢niho kroku. Druhy pozadavek
je motivovan tsporou vypocetniho ¢asu. V praxi se vSak vyskytuji soustavy diferen-
cidlnich rovnic, jejichz chovani je takové, Ze k jejich uspokojivému feseni tyto prirozené
pozadavky nestac¢i. Jednu takovou tfidu diferencidlnich rovnic a problémy s jejim
feSenim popiseme na velmi jednoduchém priklade.
Resme soustavu

(1.1) y' = Ay + b(t)

m linearnich rovnic, kde A je konstantni ¢tvercova matice fadu m s navzajem rtiznymi
vlastnimi éisly A\; a odpovidajicimi vlastnimi vektory u;. Obecné feseni soustavy (1.1)
se da psat v tomto pripadé ve tvaru

m

y(t) = ciexp(Nit)u; + p(t).

i=1
Predpokladejme, ze je Re \; < 0 pro ¢ =1,..., m. Pak plati

(1.2) Zci exp(Ait)u; — 0 pro t— oo.

i=1

Z tohoto diivodu budeme o kombinaci (1.2) mluvit jako o pfechodovém FeSeni a o vek-
toru p(t) jako o ustéleném feseni. Necht déle Apax & Amin jsou takova vlastni éisla,
7e plati |Re Amax| = |Re Ai| 2 |Re Amin| pro ¢ = 1,..., m. Je-li nasim dkolem vypodcitat
ustédlené feseni, je nutno Fesit soustavu (1.1) nejméné az do bodu, v némz je nejpo-
maleji klesajici exponenciala v pfechodovém feSeni uz zanedbatelns. Cim mensi je
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tedy Cislo |Re Amin|, na tim delsim intervalu je tfeba soustavu Fesit. Na druhé strané
uziti metody, kterd na tuto specialni situaci nebere zfetel, vyzaduje nutnost dobré
aproximace i ostatnich slozek v prechodovém feSeni, které se tlumi rychleji a které
nas vlastné ani nezajimaji. O velikosti integrac¢niho kroku pak bude rozhodovat ¢islo
|Re Amax|. Je-li |Re Amax| podstatné vétsi nez |Re Amin|, dostdvame se do velmi obtizné
situace, kdy mame fesit diferencidlni rovnici na dlouhém intervalu a pritom jsme
nuceni uzit integra¢ni krok, ktery je v kterékoliv fazi vypocCtu velice maly vzhledem
k délce prislusného intervalu.

Studovand soustava (1.1) je typickym predstavitelem soustavy diferencidlnich rov-
nic se silnym tlumenim (stiff differential system). Jako mira zminénych obtizi mtze
slouzit pomér |Re Amax|/|Re Amin|, ktery nazveme S-pomérem dané soustavy. Cim je
S-pomér vétsi, tim hiife se soustava chova. Poznamenejme, ze pojem ,stiff* je zaveden
heuristicky, a proto nelze uvést zadnou hranici, kdy dana soustava je uz ,stiff. Situace
je zde podobna jako u vyroku, Ze matice je dobfe nebo Spatné podminéna.

V souvislosti s posuzovanim vhodnosti ¢i nevhodnosti dané metody pro feseni ,,stiff*
soustav se uz v padesatych letech minulého stoleti objevil pojem tzv. A-stability
zavedeny vyznamnym S$védskym matematikem Germundem Dahlquistem (viz [4])
v roce 1953. K zavedeni tohoto pojmu uzijeme modelovou diferencialni rovnici prvniho
radu

(1.3) u'(t) = Au(t), te0,00),

s pocateéni podminkou u(0) =wg, v niz A je libovolnd komplexni konstanta se
zapornou realnou c¢asti. Dale zvolime libovolné h > 0 a pomoci zkoumané metody
sestrojime posloupnost {u,} pfibliznych hodnot feSeni v bodech ¢,, = nh, n =0,1,...
Zkoumanou metodu pak nazveme A-stabilni, plati-li

lim u, =0
n—oo

pti libovolném integraénim kroku h > 0. Pozadavek A-stability se prfi feSeni stiff
soustav ukazal velmi G¢inny, nanestésti je do zna¢né miry restriktivni. Je totiz skoro na
prvni pohled zifejmé, ze ani Rungovy-Kuttovy metody, ani explicitni linedrni mnoho-
krokové metody nemohou byt A-stabilni. Je tomu tak proto, Zze obé tyto tfidy metod
vedou na aproximaci exponencidly exp(At) (kterd je FeSenim testovaci rovnice (1.3))
pomoci polynomu, a ten ma v nekone¢nu pol. Podstatné vice omezujici je skutec¢nost,
7e maximalni fadd chyby A-stabilni mnohokrokové metody je 2. (P¥ipometime, ze ¥ad
metody je takové piirozené ¢islo p, Ze chyba v jednom kroku metody je fadu hP+1.)
Proto je zadouci zavést néjakou nestandardni tfidu metod pro feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic, v niz by existovaly A-stabilni metody libovolné vysokého
fadu. V dalsim textu jednu takovou tfidu metod zavedeme. Prednosti téchto metod
je, ze se jejich vlastnosti daji vySetfit pomoci zcela elementarniho matematického
aparatu.
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2. SB-metody

TFidu metod ([7]), kterou zavedeme v tomto odstavci, popiSeme pro FeSeni skaldrni
diferencialni rovnice

(2.1) u' = f(t,u), te€0,T],
s pocateéni podminkou

(2.2) u(0) = 7.

Pro uziti metody k feseni soustavy diferencialnich rovnic sta¢i pouze predpokladat, ze
v rovnici (2.1) je proménné u vektor a funkce f je vektorova funkce n + 1 proménnych.
O pravé strané rovnice (2.1) pfedpokladame, Ze je spojitd a lipschitzovska v péasu
0<t<T, —o0 < u< oo. To zarucuje existenci a jednoznacnost feseni v celém inter-
valu [0, T].
Bud déno realné ¢islo h > 0 (integra¢ni krok), celé ¢islo k, k = 1, redlnd cisla

L1y iy i = 1, Ctvercova matice € fadu k a k-dimenzionalni vektor d. Polozme
jesté

(2.3) trp =1h, r=0,1,...

a

(2.4) trkti = trk + psh, i=1,...,k—1.

Body (2.3) nazveme zdkladni body a body (2.4) intermedialni body. Pfiblizné feseni
diferencidlni rovnice (2.1) s pocateéni podminkou (2.2) v bodé ¢; oznac¢me u; a po¢i-
tejme je z obecné nelinearni soustavy rovnic

Urk+1 frk+1
(2.5) : = u,re+ hC : +hfpd, T=0,1,...,

U(r41)k fe+)k

kde e = (1, ey l)T a fj = f(tj,Uj).

Piedpoklad lipschitzovskosti pravé strany diferencidlni rovnice (2.1) zarucuje, ze
vektor (Urg41,-- - ,u(r+1)k)T je pri daném u, touto rovnici — aspon pro dostatecné
maléd h — jednoznac¢né definovan. Abychom se o tom presvéddili, stac¢i uzit postupné
aproximace a Banachovu vétu o kontrakci. Soustava (2.5) tedy pfedstavuje korektni
metodu pro FesSeni diferencidlni rovnice (2.1); nazveme ji SB-metodou. Uzity nazev
je odvozen od anglickych slov selfstarting block metod, ktera vyjadiuji skutecnost, ze
metoda nepotfebuje zZddnou specidlni startovaci proceduru a ze se v jednom kroku
metody pocité nékolik pribliznych hodnot feseni najednou.

Abychom mohli vyslovit zékladni vétu o konvergenci, zavedme jesté pojem lokdin{
chyby a 7adu SB-metody. Lokéalni chybou budeme rozumét, jak je obvyklé v souvislosti
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s piibliznym FeSenim obycejnych diferencidlnich rovnic, vektor L= L(u(t),h) dany
rovnici

u(t+ prh) u'(t + p1h)
L(u(t),h) = —u(t)e — hC — hu'(t)d.
u(t + prh) o' (t + prh)

Celé kladné c¢islo p je pak fadem SB-metody, plati-li
(2.6) Li(u(t),h) = O(hP*h), i=1,... k,

pfi A — 0 pro libovolnou dostateéné hladkou funkci u(t). Ekvivalentné lze podminky
(2.6) vyjadrit algebraickymi vztahy

k
Zcij+dizui, i=1,...,k,
j=1
(2.7) -
v ey =g, v=2.p, i=1.. .k
j=1

Poznamenejme, Ze vzorce (2.7) se odvodi z rovnic (2.6) elementarnim uzitim Tay-
lorova vzorce.

Zcela obdobné, jako v pripadé vét o konvergenci standardnich metod pro feseni
obycejnych diferencidlnich rovnic, se dokazi nasledujici véty.

Véta 2.1. SB-metoda Tddu aspon jedna je konvergentni pro kazdé klasické resent ulohy
(2.1)—(2.2).

Véta 2.2. Ma-li eSend problému (2.1)—(2.2) celkem p + 1 spojitych derivact v intervalu
[0,T], je Fdd konvergence SB-metody pro toto TeSeni roven cislu p.

3. A-stabilita SB-metod

Pro snadnou konstrukci A-stabilnich metod libovolné vysokého fadu je ucelné zuzit
tfidu SB-metod na tzv. SBK-metody, coz jsou SB-metody, pro néz je u; = i/k pro
1 =1,...,k a které jsou radu aspon k.

Pro SBK-metody plati

k .
1
1 di:_7 .:17"'7 )
g cij + PR k
Jj=1

AN i\ ‘
1/;(%> Cij:(E>, v=2,...,p, i=1,...,k,

x>
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neboli polozime-li

1 k
3.1 M = di (——)
(31) iog (7
pak ekvivalentné dostaneme

Ce+d = Me,

2CMe = M?e,
(3.2)

kECM* e = MFe.

Zatim nic nevime o existenci SBK-metod. Obratme se proto nejprve k feseni tohoto
problému. To provedeme v nésledujicim lemmatu (v némz / znadi jednotkovou matici
fadu k).

Lemma 3.1. Necht t je libovolny k-dimenziondlni vektor. Necht matice C je Tesenim
rovnice

(3.3) M?V = CMV(I + kM) + (0,...,0,t),

kde V je Vandermondova matice pro éisla 1/k, ... k/k, 4.

—~

—
o e
S—

o
—
o =
S—

-
—
o e
S—

Ed

|

—

a d je vektor definovany rovnici
(3.5) d = Me — Ce.

Pak SB-metoda dand matici C a vektorem d je SBK-metoda.

Ddkaz tohoto lemmatu je zcela elementarni. Pfedné matice C je rovnici (3.3) jed-
noznaéné definovana, protoZze matice MV (I + kM) je ziejmé regularni. K dokonéeni
dikazu je tedy tfeba ovéfit platnost rovnic (3.2). Prvni rovnice v (3.2) je prévé
rovnice (3.5). Abychom verifikovali zbyvajici rovnice, sta¢i psat (3.3) ve tvaru

(3.6) (M?e,M3e,... ,M"tle)=(0,...,0,t) + (2CMe,3CM?e, ..., (k +1)CM"e).
Porovndme-li prvnich (k — 1) sloupcii matice na levé strané rovnice (3.9) s prvnimi
(k — 1) sloupci matice na pravé strané této rovnice, dostaneme poslednich (k — 1)

rovnic (3.2). O
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Mnozina SBK-metod tedy neni prazdna. Zkoumejme nyni A-stabilitu téchto metod.
Aplikujme proto danou SBK-metodu na skaldrni diferencialni rovnici (1.3). Dostaneme
Uprk+1
(3.7 (I —zC) =urk(e+z2d), z=hA.
U(r+1)k
Protoze matice (I — zC)~! pro dostateéné mala h existuje, je mozno rovnici (3.7) psat
(pro dostate¢né mald h) podle Cramerova pravidla ve tvaru

pll(z)7 L) plk(z)
(I—2C0)" = — : : ,
Q(z) ' '
pre1(2), -y Prk(2)
kde
Q(z) = det(I — zC)
a p;;j(z) jsou polynomy stupné nejvyse k — 1. Polynom p;;(z) je totiz determinant
matice, kterd vznikne z matice (I — 2C) vypusténim j-tého fadku a i-tého sloupce
a ktery je opatien znaménkem (—1)**J. Posledni slozka vektoru fesen{ soustavy (3.7),
ktera je rozhodujici pro celkové chovani metody, je tedy ddna vzorcem

P(z)
Upr(k+1) = Wuﬂm 7':071,...7

kde
k
(38). P) = ()1 + dj2).
j=1

Stupen polynomu P je ptritom nejvyse k. Nasledujici véta nyni uz plyne bezprostfedné
z definice A-stability.

Véta 3.1. Nuind a postacugjici podminka pro A-stabilitu SBK-metody je platnost ne-
‘P (2)
Q(2)

pro vsechna komplexni z se zdpornou redlnou ¢dsti.

r0UN0St1

<1

P#i konstrukci A-stabilnich SBK-metod hraje uréujici roli nasledujici lemma.

Lemma 3.2. Necht vektor t definuje SBK-metodu ve smyslu lemmatu 3.1. Necht ddle
ag, ... ,ax (ap = 1) jsou koeficienty polynomu det(l — zC). Pak plati

1 . 1
(k+1)! (k+1)!
kde M je matice definovand rovnict (3.1), V je matice definovand rovnici (3.4) a N =
= diag(%, ceey %)
Dikaz se opird o Caleyovu-Hamiltonovu vétu (kazdd matice je kofenem svého cha-
rakteristického polynomu). Je sice zase elementérni, vyzaduje vSak pfece jenom vice
pocitani, a proto se odvolame na [7]. O

(3.9) MVN (ag,...,a;)" = M++le,

Lemma 3.2 umoziiuje konstruovat SBK-metodu, jejiz polynom det(l — z2C) je libo-
volny predem zadany polynom:
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k )

Véta 3.2. Necht Q(z) = > a;2" je libovolny polynom s ag = 1. Pak existuje SBK-
i=0

-metoda, pro niZ plati det(l — z2C) = Q(z).

k .
Ddikaz. Polozme t = (k+ 1) Y m Mitle a sestrojme SBK-metodu podle lem-
i=0

matu 3.1. Koeficienty ao, . . ., a; polynomu det(/ — zC) spliiuji soustavu typu (3.9), na

jejiz pravé strané je vzhledem k volbé vektoru t vektor MV N(ay,...,a1)T. Protoze
matice MV N je ziejmé regularni, plati (ag,...,a1)" = (ag,...,a1)T, coz dokazuje
vétu. O

Véta 3.2 poskytuje Siroké moznosti konstrukce SBK-metod se specidlnimi vlast-
nostmi, a tedy i A-stabilnich metod libovolné vysokého fadu. Jeden elementérni
postup, ktery uzivd znamych vlastnosti tzv. Padéovych aproximaci exponencialy, nyni
popiSeme.

Pfipomertime, ze Padéovou aprozimaci exponencidly (viz napf. Golub, van Loan [5]
nebo Baker Jr., Graves-Morris [1]) rozumime raciondlni funkei F(z) = S(z)/T(z), kde
S, resp. T je polynom stupné s, resp. t, pro niz plati F(z) = exp(z) + O(zt+5+1)
pfi z — 0. Takové aproximace existuji pro libovolna pfirozend ¢t a s a koeficienty
polynomul S(z) a T(z) jsou redlné. Pro nase dalsi avahy je dilezité, Ze pii s =t =k
plati T'(z) = S(—z) a polynom S(z) mé kofeny v levé poloroviné komplexni roviny.
Polozime-li S(z) = Zk: s;2%, plati navic

i=0

=0
(3.10) .

Tyto elementarni vlastnosti Padéovych aproximaci exponencidlni funkce uz nam
dovoli dokazat hlavni vétu o A-stabilnich metodéach.

Véta 3.3. Ve tridé SB-metod existuji A-stabilni metody libovolné vysokych tadi.

Dikaz. Podle véty 3.2 sestrojme SBK-metodu, pro niz plati Q(z) = S(—z); snadno
zjistime, Ze polynom P(z) definovany rovnici (3.8) je polynom S(z). Plyne to v pod-
staté z toho, ze vyraz exp(h) — P(h)/S(—h) je posledni slozka vektoru lokalni chyby
zkoumané metody aplikované na diferenciélni rovnici u’ = u, a je tedy fadu O(h¥*1).
Odtud odvodime vyjadieni koeficientti polynomu P(z) pomoci koeficienti poly-
nomu S(—z) a uzijeme vzorce (3.10). Raciondlni funkce P(z)/Q(z), kterd rozhoduje
o A-stabilité uvazované metody, je tedy rovna funkci S(z)/S(—z). Je to funkce holo-
morfni v levé poloroviné komplexni roviny, protoze kofeny polynomu S(—z) lezi v pravé

poloroving. Protoze koeficienty polynomu S(z) jsou redlné, plati S(—iy) = S(iy) pro

redlnd y. Plati tedy |S(iy)|/|S(iy)| = 1 pro kazdé redlné y. Princip maxima modulu
holomorfni funkce nyni dava pozadovanou nerovnost
5(2)
5(==2)

<1 pro Rez<0. O
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Ve tfidé SB-metod jsme tedy nalezli elementarni aparat pro konstrukci A-stabilnich
metod libovolné vysokého fadu. Ilustrujme zavérem uzitecnost metod tohoto typu na
jednoduchém prikladé.

Resme jednodimenzionalni rovnici pro vedeni tepla

8%u  Ou

—_— = — 0 1, 0<t<T

922 ot <x <l <t <d,
u(sc,O) = g(sc),

u(0,t) = u(l,t) =0

metodou primek (tj. tak, Ze provedeme diskretizaci pouze prostorové proménné).
Dostaneme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic

(3.11) u, = Apup,

kde m je pocet dilk®, na ktery rozdélime interval [0,1], h = 1/m, A, je konstantni
tfidiagondlni matice fadu (m — 1) a up, je (m — 1)-dimenzionalni vektor, jehoz slozky

jsou hodnoty pfiblizného feseni na pfimkach x = x; = kh. Vlastni ¢isla matice Ay, jsou
déna vzorci

Au ﬁstQV_;;’ v=1,....m—1
S-pomér soustavy (3.11) je tedy roven ¢islu
sin? (E o)
m 2
1
(1 7)
m

které roste nade vSechny meze pro m — oo. Uzijeme-li k feSeni této soustavy ne dosti
promyslenou metodu, nemtizeme ocekavat vic, nez ze dostaneme jen relativné stabilni
diferencni schéma.
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