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Zobecnéné trigonometrické funkce
z ruznych hli pohledu

David Edmunds, Brighton, Jan Lang, Columbus

V tomto prehledu se zaméfime na jednu z definic zobecnénych trigonometrickych
funkci, kterou budeme zkoumat z riznych hld pohledu a ukazeme jeji roli v roz-
dilnych oblastech matematiky. Zacneme z pohledu analyzy, pro kazdé p € (1,00)
definujeme funkei sin,; ! prostiednictvim integralni formule, kterd je zobecnénim znamé
integralni reprezentace funkce arcsin, a poté s jeji pomoci zadefinujeme zobecnéné
funkce sinus, kosinus a tangens (znacené sin,, cos, a tg,) a ukdzeme jejich zdkladni
vlastnosti (Pythagorova identita atd.). V dalsi ¢asti prostiednictvim jednotkové kruz-
nice v roviné s f,-normou definujeme zobecnéné trigonometrické funkce podobnym
postupem jako v pfipadé roviny s klasickou f3-normou a dokazeme, ze tyto funkce se
shoduji s funkcemi definovanymi v prvni kapitole. V tfeti kapitole uvazujeme integralni
operator T : LP(I) — L*(I), definovany piedpisem T f(z) = [; f(t)dt na I = (0,1),
a soustfedime se na problém nalezeni extremélnich funkci (tj. funkci z jednotkové
sféry v prostoru L?(I), na kterych se nabyva norma operatoru 7). UkéZeme, Ze extre-
malni funkce jsou vyjadritelné prostiednictvim zobecnénych trigonometrickych funkci.
V néasledujici ¢asti budeme studovat Dirichlettiv problém pro vlastni ¢isla p-laplacianu
na omezeném intervalu. Zde vSechny vlastni funkce jsou vyjadfitelné pomoci funkci
sin,(nx), které splyvaji s klasickymi feSenimi, kdyz p = 2. Po ukdzce souvislosti
s aproximacni teorii uzavieme Clanek piehledem alternativnich definic zobecnénych
trigonometrickych funkci, které se vyskytuji v literature.

Uvidime, ze vSechny definice zobecnénych trigonometrickych funkci, které lze najit
v literatufe (viz (8], [9]), si zachovavaji jen nékteré vlastnosti klasickych trigonometric-
kych funkci a ze zadna definice zobecnénych trigonometrickych funkci neni schopna
zachovat vSechny vlastnosti zndmé z klasickych trigonometrickych funkci. Zalezi jen
na potfebach aplikaci, kterd definice bude vhodnéjsi.

1. Analyticky thel pohledu

Z prednasek integralniho poctu dobfe vime, ze
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¥ 1
Sx)= [ ——dt, 0Zz<1, P
@- | = <o @)

nam definuje diferencovatelnou funkci na [0, 1]. Protoze podil ﬁ je kladny na (0, 1),
funkce S je rostouci a prostd z [0,1] do [0,n/2]. Tato funkce je oznacena arcsin(x)
a jejim prostiednictvim lze definovat funkci sin na intervalu [0,7/2] a standardnim
zpisobem ji 1ze rozsitit na funkei sin na intervalu (—oo, 0o).

Tento postup lze snadno zobecnit. Pro 1 < p < oo definujme diferencovatelnou
funkei F), : [0,1] — R pfedpisem

o1

Vzhledem k tomu, Ze F}, je monoténné rostouci, je i prostou funkei zobrazujici interval
[0,1] na [0, n,/2], kde
Yo
KPZQ/O{’/f—tht’ 0<z<1. (4)
Inverzni funkei k funkci F}, na [0, n,/2] oznacime sin, a rozsiiime jako v piipadé sin
(tj. p=2) na [0, )] definovanim
sin, z = sin, (1, — ), x € [np/2,m,);
k dalsimu rozsifeni pouzijeme lichost a 2m,-periodi¢nost. Timto postupem obdrzime
diferencovatelnou funkci definovanou na R, ktera se shoduje s funkei sin, kdyz p = 2.
Funkci cos,, definujeme nasledujicim zptsobem:
cosp T = 7 sin, z, v € R. (5)
Ziejmé cos,, je sudd, 2m,-periodické a lich4 vzhledem k m,; a coss = cos.
Nechtf x € [0, n,/2]. Pak z definice plyne, ze
cos, x = (1 — (sin, )P) /7. (6)
Navic ze symetri¢nosti a periodicity mame
|sin, z|P + |cosp z|P =1, z €R. (7)
Obr. 1 nize ukazuje grafy funkeci sin, a cos, pro p =1.2 a 6.

p=6 p=1.2

054 | 051

089

—  sinf sin_1.2
cog b cos_1.2

Obr. 1: sing, cosg sing o, €c0S1.9
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Z (4) plyne, Ze

1

T — _ — _ _

Tyt [ ) s B Up 1/p) =5 T(L- 1p) T,
0

kde B je beta funkce, I' je gamma funkce a

2n
T, =——-—. 8
P psin(rn/p) (8)
Ziejmé ny = T a

pr, = 2I(1/p\T'(1/p) = p'ny,  kde p' =p/(p —1). (9)

5]

£l

4]

5]

u 2 3 4 & B
P
Obr. 2: y =1,

S pomoci (8) a (9) lze ukazat, Ze n, je klesajici, pokud p je rostouci, a navic

;1)1—>Inl Ty = 00, plggo T, =2, 1121—%(]9 —Dr, = ;1>1—>ml Ty = 2. (10)

Spojitost mezi n, a p je ukdzdna na obr. 2.
Zobecnénou funkci tangens definujeme stejné jako v klasickém piipadé:

sin,
tg, @=L, 11
&p COSp T (11)
p=b p=1.2
251
20004
5]
18004
1.5
10004
1]
054 500
u 02 04 x & 0s 1 o Ty % 3 3
Obr. 3: Yy = tgﬁ(m)7 S [07 ﬁ6/2) Yy = tg1.2(x)’ T e [07751-2/2)
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Obr. 3 ukazuje chovani tg,, kdyz p = 1.2 a 6.

Vidime, ze funkce tg, x je dobie definovana pro vSechny = € R vyjma body (k + Dy
(k € Z); je licha, m,-periodicka a tg,0 = 0. Uzitim (7) lze ukdzat, Ze na intervalu
(—=mp/2,mp/2) funkee tg, mé derivaci 1+ [tg, x|P. Z toho plyne, ze:

d, 1
— (to~ - -
dx(gp z) 1+ |z|p

|
tgte= [ ————dt
. / L+t

ana (—n,/2,1,/2) mame

Zjevné tedy tg;l T = arctgx.

2. Geometricky thel pohledu

Tuto kapitolu zacneme pfipomenutim konstrukce funkci sin a cos prostfednictvim
jednotkové kruznice v roviné R? vybavené obvyklou /3 metrikou, a poté tento postup
zobecnime pro rovinu R? s ¢, metrikou.

Necht r > 0 a S, = {(z,y) € R%* 22+ y? = r?} je kruZnice v roviné R? s /5
metrikou.

Kazdy bod v R? miiZe byt popsan v pravothlych soufadnicich (x, y) nebo v polarnich
soutadnicich (r, ). Zavislost mezi témito riiznymi souradnicovymi systémy je popsana
pomoci funkei sin, cos a tg.

Vztahy mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi jsou dany

T = 1Cos, (12)
y = rsinp. (13)

a ( je provazano s x a y prostfednictvim funkce tangens:
p=tg" (y/2), =,y > 0.

Z {5-metriky plyne

7“2 :x2 +y2.

V piipadé p # 2 analogii kruhu je p—kruznice S, = {(x,y) € R?;|z|? + |y|? =P} a
je prirozené pozadovat nasledujici identity:

T =T1cosy P, (14)
y = rsiny . (15)

Z ¢, geometrie plyne, Ze Pythagorova identita bude mit nasledujici tvar:
| sin, | + | cosp P =1,
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a tedy cos, ¢ = (1 — (sin, p)?)Y/?, kdyz =,y > 0.
1

[k}

0.6

0.4

0z

E=a=3
1N}

Obr. 4: Prvni kvadrant sféry S; pro p = 2,6,1.2.

Obr. 4 ukazuje zménu tvaru Sy v zavislosti na zméné p. Kdyz p # 2, pak p-kruznice
S, neni symetrickd vzhledem k rotaci, a tedy obvykly vztah mezi délkou oblouku
kruhové vyseCe na S, a velikosti jejtho vnitfniho dhlu, ktery zndme z ¢ metriky,
neplati. Misto toho budeme pozadovat celkem prirozenou nasledujici podminku

d
@ sin, ¢ = cos,, @,

=0, (z,y9)=(1,0),
a navic predpokladejme, ze ¢ roste, kdyZ (x,y) se pohybuje po S, v kladném sméru.

Pak d ) )
—sing Tt = = , 05t<1,
dt cosy(sin, ' t) 1 —tP

z ¢ehoZz plyne, Ze funkce sin, a cos, jsou shodné s funkcemi definovanymi v predeslé
kapitole.
Funkci tg,, definujeme stejné jako v kapitole 1,

siny, ¢

t = ,
&p ¥ oSy

a tedy jako v pfipadé p = 2 mame

o =tg, (y/x), x,y > 0.

3. Integralni operator a zobecnéné trigonometrické funkce

V této kapitole se zaméfime na jeden z nejjednodussich moznych integralnich ope-
ratorti. Na intervalu I = [0, 1] definujeme operator T,

Tf(@) = /Om F(t)dt. (16)
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Pokud uvaZzujeme T jako zobrazeni z L9(0,1) do L2(0,1), pak je ziejmé, ze T je
kompaktni a v Ly(0,1) existuje funkce, na niz se nabyva norma 7. V tomto piipadé
se lehce ukaze, ze ||T'||1,(0,1)—L2(0,1) = 2/ a Ze norma se nabyvéa pro funkci

0= 500 ().

pficemz
Tf(t) =sin (%) .

Kdyz p # 2, pak jako v predchozim pfipadé T je kompaktni zobrazeni z L,(0,1)
do L,(0,1), a tedy existuje funkce, na které se nabyva norma zobrazeni T'. V [7] bylo
dokéazano L

W +p) 7 )Yt
HTHLP(O,].)—)LP(O,I) = 1 1
B(F? _)

a 7e norma se nabyva pro funkci

0= Fem ()

TF(t) = sin,, (%) .

Timto tedy opét ziskdme zobecnéné trigonometrické funkce.

4. Vlastni funkce pro p-laplacian

Uvazujme klasicky Dirichlettiv problém na (0,1) :

Au+ =0 na(0,1),
u(0) =0, wu(l)=0.

Je dobfe znadmo, ze vSechna vlastni ¢isla maji tvar:
A, = (nm)?, neEN,
s odpovidajicimi vlastnimi funkcemi
un(t) =sin (nrt), neN.

Pripomenme si definici p-laplacianu, ktera je prirozenym zobecnénim Laplaceova
operatoru:
_ 1p—2, 1\
Apu = (Ju'|P~*u’)".

Zjevné Ayu = Awu. Pak analogii problému (17) je nésledujici tloha:

Apu+ AulP2u=0 na (0,1), } 8)

u(0) =0,u(1) = 0.
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V [5] bylo ukdzéano, ze vSechna vlastni ¢isla pro tento problém maji tvar

A

/

An = (nmy)

s odpovidajicimi vlastnimi funkcemi
Uy, (t) = sin, (nmpt).

Opét jsme u tohoto problému svédky vyskytu zobecnénych trigonometrickych funkci
z kapitoly 1.

Poznamenejme, ze literatura o p-laplacianu a operatorech jemu blizkych je rozsahla.
Zminime se pouze o nékolika pracich, které jsme v predchozim necitovali a které se
vztahuji k zaméfeni tohoto ¢lanku. Pfedné jsou to zajimavy piehledovy ¢lanek [12]
a kniha [6], dale [2], kde je elegantné vytvofena Sturmova-Liouvilleova teorie pro
jednorozmeérny p-laplacian, a klasické ¢lanky [4], [14].

5. Aproximaéni teorie a zobecnéné trigonometrické funkce

Necht 1 <p < o0 a —00 < a < b < oo. Uvazujme Sobolevovo vnofeni na I = (a,b),
E:WyP(I) — LP(), (19)

kde W, " (I) je Sobolevity prostor funkci na intervalu I s nulovou stopou (vice v [13])

a normou
1 1/p
fulhwgrn = ([ worat)

Je dobfe znamo, ze (19) je kompaktni zobrazeni a podrobné informace o kompakt-
dilezitou roli v rozli¢nych oblastech matematiky. Vlastnosti kompaktnich zobrazeni
mohou byt popsany pomoci Kolmogorovovych, Bernsteinovych, Gelfandovych ¢i apro-
ximacnich ¢isel.
Pripomenme zde definice téchto ¢isel:
Definice 5.1. Nechf 7' : X — Y je omezeny operator, kde X a Y jsou Banachovy
prostory, a necht n € N.

(i) Kolmogorovovo n-té ¢islo d,(T) je definovano jako

dpo(T) = dn(T(X),Y) =inf sup inf ||Tz—yly,
Xn <1YEXn
lzllx=1
kde infimum je vzato ze vSech n-rozmérnych podprostora X,, v X.
(ii) Gelfandovo n-té ¢islo d™(T) je definovdno jako

&"(T) = d"(T(X),Y) =inf  sup | Tally,
L™z x <10l

kde infimum je vzato ze vSech podprostort L,, s kodimenzi n v prostoru X.
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(iii) Bernsteinovo n-té ¢islo b, (T') je definovano jako

bo(T) = by (T(X),Y) = T ,
(D) =0(TX)Y) = s int [Tl llx

kde X, +1 je podprostor span{T'z : x € X} s dimenzi = n + 1.
(iv) Aproximacni ¢islo a,(T) je definovano

an(T) = inf ||T — F”Xﬁy,

kde infimum se bere ze vSech omezenych linearnich zobrazeni F' : X — Y
s hodnosti F' mensi nez n.
V nasem piipadé mame X = Wol’p(l) a'Y = LP(I). Vzhledem k tomu, ze LP(I) ma
aproximacni vlastnost, kdyz 1 < p < oo, pak E je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz
lim a,,(F)=0.
m— o0
Definujme I = [a,aJr %} I = [bf %%,b} al; = {a+( )\1\ a+(i+ 3 )lIl
pro 1 < i < n. Intervaly {I;}!" , pokryvaji I a jejich prostfednictvim jsou definovany
nasledujici zobrazeni

n—1
R.f =) P,
=1
kde ;
Ri@) =, @ (a+il])

a x; oznaCuje charakteristickou funkci mnoziny I;. Je zfejmé, ze R, je zobrazeni
z Wy P(I) do L*(I) s hodnosti n — 1.
Nésledujici tvrzeni bylo dokazano v [3].

Véta. Necht 1 < p < oo. Pak

o () = L. (,1>1/p

p

sn(E) = [[(E - Rn)gHLT’(I)a

o x—a |l
g(x)smp< - n)

a s, (E) znadi libovolnou z hodnot a,(E),d,(E),d"(FE) & b,(E).

Ptedchozi véta nam dava informace o obraze jednotkové koule z W& "P(I) v prostoru
LP(I) a plyne z ni, 7e nejvétsi prvek v BW,P(I) := {f; ||f||W01,p(1) < 1} vzhledem
k normé LP(I) je

sin,, (”T;a|f|>

Ising (22101 o

kde

fi(z) ==
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)

Aproximujeme-li B VVO1 "P(I) pomoci jednorozmérného podprostoru v LP(I), nejvzda-

i (z=a Ul
sin,, ( = 2

uﬂ) lwer

lengjsi prvek od optimalni jednorozmeérné aproximace je
fa(@) = —
|| sin, ( -

2

Obecnéji, pokud aproximujeme BW,"*(I) pomoci n-rozmérného podprostoru
v LP(I), pak nejvzdélen&jsi prvek od optimalni n-rozmérné aproximace je
: —a I
siny, (u . —)
In (x) = Tp[ -
[siny, (22 L) s
P Tp Wy P(I)

n

a z predeslé véty mame || fil| Loy = 5n(E)
Nize uvadime grafy, které zobrazuji projekci BVVO1 P(I) na linedrni podprostor

span{ f1, f2, f3} v prostoru LP(I).

V piipadé p = 2 ziskdme elipsoid (kde osy x,y, z odpovidaji funkcim fi, fo, f5) a
lze vidét, Ze funkce f; zde hraji roli poloos elipsoidu.

=

o]

L
e
byt

LAy

8

<
%
(Tt
i

i

13

(2%
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Vsimnéme si, Ze hlavni rozdil mezi obr. 5 a obr. 6 je v nekonvexité grafii na obr. 6.
To naznacuje, ze funkce f1, fo2, f3 nejsou ortogonélni ve smyslu Jamesovy ortogonality.

Pfipomenime definici této ortogonality. Pokud a, b jsou prvky z Banachova prostoru
X, tfekneme, ze a je ortogonalni vzhledem k b v Jamesové smyslu, pokud plati
llallx < |la + Mb||x pro kazdé A € R. Poznamenejme, Ze Jamesova ortogonalita neni
obecné reflexivni. V literatufe se nékdy oznacuje jako Birkhoffova ortogonalita.

Obr. 7 ukazuje, ze pro p = 6 (podobné grafy lze ziskat pro ostatni p # 2) funkce f;
neni ortogonalni k f3 a také ze f3 neni ortogonalni k f; v Jamesové smyslu.

Poznamenejme, ze i kdyz funkce f,, nejsou v Jamesové smyslu ortogonalni, tak pro
dostatecné velké p > 1 tvofi bazi v L, prostoru (viz [1]).

p=B p=6

y=ft) y=f(t)

\_/

0.2 01 01 02 02 01 01 0z
t t

Obr. 7: f(t) = [[f1 + tfsll f@&) =1lfs +thlp

6. Dalsi definice zobecnénych trigonometrickych funkci

Definice zobecnénych trigonometrickych funkci zvazovana v piedchozim textu je jen
jednou z mnoha, jeZ muzeme najit v literatufe, kterd je velmi rozsdhld a saha az
k Lundbergové préci z roku 1879 (viz [11]): detaily riiznych definic a p¥istupi 1ze najit
v pracich Lindqgvista [10], Lindgvista a Peetreho [8]; viz také [9]. V [11] miZeme najit
elegantni historicky prehled. Dale ukazeme nékteré z téchto alternativnich definici.
Zac¢neme definici zavedenou a studovanou v [8] a [9].

Necht p € (1,00) a mé&jme

— dt
Tp =P o (1_tp)(p—1)/p'

Na intervalu (0, ©,/p) definujeme funkce S, C}, a T}, nasledovné:

B Sp(z) dt B 1 dt - Tp(z) dt
r= 0 (1 —tp)(e=1)/p’ r= () (1 —tp)(p=1)/p’ = o (1 +tr)2/p
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a roz§ifime je na R, stejné jako bylo provedeno v kapitole 1. Poznamenejme, ze
T, =pS, (1) = pC,1(0). Pak na intervalu (0, T,/p) plati:

T, 1 g
S, (22 )=>==0C | 2. 21
p(%) {2 p(%) 21
V piipadé p = 2, pak zjevné So(x) = sinz, Co(x) = cosz, Ta(z) = tgx.

Dalsi moznost definovani zobecnénych trigonometrickych funkei je popsdna v [10]
(viz také diivejsi ¢lanek [15]). Definujme

20p—1
= ——FTm

oI
s —
p p

Na (0, #,/2) zavedeme funkce S, (z), C,(z), a T,(x) pomoci rovnosti:

P

p—1 dt

/Sp(x) ds /
T = _ T = _
o ph-E Cow) pf1— 2

p—1

Pro p = 2 pak okamzité dostavame Ss(z) = sinz, Cy(z) = cosx, Th(z) = tg .
A na (0,%,/2) plati

p—1 p—1
Bol) _ (p— 1y l2(Gy ()
D) 1) (8
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zatimco pro T}, méme

a také

d /- T,(x))P
= (h@) =1+ Tple))” ;(_ )1) .

Je dilezité si povSimnout, ze bez ohledu na to, kterou definici pouzijeme, dobré
vlastnosti budou vzdy doprovazeny vlastnostmi méné elegantnimi. Napriklad definice
pouzitd v predeslych kapitoldch ndm dava elegantni Pythagorovu identitu (7) a je
tzce svazand s Dirichletovym problémem pro p-laplacian, ale derivace funkce cos, je
popséana prostiednictvim ponékud komplikované formule a navic t, — oo, kdyz p — 1.
Prvni definice z této kapitoly vede k Pythagorové identité a k identité (20), ale derivace
funkce S, je vyjadritelnd pouze pomoci mocniny funkce Cj,. A pro posledni definici
v této kapitole plati, Ze %, je sice omezené pro p z intervalu (1, 00), ale Pythagorova
identita neni elegantni a derivace funkci Sp a é'p jsou vyjadfeny ve formé, kterd ma
daleko k jakékoliv formé elegance.

Je tedy zfejmé, Ze rozhodnuti o tom, kterd definice zobecnénych trigonometrickych
funkci je nejlepsi, zavisi na tom, které vlastnosti trigonometrickych funkci jsou po-
tfebné pro aplikace, ve kterych je hodlame pouzit.
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DML-CZ — soucasnost a budoucnost

Oldrich Ulrych a Jiri Vesely, Praha

Na konci tohoto roku skonéi pétilety projekt digitalizace ceské matematické literatury
DML-CZ (viz zakladni informace v [10]). Pfedstavuje dalsi vyvojovou fazi v oblasti
archivace, prezentace a okamzité dostupnosti publikaci z oboru matematika. Je vse-
obecné znadmo, zZe se vyvoj v této oblasti po staleti stéle zrychluje. K ilustraci si staci
pfipomenout nékolik vybranych letopoc¢ti: Jedna z nejrozsifenéjsich matematickych
knih, Eukleidova Elementa (Stoicheia) ze 4. stol. pf. n. l., kterd ovliviiuje vyvoj
matematiky dodnes, vysla tiskem poprvé r.1506. Viibec prvni tisténou matematickou
knihou byla patrné Treviso Arithmetic z r. 1478 a prvnim odbornym casopisem, ktery
zvefejiioval i matematické prace, byl Journal des s¢avans, zalozeny r. 1665. Téhoz
roku zacaly vychazet i Philosophical Transactions of the Royal Society of London.
Patrné nejstarsi dosud existujici ¢isté matematicky casopis Journal fur die reine und
angewandte Mathematik (Crelles Journal) zacal vychézet r. 1826.

Pozoruhodné je vzrtstajici rychlost, se kterou matematické poznatky pribyvaji.
Jiz kolem r. 1850 vychézelo priblizné 1000 matematickych védeckych clankt rocné a
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Univerzita Karlova, Sokolovskd 83, 186 75 Praha 8, e-mail: ulrych@karlin.mff.cuni.cz,
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Podporovéno projektem 1ET200190513 DML-CZ: Ceskd digitdlni matematickd knihovna
v rdmci programu ,, Informaéni spoleénost* Akademie véd CR (N4rodni program vyzkumu,
2005-2009).
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