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Modelovani dopravniho proudu — slozity
piibéh jednoho typu matematickych
modeltl

Marek Brandner a Jaroslav Tuma, Plzen

1. Uvod

V tomto c¢lanku se vénujeme vyvoji makroskopickych modeltt dopravniho proudu.
PopiSeme stru¢né prvni pouzivané modely (modely prvniho ¥adu) a jejich nevyhody.
Préavé nevyhody jednoduchych modelt vedly k pokustim o jejich zdokonaleni za vyuziti
poznatki z oblasti mechaniky tekutin. To vedlo k odvozeni modelt druhého fadu. Do-
slo vsak k prekvapivému vyvoji — modely druhého fadu mély opét zadsadni nedostatky.
Kritika $la dokonce tak daleko, Ze néktefi odbornici chtéli makroskopické modely
uplné zavrhnout. Pak se vSak objevily prace, ve kterych byly navrzeny zajimavé
modifikace modelt druhého fadu, které slabiny predchozich pristupt nemély. V téchto
pracich bylo navic ukézano, ze nékteré makroskopické modely zajimavym zptisobem
souvisi s modely mikroskopickymi — mikroskopické modely 1ze ztotoznit s nékterymi
numerickymi metodami pro makroskopické modely (jedna se o souvislost, kterou napt.
nelze najit v mechanice tekutin).

Poznamenejme, ze matematické modelovani dopravy se zacalo vyrazné rozvijet po
druhé svétové valce (kromé rostouci intenzity dopravy hral jisté svoji roli i nastup
vypocetni techniky). Byly vytvofeny rizné typy modelt na riznych skalach: od mik-
roskopické trovné, pres aroven mezoskopickou az po troven makroskopickou. V tomto
textu se vénujeme pouze tzkému vybéru modeld. Ctenéfi, ktery ma zédjem o dalsi
tdaje, doporucujeme napt. publikaci [7].

2. Makroskopické modely prvniho fadu

Zakladni makroskopické modely byly vyvinuty v padesatych letech dvacatého stoleti.
Prvni model byl odvozen M. J. Lighthillem a G. B. Whithamem v roce 1955 a téméf
soudasné P. I. Richardsem v roce 1956 (podrobnosti o vyvoji modeld nalezne ¢tenar
napf. v [7]). Jedna se o model prvniho ¥4du, tj. o model zaloZeny na jedné parcidlni
diferencialni rovnici. Odvozen byl na zékladé jednoduché analogie mezi dopravou a
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proudénim tekutin. Zakladni formulace vychézi ze zédkona zachovani po¢tu vozidel a
lze ji zapsat ve tvaru
Qt+ [U(anat)lg]a? :07 (1)

kde x pfedstavuje prostorovou proménnou, ¢ ¢asovou proménnou, ¢ = o(z,t) je hustota
vozidel a v = v(p,x,t) je rychlost. Casto definujeme tzv. tokovou funkci (o, x,t) =
= v(p,z,t)o(z,t). Indexem ¢ minime parcidlni derivaci podle ¢, indexem x minime
derivaci podle x. Vyse uvedenou rovnost 1ze nahradit vyjadfenim v integralnim tvaru

d [*2

T o(z,t) dx + v(p, x2,t)0(x2,t) — v(0, x1,t)0(x1,t) = 0. (2)
z1

Tento vztah lze interpretovat nasledujicim zpuasobem: ¢asova zména poctu vozidel
v useku vozovky od x1 do x5 je ddna rozdilem mezi poc¢tem vozidel, které bodem x
do tseku vjedou, a poétem vozidel, které v bodé x5 tisek opusti. Jesté uvedme, ze
hustota vozidel je udavana v jejich poctu na metr, integral tedy skutecné reprezentuje
pocet vozidel v tseku (x1,23). Soufin vp mé rozmér polet vozidel za sekundu. Lze
jej tedy chépat jako tok vozidel. Vztah (1) je lokalni formulaci integralni bilance (2).
V dalsim textu vSak budeme uvazovat hustotu jako bezrozmérnou (ptivodni hustotu
prendsobime délkou vozidla AX). Budeme také predpokladat, ze vSechna vozidla maji
stejnou délku a ze plati 0 < o < 1.

K tomu, abychom ziskali kompletni matematicky model, je tfeba jesté dodat poca-
teni podminku (pocateéni rozlozeni hustoty vozidel v tiseku, ktery budeme sledovat)
a okrajovou podminku (hustotu vozidel na jednom z okraju tseku v kazdém bodé
Casového intervalu, ve kterém budeme tlohu Fesit). Déle je potfeba zvolit konkrétni
tvar funkce v = v(p, x,t). Nejjednodussi volbou je pochopitelné v = konst. Tato volba
znamend, Ze vSechna vozidla se pohybuji pfedepsanou konstantni rychlosti. Druhou
jednoduchou volbou je v = v(z). V tomto pfipadé je rychlost také pfedepsana, je vsak
na riznych mistech vozovky rtizna. Model s touto volbou rychlosti mizeme interpre-
tovat i jinak: misto vozidel mizeme uvazovat napt. baliky, které jsou dopravovany
po pasovych dopravnicich umisténych za sebou, z nichz kazdy ma obecné nastavenou
jinou rychlost. Funkce v = v(z) je pak po ¢astech konstantni (v tomto pfipadé musime
v8ak uvaZovat i zobecnénd FeSeni). Klasickou volbou je

UV = Umax (1 - Q) ) (3)

kde vpax je dand maximalni rychlost. Je zfejmé, ze dosdhne-li hustota své maximalni
hodnoty, tj. ¢ = 1, je rychlost nulova. Blizi-li se hustota k nule, rychlost se blizi ke své
maximalni hodnoté.

Podivejme se nejdiive na nejjednodussi z pripadi, tj. pripad s konstantni rychlosti.
Uvazujme pro jednoduchost pouze pocatecni tlohu

0t + V0 = Ou HS ]Ru te (07 Tmax)7 (4)
o(z,0) = oo(z), xR

Vyhneme se tedy oSetfovani okrajovych podminek. Dosazenim do rovnosti v (4)
ovéfime, Ze FeSenim je o(x,t) = go(x — vt). Lze tedy Fici, Ze FeSeni tlohy (4) ziskdme
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posouvanim pocatecni podminky rychlosti v. Nyni zvolme novou soustavu soufadnic
(X,T) danou X = x — vt a T = t. V této nové soustavé soufadnic ma pocéatecéni
tloha (4) nésledujici tvar

or = 07 X e R? T e (Ou Tmax)u (5)
o(X,0) = oo(X), X eR.

Pokud chceme pfipustit i nehladké feseni, lze parcidlni derivaci podle T nahradit
pozadavkem, Ze TeSeni je konstantni vzhledem k této proménné. Uvazujme nyni,
ze pocatecni hustota je pro vSechna z € R kladna. Potom lze zavést novou funkci
definovanou 7 = 1/p, kterou lze chapat jako mérny objem (délku). Po¢atecni ilohu (5)
lze preformulovat na

7 = 0, X eR, Te (0, Tmax),
7(X,0) = . XeR ()
00(X)
Opustme nyni na chvili svét makroskopickych modelii a popiSme mikroskopicky
model odpovidajici pravé zkoumanému pripadu. Uvazujme, Ze se na zkoumaném tseku
vyskytuje I vozidel. VSechna tato vozidla se pohybuji rychlosti v. Studujme nejdiive

polohu vozidel v ¢asovych okamzicich ¢, = nAt, n € N, At > 0. Poloha vozidla i,
které bylo na po¢atku na pozici 2?, je v ¢ase t,,,1 déna

2T =g 4 Ato. (7)

i =
Obecnéji pro libovolny cas plati vztah

dt

= . (8)

Pfipomernime, Ze vSechna vozidla maji stejnou délku a Ze jsme ji oznadili AX. Diskrétni
analogii funkce 7 = 7(z,t) je pak mikroskopicky mérny objem (mérna délka)
n x?«l»l - ‘TZL

T = ———" resp. 7;(t) =

Tip1(t) — 24(t)
¢ AX '

AX
Diskrétni analogii hustoty ¢ = o(z,t) je mikroskopickd hustota

P resp. 0i(t) = oX

Coay ey - zip1(t) — 2i(t)
Vztah (7) lze prepsat na z' = 27, + Atv. Odeéteme-li tuto rovnost od (7) a
vydélime-li ji AX, dostaneme vztah

1 1
x?—i—-i_l - x;H— _ x?—l—l - .’E;L (9)
AX AX
t.
= (10)
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coz je aproximace ulohy (6). Podobnou tvahu lze pochopitelné uéinit pro semidis-
krétni piipad (8). Lze ukézat, Ze jednoduchd numerickd metoda reprezentovand (10)
konverguje pro At — 0 a AX — 0 k feSen{ tilohy (4).1)

Podobné tvahy 1ze ucinit i pro obecnéjsi pocatecni ilohu

Qt + [’U(ZL‘)Q]Q; = 07 X e R? t 6 (07 Tmax)7 (11)
o(,0) = eofz), xR

Vynésobime-li prvni rovnost v (11) funkei v(x) (pfedpoklddame, ze v(z) > 0 pro
v8echna z € R) a oznadime-li tok ¢ = v(z)p, dostdavame tlohu

qt + ’U((E)q:v 07 S Ra te (07 Tmax)7

q(z,0) = wv(z)oo(x), =xecR. (12)

Lze ukazat, Ze na ktivkéach, pro které plati ‘é—f = v(z), je feSeni pravé uvedené ulohy

konstantni. Zavedeme-li nové soufadnice (X, T'), pro které plati

or ox

—_ = — = T:
ax -7 ar v t,

dostaneme po piislusnych tpravach dlohu (tyto Gpravy jsou popsany v dodatku A)
T — VX = 07 XER, TE(O, Tmax)a

_ 1 (13)
(X,0) 20(X)’ X eR.

Nyni ukdzeme, Ze zvolime-li mikroskopické modely dané v plné diskrétnim ptipadé
vztahem
o =g 4+ Ato(2?) (14)

a v semidiskrétnim pripadé vztahem

dt

— o((b)), (15)

lze najit velice jednoduchou souvislost mezi pravé uvedenym mikroskopickym modelem
a modelem (12). Sta¢i ode¢ist rovnost (14) s indexem ¢ od rovnosti (14) s indexem
1+ 1, podélit AX a ziskdme

n+1 n+1 n n
xi—i—l —x; . ],‘H_l —; At n _ n
AX =~ Ax T Ay k) — )], (16)
a tedy
At
Tt =g E[v(ﬂc?’ﬂ) — ()] (17)

1) Konvergence AX — 0 znamend, Ze se zkracuje délka vozidel. Jinak fe¢eno, AX — 0 Ize
interpretovat jako zvySovani poctu vozidel na sledovaném tseku. V odstavci 4 se k tomuto
problému jesté vratime.
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Rekurentni formuli (17) lze interpretovat jako zékladni krok Godunovovy metody?)
pro ulohu (13). Lze ukdzat, Ze tato metoda konverguje pro At — 0 a AX — 0
k zobecnénému feSeni tlohy (13) i zobecnénému feSeni tlohy (11). Jinak Feceno,
stejné jako v predchozim ptipadé, je diskrétni model vhodnou numerickou aproximaci
pocatecni tlohy. Poznamenejme ovSem, ze pravé diskutovany model ma jednu slabinu:
neni zarucena platnost nerovnosti 0 < p < 1. Jak jsme uvedli, FeSeni rovnice (12) je
konstantni na charakteristikdch. Z toho plyne, Ze plati 0 < g < 1.
Analogickou tivahu lze realizovat i pro pfipad (3), tj. pro pfipad

Qt + [Umax( :Q)Q]m = 07 T e R7 t E (03 Tmax)a (18)
Zavedeme-li nové soufadnice (X,T), pro které plati
ox ox
—_— = — = T =
ox 7 ar " b
dostaneme po piislusnych tpravach tlohu (opét viz dodatek A)
77— [Umax (1= 1)], = 0, X eR, T e (0, Tmax),
(19)
7(X,0) = , XekR
(X,0) 20(X)
Odpovidajici mikroskopické modely maji v tomto pripadé tvar
ot = 2 + Atv (%) ,
gl () ()] .
¢ AX T i

da:,i
deild) x;(t)),

v(
S = b)) -

V pifipadé tohoto modelu plati pro hustotu vozidel 0 < o < 1. Je tieba si ovSem
uvédomit, Ze i pro hladkou pocateéni podminku mize feSeni obsahovat tzv. rizové

vlny a vlny zifedéni. Radzovou vlnu lze nejlépe popsat na ptipadu, ve kterém na jednom
useku vozovky vznikla dopravni zacpa. Je-li hustota vozidel na tomto tseku rovna
jedné, rychlost vozidel je nulova. Predstavme si, Ze za timto tsekem bezprostiedné
nasleduje usek dalsi, ve kterém je hustota vozidel ¢ < 1. Tato vozidla maji kladnou
rychlost a pfijizdéji na konec stojici kolony. Lze ukazat, ze skok v hustoté (tj. rdzova

2) Godunovova metoda je specidlnim pfipadem metody kone¢nych objemi. Metoda konec-
nych objemu vychézi z integralni bilance, vystupem jsou aproximace integralnich priméra
hledanych veli¢in. ProtozZe je v rdmci vypoctu tfeba stanovovat i hodnoty hledanych funkci
v nékterych bodech, je tfeba tyto funkce rekonstruovat z aproximaci integralnich praméru.
Rekonstrukcemi jsou obvykle funkce, které jsou po ¢astech polynomy. Soucasti vypocétu jsou
i feSeni tzv. Riemannovych problémd, tj. feSeni pocatecnich tloh s nespojitou pocatecni
podminkou.
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Pozice vozidel na okruhu
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Obr. 1. Srovnani makroskopického modelu (18) a mikroskopického modelu (20). Pocéateéni
uloha vychézejici z makroskopického modelu je feSena konzervativni TVD metodou s vysokym

a Laxovym-Wendroffovym schématem (podrobnosti lze nalézt v [11]). Volba parametri:
Umax = 251’[1/5, At = 0,05, Az
252.

rozliSenim zalozenou na prepinani mezi schématem typu upwind bez entropy-fix procedury

AX = 2, délka okruhu je 1000 m, pocet vozidel je
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 2
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vlna predstavujici konec kolony) se pak $ifi rychlosti —vyax@. VInu zfedéni lze nejlépe
popsat na situaci, kdy pfed semaforem vznikne kolona o maximalni hustoté. Pred-
pokladejme, Ze za semaforem nejsou zadna vozidla (vSechna jiz odjela). Jakmile se
rozsviti zelend, daji se vozidla do pohybu. Prvni vozidlo dosahne rychlosti vpay. Celo
stojici kolony se bude posouvat s rychlosti —vyax. Vznikne tak vina zfedéni — nehladké
(ale spojité) Feseni.

Daganzo v praci [3] mimo jiné shrnuje nedostatky modelti prvniho fddu: nejsou p¥ilis
vhodné pro modelovani situaci s lehkou dopravou, nepopisuji korektné pohyb vozidla
v okoli rdzové vlny a nejsou schopny postihnout néktera feseni obsahujici nestability.
Poznamenejme, ze ve vSech doposud popsanych modelech neptedpokladame, ze vozidla
se mohou predjizdét.?) G. F. Newell viak ukazuje (viz [13]), ze v fadé piipadi je
Lighthillav—Whithamtv—Richardstiv model v dobré shodé s modely mikroskopickymi.
R. J. LeVeque upozoriiuje v praci [12], Ze situace je slozit&jsi v p¥ipads, ve kterém
neni tokova funkce f = f(p) ani konvexni, ani konkavni (tato situace nastavé napt.
u nékterych modelt popisujicich provoz v noci). V tomto piipadé zobecnéné feSeni
tak, jak je obvykle chdpeme, nesouvisi s vhodnym mikroskopickym modelem. Zde je
nezbytné vzit v potaz anizotropické chovani ridi¢d, tj. to, zZe v fadé situaci se Fidic¢
rozhoduje predevsim podle situace pfed vozidlem (a nikoliv za vozidlem).

Dalsim problémem je mozny vznik shlukt, které makroskopicky model nepostihne.
Pfedstavme si situaci, ve které jsou vozidla na vozovce rovnomérné rozlozena (hustota
je konstantni). V no¢nim provozu se mize stat, ze ¥idi¢, ktery pfed sebou vidi koncova
svétla jiného vozidla zrychli, pokud je toto vozidlo dostateéné vzdaleno. Unikne tak
vozidlu za sebou, které musi ve tmé zpomalit. Ke zpomalenému vozidlu se piiblizi
vozidlo za nim. Pravé popsand situace nastava pti ur¢itych hodnotach hustoty — dojde
ke vzniku vySe zminénych shlukt. Shluky se mohou navic za jistych okolnosti dale
shlukovat.

Daganzo ve své praci také zpochybnuje moznost doplnéni modeli o vazky clen,
ktery reprezentuje tendenci fidi¢t udrzovat nenulovou vzdalenost od vozidla pred nim.
Vazky ¢len (a pfipadné tzv. numerické vazkost vyskytujici se v numerickych metodéch)
mize vSak byt v rozporu s pfedpoklddanou anizotropii v chovani fidi¢i.

3. Makroskopické modely druhého fadu

Nedostatky modelt prvniho fadu vedly nékteré odborniky ke snaze modely zdoko-
nalit. Modely prvniho fadu jsou zalozeny na zakonech zachovani ptfibuznych zakonu
zachovani hmotnosti. Jeden smér zdokonaleni se pfimo nabizel: vyjit opét z analogie
s mechanikou tekutin a doplnit model o zakon zachovani hybnosti. Klasickym modelem
tohoto typu je Payneho—Whithamtiv model [7] navrzeny v letech 1971 a 1974, ktery

3) Pfesnéji feCeno: naptiklad pro nejjednodussi model s v = konst. je nutnou podminkou
konvergence Godunovovy metody Courantova—Friedrichsova—Lewyho podminka, kterd méa

tvar max |v| ﬁ < 1. Tato podminka souc¢asné zarucuje, ze se vozidla nemohou pfedjiz-
1, i+1 i

dét. I v pripadé ostatnich modela 1ze udélat obdobné uvahy.
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lze zapsat nasledujicim zpisobem (zde uvadime zjednodusenou verzi bez relaxa¢niho
¢lenu)

ot + (ov)s = 0,

(ov)e + [0v* +p(0)]s = O,

kde o = o(x,t) je opét hustota, v = wv(x,t) je rychlost, p = p(p) odpovida tlaku

zavadénému v mechanice tekutin. Vazba mezi tlakem a hustotou je ddna vybranym

konstitutivnim vztahem. Prvni rovnost je tedy analogii zdkona zachovani hmotnosti a

(22)

druhy vztah je analogii zdkona zachovani hybnosti. Funkci ¢ = gv interpretujeme jako
tok vozidel. Ve druhé poloviné dvacatého stoleti byla tomuto typu modelti vénovana
velka pozornost jak po strance teoretické, tak po strance numerické. Presto veskeré
toto snazeni neskonéilo pfili§ Gspésné. Napfiklad Daganzo [3] zduraziuje tfi zdkladni
slabiny téchto modeli:

1. Castice tekutiny reaguji na podnéty ze vSech smért, zatimco Fidi¢i vozidel
reaguji predevsim na podnéty pred nimi.

2. Tloustka razové viny v dopravé odpovida délce nékolika malo vozt.
3. Na rozdil od molekul jsou Fidi¢i samostatné jednajicimi osobnostmi.

Podstatna je pfedevsim prvni pfipominka. Druha pfipominka souvisi s tim, jaky model
zvolime (zda jako odpovidajici tekutinu zvolime tekutinu vazkou ¢i nevazkou). TFeti
pripominka je také podstatna. OvSem k tomu, abychom do vSech pfedchozich modeld
zavedli vliv chovani fidi¢i, je pochopitelné tfeba modely doplnit napiiklad o dalsi
¢leny na pravé strané.

I dalsi Daganzovy komentéfe jsou velice dulezité. Vyse popsanou soustavu parcial-
nich diferencidlnich rovnic lze zafadit mezi diferencialni rovnice hyperbolického typu
(samozfejmé pii vhodné volbé konstitutivniho vztahu p = p(p)). V piipadé tohoto
typu rovnic ¢asto zkoumame rychlost Sifeni vln. ZjednoduSené feceno néas zajima
rychlost §ifeni fluktuaci od néjakého referen¢niho stavu. Nejlépe si Ize tuto piedstavu
pribliZit na modelovani Sifeni vin v ocednu. Zminovanou fluktuaci pak je skutecné vina
sifici se v dostate¢né hlubokém mori. Modelim dopravniho proudu je vSak blizsi jind
predstava. Uvazujme dlouhy primy dostate¢né hluboky vodni kanél s rovnym dnem.
Dale uvazujme ustaleny stav, kdy je rychlost tekutiny nulova a hloubka je konstantni.
Pokud dojde v néjakém misté k fluktuaci, uvazujme napf. zménu hloubky, bude se
tato fluktuace §ifit obéma sméry (rychlost §ifeni bude pfimo imérna druhé odmocniné
hloubky). V tomto ohledu mé bohuzel préavé popisovany model (22) velkou slabinu:
rychlost $ifeni vin miZe byt vétsi nez rychlost vozidel (tato slabina se nevyskytuje ani
u jednoho z diskutovanych modeld prvniho f4du). Konkrétné se viny $i#i rychlostmi
Ao, v) = v — /P (0) a Aa(o,v) = v+ /DP'(0). To vSak také znamend, Ze zmény
pohybu vozidel jsou ovlivnény tim, co se stalo za nimi (tim je minéno napf. to, co se
stalo vozidlu, které je 0 mnoho vozidel za ndmi). Déale jesté upozornéme na ziejmy
fakt, a to sice na vyrazné rozdilny pocet molekul v tekutiné a vozidel na obvykle
uvazovaném useku.

Vyznamnym prispévkem ve vyvoji makroskopickych modeli druhého fadu jsou
prace A. Awa, A. Klara, T. Maternea a M. Rasclea [1], [2], ktefi navrhli model zaloZeny
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na nésledujicich vztazich (opét pro jednoduchost uvddime formulaci bez relaxa¢niho
¢lenu):
o+ la—op(0)la = 0,
a+[a*/0—plo)gl. = 0,
kde stejné jako v pfedchozich pt¥ipadech je o = o(x,t) hustota, v = v(x,t) je rychlost
a p = p(o) je tlak a ¢ = pw. Tento model ma dvé zajimavé vlastnosti:

(23)

1. Rychlosti sifeni vln jsou Ai(g,v) = v — gp’(0) a A2(0,v) = v. To znamena,
Ze je-li funkce p = p(p) rostouci, potom maximdlni rychlosti Sifeni vln je v.
Rychlost A\; muze byt samoziejmeé zaporna i v pripadé, ze rychlost vsech vozidel
je nezaporna. To vSak neni v rozporu s nasimi predstavami. Naptiklad réazova
vlna predstavujici ¢elo dopravni zacpy se pochopitelné miize zdpornou rychlosti
pohybovat.

2. Soustava (23) mlze byt opét transformovéna do jiného systému soutradnic
(stejné jako tomu bylo v piipadé (11) a (3)). Soustava ziskana touto trans-
formaci mé opét jiz pfimou vazbu na mikroskopicky model.

Popisme strucéné tento prevod. Jako v pfedchozim pfipadé pouZijeme nové souradnice

(X,T), pro které plati
Ox Ox

ox =" ot~

a dostaneme tak po pfislusnych tpravéch tlohu (opét viz pfilohu A)

v, T =t

T —vx = 0, XeR, Te (0, Tmax)7
wr = 0, X e R, T e (07 Tmax)7
1
7(X,0) = , X €eR, (24)
(%£.0) 20(X)
1
w(X,0) = , X €eR,
(%£.0) 20(X)

kde w = v + p(1/7). Uvazujme nyni pro jednoduchost ptipad p(g) = 0.*) Opét
snadno ukdZeme souvislost mezi makroskopickym modelem (24) a semidiskrétnim
mikroskopickym modelem

dt e (25)
dv; (t) _ AX Viy1 — V;
dt (xi—i-l — .Tl')Q '

Stagi odeéist prvni rovnost v (25) s indexem ¢ od prvni rovnosti v (25) s indexem i +1,
podélit AX a ziskdme opét

4 [#} = o (i) — () (26)

4) Obecnéjsi pfipad je popsan napt. v [1].
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t.
d’l’i 1
E = E(Ui-i_l - Ui). (27)

Déle, v nasem piipadé mame w = v + 1/7, a tedy

dwi - dvi 1 dTi

at — dt 72 dt’ (28)
coz lze upravit na 1 1
;‘: = d? - Axﬁ. (29)
Odtud a z (25) jiz pfimo plyne .
W,
dtz =0, (30)

tj. wr = 0.

Formule (27) a (30) lze stejné jako v pfedchozich pfipadech interpretovat jako
aproximaci, ktera je zadkladem semidiskrétni Godunovovy metody pro tlohu (24). Lze
ukdzat, ze tato metoda konverguje pro AX — 0 k zobecnénému Feseni tlohy (24)
i zobecnénému FeSeni tlohy (23). Jinak feéeno, stejné jako v pfedchozim pfipadé, je
mikroskopicky model vhodnou numerickou aproximaci poc¢atecni ulohy.

4. Zavér

V predchozim textu jsme stru¢né shrnuli viyvoj makroskopickych modeli dopravniho
proudu a popsali vzajemné vazby mezi makroskopickymi a mikroskopickymi modely.
Vsechny makroskopické modely jsou zaloZzeny na parcialnich diferencidlnich rovnicich
hyperbolického typu. Jednou z podminek stability piislusnych numerickych metod je
Courantova—Friedrichsova—Lewyho podminka, ve které vystupuje nasledujici nerov-
nost

At
max |’U|E < konst. (31)

V pfipadé plné diskrétnich metod (realizovéana diskretizace v ¢asové i prostorové
proménné) navic pfedpoklddame, ze podil At a AX je konstantni. V piipadé konver-
gentni metody tedy plati: pro AX — 0 pfiblizné feSeni konverguje k feseni pfesnému
(v zobecnéném smyslu). V nasich modelech ovSem pfedstavuje AX délku vozidla,
kterd je samoziejmé pevné dana. Obvykle se zavadi skdlovani X' = X, T = T,
AX' = eAX a uvazuje se, ze misto AX — 0 konverguje k nule £. Toto Skalovani
nam umoznuje zvySovat pocet vozidel na sledovaném tuseku pii zkracovani jejich
délky a zachovéani jejich hustoty. V textu jsme ukazali, ze né€které makroskopické
modely souvisi s modely mikroskopickymi: mikroskopické modely lze interpretovat
jako numerické metody, které konverguji k zobecnénym fesenim tiloh zaloZzenych na
makroskopickych modelech.

Na zavér strucné ilustrujme jesté jeden problém, ktery se tyka souvislosti mezi
riznymi numerickymi metodami pro makroskopické modely dopravniho proudu. Lze
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snadno ukazat, ze mikroskopické modely lze interpretovat nejen jako Godunovovu
metodu pro tlohu v transformovanych souradnicich, ale téz jako Hartenovu-Laxovu—
Leerovu (HLL) metodu ([8]) nebo metodu s pfibliznym Roeovym Fesi¢em ([11]) (opét
pro ulohu v transformovanych soufadnicich). UvaZzujeme-li ovSem formulace tloh
pred transformaci soufadnic, davaji zminované metody rozdilné vysledky. Mizeme
si pochopitelné polozit otazku, kterd z téchto metod je nejvhodnéjsi? Ukazuje se, Ze
metoda s Roeovym fesicem je nevhodna v pfipadech, ve kterych nastédva analogie
vakua, tj. hustota vozidel v nékterych bodech nabyva nulové hodnoty (Roetv fesi¢

Hustota

Q.
ol T semidiskrétni centralni metoda ]
’ ¢ metoda typu central-upwind
Roeova metoda
_OAL 1 1 L 1 1 1 1 1 i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
X
Hustota
0.54 ' '
0.4
0.3
0.2
%
0.1
0
o T semidiskrétni centralni metoda i
' © metoda typu central-upwind
Roeova metoda

Il 1 1 L 1
5100 5200 5300 5400 5500 5600
X

Obr. 2. Regeni Riemannova problému — srovnani t¥i metod pro makroskopicky model druhého

fadu (celkova situace a detailni pohled). V detailnim zobrazeni je zfejm4 nestabilita Roeovy
metody. Na vodorovné ose jsou vyneseny indexy j diskretizac¢nich uzlt x;, x; = jAx, Ax = 5.
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je zaloZen na lokalni linearizaci problému; vlivem linearizace mtizeme obdrzet zdporné
hodnoty hustoty). Tuto negativni vlastnost nemaji zbyvajici dvé metody. Rozumnou
volbou je metoda typu HLL, ktera je obecné vypocetné méné narocnéjsi nez metoda
Godunovova a ktera stejné jako Godunovova metoda respektuje existenci dvou sificich
se vln v pripadé fluktuace v feseni.

V nésledujicim numerickém experimentu (viz obrazek 2) fesime problém (23) tfemi
metodami — centralni metodou (viz [10]), metodou typu central-upwind, kterd je
totozna s metodou typu HLL (viz [8]) a metodou zaloZenou na p¥iblizném Roeové fesici
(viz [11]). Poznamenejme, ze v piipadé posledni metody musime stanovit p¥islusnou
Roeovu matici pro rizné konstitutivni vztahy p = p(p) (v tomto numerickém experi-
mentu volime p(p) = 6p). To miize byt samo o sob& problém. Uvazujeme Riemanniiv
problém, tj. po ¢astech konstantni pocatecni podminku, s nasledujici pocatecni pod-
minkou: Levy a pravy stav jsou o, = 0.5, ogp = 0.5, v = 6, vg = 12. Diskretizac¢ni
kroky jsou zvoleny Az = 5, At = 0.25 a Thax = 42 (tato konfigurace odpovidd
5000 vozidel, pokud také AX = 5). Proménnd z lezi v intervalu z € (0,50000), tj.
sledovany tsek ma délku 50 km. V tomto piipadé feseni obsahuje stav odpovidajici
vakuu. V pripadé metody zalozené na Roeové TeSi¢i je mozné pozorovat nestabilitu
zpusobenou linearizaci.

A. Formulace tuloh v transformovaném systému soufadnic

V tomto dodatku struéné popiSeme formulaci tloh v proménnych (X,T). Volime

ox oz

takovou transformaci, pro kterou plati 5% = 7, 57 = v a T' = . Pro funkce 7 =

= 7(x(X,7),t(X,T)) av = v(x(X,T),t(X,T)) plati 70 = 7,0 + 7+ a vx = U,T.
Postup ukaZzeme na tloze (11), tj. na

ot + [v(x)o]. = 0. (32)

Dosadime ¢ = % a upravime prvni rovnost z této tlohy na

(%)t +o(z) (%)m —|—vw% 0.

Tt Ty 1

Po dalsi apravé mame

Po pienasobeni —72 ziskdme
Tt + VT — v, 7 = 0.
S vyuzitim vlastnosti transformace odtud dostavame
T — VX — 0.
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Soustavu (5) lze pfepsat na

¢+ (ov): = 0,
(Qw)thr (gvgw)w = 0. (33)

Prvni rovnost lze tedy upravit stejné jako v pfedchozim piipadé (32). Druhou rovnost
v (33) upravime na
0w + oWy + we (ve) + w(ve)s = 0.
S vyuZzitim prvni rovnosti v (33) dostaneme
w + vw, = 0,

coz je wr = 0. Dalsi otazkou je, zda lze realizovat analogické tivahy i v pfipadé zobec-
nénych feseni. Ukazuje se, Ze je to mozné (a to nejen pro piipad modelt dopravniho
proudu). Podrobnosti étenar nalezne v [14].

Podékovani: Tato price byla podpofena projektem CZ.1.05/1.1.00/02.0090 a pro-
jektem SGS-2010-026.
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