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1963 ActA UNIVERSITATIS CAROLINAE — MATHEMATICA ET PHYSIOA NO. 1, PaGg. 1—10

POZNAMKA O LINEARNI MIRE A DELCE CESTY V METRICKEM
PROSTORU

JoseEr KrAL

Matematicko-fyzikdlni fakulta University Karlovy v Praze
(Doslo dne 11. &ervence 1960)

V poznédmce je vySetiena souvislost mezi linedrni Hausdorffovou mirou a délkou
(nespojité) cesty v libovolném metrickém prostoru.

Necht f je zobrazeni intervalu (a, b) do metrického prostoru P. Jeli z € P,
oznaéme symbolem N; (z) (0 =< Ny (x) < oo) podet bodl mnoZiny f~(z). Déle
bud A linearni Hausdorffova mira v P. Je zndmo, Ze v ptipadé spojitého zobra.-
zenf f je funkce N, borelovsky méFitelns a platf vzorec

j\N, (x) d 4 (x) = Lf,

!

kde Lf znadf délku cesty f. (Viz H. FEDERER [2], (4.3), L. C. Youne [9], (4.1),
G. NOBELING [7]. V pracich [7], [9] je vySetfovan piipad, kdy P je euklidovsky
prostor. Ditkaz, ktery je podén v [9], str. 280, plati viak bez podstatné zmény
-1 pro libovolny metncky prostor.) Jestlize P splyvé s redlnou osou E,, redukuje
se tato véta na znamou BaNAcHOvVu vétu o variaci spojité funkce. Funkce N, se
v tomto pifpadé nazyvi Banachovou indikatricf funkce f (por. [6], kap. VIII,
§ 5). Souvislost mezi variaci realné funkce a integralem jeji Banachovy indi-
katrice vyéetrova.h pro nespojité realné funkce S. M. LozInNskiy [4], [5], M.
CotLAR a E. RoxiN [1] (posledng citovany &lanek nebyl autoru dostupny, ci-
tace je pievzata z Math. Rev. 1950, str. 336). V predkladané poznadmce vysetii-
me odpovidajici otazku pro pi‘ipa.d funkei, jichZz hodnoty lezf v libovolném
metrickém prostoru.

Oznadeni. P je stile pevny metricky prostor s metrikou g. Pro A C P
znad$f diam A primér mnoZiny 4. Symbolem A znaéime vnéjsf linedrni Haus-
dorffovu miru v P odvozenou z metriky . Dale bude f stdle znatit zobrazenf
intérvalu (a, b) do prosteru P. Koneéné bud

wy (8) = 1nf diam f (U),
U

kde U probfhé vSechna okoli bodu ¢ v (a, b), a polozme, C = f (a, b)).
Lemma 1. Bud y libovolné spobetné pokrytt mnoZiny C. Potom

e(f @ FO) S Y dism S + Y o ():

Sey te{a.b)



Dikaz stadi provést za piedpokladu, Ze soudet na pravé strand (1) je ko-
neény. Pak specielné mnozina D v8ech bodl nespojitosti zobrazeni f je nejvyse
spodetna. Zvolme k € E, tak, aby

zdiamS +2 w; (8) < k
Sey teD

a pfifadme kazdé mnoziné S okoli G (8) v P a kazdému¢ € D okoli U (t) v (a, b) -
tak, aby

Z diam G (S) + 2 diam f (U(t)) < & -

Znadi-li pro M C (a b) symbol int M vnitfek mnoziny M vzhledem k (a, b),
pak systém IR tvofeny viemi mnoZinami int -2 (G(8)) (S € ¥) a U (¢) (t € D)
tvoii (oteviené) pokryti intervalu (a, b). Skuteéné, pro ¢ € D je zfejm&
t € U (t) € M; je-li na druhé strané ¢ € (a, b) — D a zvolime-li S ey tak, Ze
f () € 8, pak z otevienosti mnoZiny G (S) a ze spojitosti zobrazeni f v bods ¢
plyne, Zze t € int f! (G (S)). Ze systému M je tedy mozno vybrat prosty ko-
neény podsystém M,, ..., M, tak,Zea € M,, M, (\ My, #06 (1 < & < p),
b € M,. Potom plati
»

o(f@.f0) < z diam f (M) < k.

h=1

Vzhledem k tomu, %e %k bylo docela libovolné é&fslo spliiujici (2), je tim naSe
tvrzeni dokézano.

Lemma 2. ¢ (f (a), f () SAC + z o, (&).
. t € (a, b)
Dtkaz plyne snadno z definice linearni Hausdorffovy miry a z lemmatu 1.

Pozndmka 1. Necht prox € Pal C (a, b) znadéi N, (z; I) podet bodd mno-
ziny f! () () I. K tomu, aby pro kaZdy interval I C (a, b) byla funkce
N; (z; I) A — méritelna, je nutno a stadf, aby pro kazdy interval I C (a, b)
byla A — méfitelnd mnozZina f (I).

Dikaz. Nutnost plyne ihned z rovnosti f (I) = {z; N; (x; I) > 0}. Naopak,
necht pro kazdy interval J C (a, b) je mnoZina f (J) A — mé&Fitelnd a zvolme
libovolné interval I C (a, b). Rozdélme pro kaidé = interval I na 2 dis-
junktnich intervald I ... I, stejné délky tak, aby kazdy interval I; ™' byl
dasti ndkterého Iy. Oznadime-li symbolem @r charakteristickou funkei (na P)

mnoziny f (I3), pak funkce N*(z) = 2 (pk k() tvofi neklesajici posloupnost

A — méfitelnych funkef s limitou N 1 (x 1 ) (Por. dikaz Banachovy véty v [6],
kap. VIII, § 5.) Tedy také N; (x; I) je A — méiitelnd funkce.

Poznamka 2. Symbol D bude v dal§im vidy znadit mnoZinu viech bodi ne-
spojitosti zobrazeni f. Je-li mnoZina D nejvyse spoéetnd, pak mnoZina C (opat-
fend metrikou ) je separabilnim metrickym prostorem. Zvolime-li totiZ
v (a, b) hustou podmnoZinu H, pak mnozina f (H) | f (D) je hustd v C.



’

Lemma 3. Je-li mnoZina D nejvyde spoletnd, pak pro kaZdy interval I C (a, b) i
je mnotina f (I) analytickd (a tedy A — méfitelnd® ). “

Dikaz. Z ptedchozif poznémky snadno plyne, Ze duka,z stadd provést za
ptedpokladu, Ze prostor P je separabilnf a dplny. Zvolme pevnd interval
I C (a, b); ziejm& moZno hned pfedpokiidat, Ze I je kompaktni. Pro ¢ € I bud
K (t) mnozina v8ech bodu z tvaru z = hm [ (ts), kde ¢, € 1, hm t, =t. MnoZina

K (*) je uzaviens v P a mnoZina H ® = {t} x (K @) — {f (t)} ) mé tedy typ F,
vI x P = Q. Oznaéme symbolem() mnozinu viech bodi [Z, f )] € Q, kde
t € I. Snadno lze zjistit, e mnoZina

CUU (B x K@) =4
je uzaviend v Q. MnoZina 4 — U H (t) mé tedy typ Gs a mnoZina f (I), jez

teb

vznikne projekef C na prostor P, je tedy analyticks (viz [3], kap. III, § 35).

Definice 1. Budeme ffkat, Ze f spliiuje podminku BC, kdyZ diam f (I,) — 0
pro kazdou posloupnost intervald I, - (a, b)'spliiujicf vztahy

(3) NIh=9, LiDLam=12..).

Véta 1. Spliuje-li f podminku BC, pak mnofina D vdech bod@ méspojitosts
zobrazent f je mejvyde spoletnd, mnoina f (I) md typ G5 pro kakdy interval
I C (a, b) a funkce Ny (x; I) je funkci tieti tiidy Baireovy klasifikace.

Dukaz. Bud D, ={t' t € (a,b), w (t) = —1—} Vnofme P isometricky do
tiplného metrického prostoru P*. ProtoZe pro kazdé ¢t € (a, b) existuji limity
1lmf(f) =ft—), hﬂf (v) =f(t +) (pfSeme f (@ —) =f(a),f (b +) =f (b)),

T—>t—

je mnoZina D, koneéné. MnoZina D - G D,. je tedy nejvyse spodetnd. MnoZina

OUU{f(t+)f(t-)}

je uzaviend v P* takZe mnoZina C mé typ Gs. Je patrno, Ze pro vﬁbec kazdy

mterval J C (a, b) je mnoZina f (J) typu Gs. Definujeme-li funkce N#(x) stejnd
jako v pozndmce 1, pak funkce N*(x) jsou tedy funkcemi drihé t¥idy (Baireovy
Klasifikace) a funkce N (z; I) = lim N#(z) je funkef tfeti tfidy.

Véta 2. JestliZe f nesplituje podmiénku BC, pak bud

(4) ws (t) = oo
t € (a. b
nebo
®) j Ni@)d A (z) = oo.
4

1) Viz [8], kap. II.



a =t < ..<t, =bjelibovolné déleni intervalu (a, b).

Dukaz. Predpoklddejme, Ze f nespliiuje podminku BC a Ze neplati (4).
Mnozina D je tedy spodetné a podle lemmatu 3 a poznamky 1 je ka?déd funkce
N, (z; I), kde I je interval obsaZeny v (a,b), A — méfitelnd. Bud nyni {I,}.-,
posloupnost intervalt splitujici (3), pro niz lim diam f (I,) = ! > 0. MoZno

hned piedpokladat, Ze I, = (a, b). Z lemmatun2 dostavame odhad’
[M@nade=af@zdamsd) Y o 0.

telﬂ

Protoze lim Z w; (8) =0, je '

teIﬂ

liij, @ I,)dA (@) = 1> 0-
P

Aviak {N; (z; I,)}»-1 je nerostouc{ posloupnost nezépornych funkef takovs,
Ze
(@ € P, N;(x) < o0) = lim N, (z; I,) = 0.

Odtud je patrno, %e j Ny (@) d 4 (z) = oo.

Definice 2. Poloimpe ax@—)=a0 b +) =8 @—) =80 +) =0,
o (E—) =1imdiamf((r, t ),ﬂ, t—) =limsupg (f(-r),f(t)] pro te(a, b),
a (8 +) _lledlamf((t 1)) B ¢ +) _hm sup 0 (f (7), f(t))prote { a, b),
a(t) = (8 +) +a (¢ —), B (€) =B (¢ +) +ﬂ,(t—)prote(a b).

Symbolem Lf oznaéime supremum vSech soudti tvaru Z ) ( F@).f (t,-_l)), kde

i=1

Lemma 4. JestliZe funkce N, je A — méfitelnd, pak

© Lf<jN,<x )a4 @) + Y 0.
te (a,b)

Dtkaz. Vzhledem k vété 2 mizeme predpokladat ze f splnu]e podminku
BC. Zvolme libovolng dé&leni ' ‘
(7) a =t <..<t, =b.

Oznadime-li symbolem f; zobrazeni, které vznikne omezenim definiéniho oboru
zobrazeni f na interval (¢;_,, ¢;), dostdvame podle lemmatu 2

n

2 olf @) 1) < i [/1 f((tiees 1)) +

J=1 j=1

£y w0 zAf«t, ) £ Y a0,

ted ;. 7 te(a.b)



JelikoZ déleni (7) bylo libovolné zvoleno a.

Z Afat) < [N @da@,

plyne odtud (6). ; :
Poznémka 3. Ve vzorci (6) je moZno soudet Z oy (t) zaménit soudtem
te {a,b) )

B (¢). ' ‘ .

te(a,b)
Dukaz. Jeito o () < 2 B (t), je nerovnost

® Lfng,cc)d 4@+ Y B0

te(a.b)
spravné vidy, kdyZ f nespliiuje podminku BC (viz vétu 2) — pokud ¢ ovéem
N, je A — méFiteln4d. Jestlie v¥ak f spliiuje podminku BC, pak -« (¢) =
Bi (¢) & (8) plyne z (6).
Lemma b. Bud R spoletny disjunktni systém mtervalu obsaZenych v (a, b) a bud
E spocetnd mnotina spliwjict inklusi

EC(a,b)— UR.
Potom plati
diam £ (I) + z & () < Lf.
I€R teE .

Dukaz je moZno pfenechat ¢tendfi.’ Podot)'fkéme; Ze dikaz stadi provést
za predpokladu, Ze Lf <oo a Ze systém R a mnoZina K jsou kone¢né. :

" Lemma 6. Jestlite Lf < oo, pak f spliuje podminku BC.

Dikaz prenechidvime &tendfi. Poznamenejme jen, %e z ka¥dé nerostoucf
posloupnosti intervali {I,},—; o prézdném priniku je mo#no vybrat pod-
posloupnost {J,}»~1 o nékteré z nésleduji¢ich dvou vlastnosti (I), (1I):

(I) V8echny intervaly J, maji spoleény pravy kra,]ni bod a jsou otevi‘ené
zprava.

(IT) V8echny intervaly J, maji spoleény levy krajni bod a )sou oteviené
zleva.

Lemma 7. Bud {I,}n-1 takovd posloupnost mnofin, e pro m < n Je bud
I.NI.,=08 nebo I,D I, Jestlife z posloupnosti {I,}n—1 nelze vybrat nc-
koneénou disjunkini podposloupnost, pak z nf lze vybrat podposloupnoet {Ju}n=1
tak, Ze J, D J,., pro vechna n.

Diikaz. Rekneme, %e m mé vlastnost V, kdy% existuje pouze koneéné mnoho
¢isel n > m tak, Ze I, D I,. JestliZe mnoZina pfirozenych &fsel s vlastnosti V

je nekonetns, pak ze systému vSech &lent posloupnosti {I,}.\lze vybrat
nekoneény disjunktni podsystém. JestliZe ptirozenych: &isel s vlastnosti. V je
~ pouze koneény podet, pak z {I,}.-1 lze vybrat nerostoucf podposloupnost.

5



Lemma 8. Bud ddna posloupnost {4} n—, délent intervalu (a, b), 4* = {a =
—-to <tk —-b},anechf

(9) ArCAi(n =1, 2,...), DC | 4% lim max (f —t}_,) = 0.
n=1 n i

Potom

-k,
(10) Y el 1 6-) 7 1 o).
j=1
Jestlize Lf < + oo, pak
(11) ‘ lim max diam f (@, £)) = 0.
n 15isk,
Dikaz. Zvolme libovolng redlné &islo k tak, aby

(12) ' k< Lf

abuda =u, < ... < u, = b takové dsleni intervalu (a, b), %e
P
e (f (wia), f (w)) >

i=1

Necht ;, ... u;, jsou pravé viechny body mnoZiny {w,, ..., %}, v nichZ je

f spojité, a zvolme ¢ > 0 tak, aby
[ 4

(13) kdre< 2 o (f (i), £ ().

Zvolme déale 6 > 0 tak, aby

28 < min (w; — ui_y)
15i<S?

a aby pro s =1, ..., r platily implikace
1
(we(a, b), ju—wu| <) = o(flu), f(w,)) < 5

Bud nyni p tak velké, Ze _
{ul, veey u,.} — {’M,'l, cooy ui,} C 4»,

max (i —#j_,) < 0.
lsigk"

Prifadme kazdému u, (8 =1, ...,7) bod 7, € 4" tak, Ze ju;, —7;| <9, a piSme
Ty = U Pro & 7 4y, ...y U

Pak (1, <7 < o <) Cha Yo f (o) f) < Y (flroah fe0) +

i=1

+rs<Ze(f<t, DS E) + re.

Odtud a z (13) plynez (f ), F () > E.

J=1



ProtoZe k bylo libovolné &islo spliiujfcf (12) a posloupnost

Kn

{Z Omﬂﬂmf

i=1

" je neklesa]ici je tim (10) dokézéno. Dejme tomu, Ze Lf < + oo a nepla.ti (1 1).
Pak je moZno uréit intervaly (t" o ) = I, tak, Ze

(14) lim inf diam f (I,) =1 > 0.

Kdyby z mnoZiny &lent posloupnosti {I,}»-1 bylo mo#no vybrat nekone&ny
disjunktni podsystém {J,}, dostali bychom podle (14) a podle lemmatu 5
Lf = oo, toZ je spor. Podle lemmatu 7 jé tedy moZno vybrat z posloupnosti
{In}n=1 podposloupnost {Ju}.—1 tak, Ze Jy D J,yy (v =1, 2,...). JestliZe
N J. =9, pak (14) dava spor s lemmatem 6. Jestlize () J, # 8, pak oviem
N Jn = {v}, kde v je vzhledem k (14) bodem nespojitosti f. To je viak ve sporu
n

8 inklusemi
N J. C(a, d) — U 4* C (a, b) — D.

Lemma 9. AC + a; (t) < LY.

te (a,b)

Dikaz stadf provést za pfedpokladu Lf < oo. Necht {4%),_; je posloupnost
délenf intervalu (a, b) s vlastnostmi z lemmatu 8 a poloZme

e, = max diam f((t,-,, £ ))

1373k,

Podle lemmatu 5 pla.ti pro ka.idé n

E diam f((t)_1, &) + 2 a () < Lf.

j=1
Bud A* C infimum vSech souétd tvaru Z diam 4, kde R probfhd viechny »

spoéetne systémy mnoZin A ccC takové ze U R =Cadiam 4 =< ¢ pro véechna
4 € RE(¢>0). Za. tohoto ozna.éeni méme zfejmé .

k!l
(15) AW+zmwgz&mﬂmmm+zmmgm
i=0 i=1 i=0
ProtoZe lim &, = 0, je lim A% C = A C az(15) dostdvime limitnfm prechodem
AC + Y o) < If.
te (a.b)
Lemma 10. jN,(z) dA(z) + Z a; () $ Lf, kdykols N, je A — méﬁtelnd

te (a.b)

~



Dikaz. Necht Lf < co. Pidme I = (a, b) a utvofme intervaly It a funkce
N» stejné jako v pozndmee 1. Oznadme symbolem Ji uzévér intervalu I; a bud
fi_zobrazeni, které vznikne ziZenim oboru zobrazen{ f na interval Ji. Pak
(viz pozna.mku 1)

j N, (z)d A (z) =1iijn(x)dA (z) =
(16) P j2

- li:nz Af () =lim EAf(J,',‘).
k k

Podle lemmatu 9 (v ném% zaménime (a, b) a C za J; a f (Ji)) je

o (a, )
zAf(J") +za, ® = z [4700) + Y ap ] <

te@ tesn
<Y i -1t
Odtud a z (16) ihned plyne *
an . j N@)dd e + ) o) < 1.

te(a.b)
Poznidmka 4. V nerovnosti (17) je moZno ) «(f) zaménit za B (2).
te(a,b) . te(a.b)

Véta 3. Jesthze funkce N, je A — m&fitelns, pak

jN,(a»dA(x) +z O = [ N@aae +z B (t) = If.
te (a,b) P te (a.b)

Dukaz. Viz lemma 4, pozndmku 3, lemma 10 a poznamku 4.

3AMETKA O JIMHENMHON MEPE M [UIMHE NIYTU B METPUYECKOM
ITIPOCTPAHCTBE

! : Peawome
Hocep Kpaa (Josef Krdl), Ilpaza

IIycts P — MeTpH4ecKoe IIDOCTPaHCTBO C meTpukoit ¢. Iina A C P o6o3HaunM
€OOTBETCTBEHHO 4epe3 diam A M A A guamMeTp U BHEIUIHIOI JUHelHYlo Mepy Xayc-
mopda mHo:kecTBa A. ITycrh, Kaitee, f — oToGpaxKeHne OTpe3Ka (a, b) B IIPOCTPAHCTBO
P 1 1noaomuM

al@—)=f@a—) =ab+) =80 +) =0,

« (t ;) ‘='“lim diam f ((z, ¢ )) naa t€ (a, b ),

Tt —



a(t +) = lim diam f (( ¢, 7)) nnate( a, b),
T+t

f(t—) =limsupe (f(x), f () namtE(a,b)

T>t—

Bt +) = liin sup ¢ (f (v), f (1)) maate( a, b),
T=>t4
a(t) =at—)+ a(t +),B) =B(—) +B( +)¢ € (ab)

Ecan 0603HATUTH qépea N, (z) (x € P) wrcio TodeK MHOKecTBA [~ (x) M gepea Lf mmxy
»ayTa‘‘ f, To popmMyaa

ij‘N,(z)dA(z) +Za(z) - § N, () d A (2) +Zp(¢) = Lf
P te(a.b) P tea.b) :

crpaBelIMBa BCerAa, Koraa N; MuaMepuMa OTHOCHTeIbHO A. OyHKuuA N; npunagne-
MUT K TpeThbeMy Kilaccy Bapa, ecin.oroGpaxkeHMe f YXOBJIETBODAET CJEXYIOIEMY
ycaosuio BC: o )
lim diam f (I,) = 0 XA KaKIO# NOCTENOBATEABHOCTH MHTepBaoB I, C (a, b), re.
I.OI,,,n=12,...),NI,= &.
n

C npyro#t cTOpoHH, ecit BC He MMeeT MeCTa, TO MM

: Za(t) =Z B(t) = o = Lij,
) tefa.b) te(a.b) )

uam N; u3MepuMa OTHOCUTENBHO A 1

j Ny@@)dA(@) = o = Lf.
P

A NOTE ON LINEAR MEASURE AND PATH-LENGTH IN A METRICAL SPACE

’ Summary

Let P be a metrical space equipped with metric ¢. Denote by A the Hausdorff linear
measure (corresponding to g) in P. Further, let f be a map of (a, b) into P and put
a(@—) =f@—)=ad+)=8(0+) =0,
a (t —) = lim diameter f ((z, ¢t )) for t€ (@, b ),

Tt —
a(t +) = lim diameter f (( ¢, 7)) for t € ( a, b),
i
Bt —) = limsuppg (f (v), f (!)) fortE€ (a, b ),
' rst—

Bt +) =lim sup’e (f (2), f (¢)) for t€( a, b),
i+

at) =a—) +a(+);pE) =pt—) +B¢+)te(ab)



If Ny(x) (x € P) denotes the number (possibly zero or infinite) of points in f~!(z) and
if Lf stands for the length of f, then the formula

waMAm+Zam ijdM@+Zﬂm=
a,b)

te te(a,b)

is valid whenever N, is 4 — measurable.

Ny is of the third class of Baire if the following condition BC is fulfilled:
lim diameter f (I,) = 0 for every descending sequence of intervals I, C (a, b) with

ni, = )
n .
On the other hand, if the condition BC does not take place, then either

Z m-Zﬁm=m=m
teda, b) t €(a,b)

or else N; is 4 — measurable and

§N,(z)d/1(x) - o = Lf.
4
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