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Ein Beitrag zur Theorie der zylindrischen Luftspalte
in einem Reaktor

J. CERMAK und R. ZEZULA

Kernforschungsinstitut der Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften, Prag, und
Mathematisches Institut der Karls-Universitéit, Prag

Eingegangen am 9. Fuli 1970

Die kritische Dimension eines Kernreaktors vergrdssert sich, wenn die Neutronen durch
einen Hohlraum oder einen Kanal, der durch den Reaktor gefiihrt wird, strémen kénnen. Von der
Eingruppendiffusionsniherung ausgehend, ist in dem Beitrag die Methode zur Berechnung dieses
Effektes in einem zylindrischen Reaktor angegeben. Einige Resultate sind durch konkrete numerische
Beispiele illustriert und mit den von verschiedenen anderen Autoren erzielten Ergebnissen ver-
glichen worden.

Einleitung

Der Effekt der Hohlraume ist bereits vielmals von verschiedenen Autoren griind-
lich untersucht worden. Nichtsdestoweniger meinen wir, dass einzelne Resultate,
die wir erhielten, geeignet sind, gewisses Interesse zu erwecken. Es gibt mehrere
Moglichkeiten, wie man an die Berechnung des durch einen Kanal verursachten
Effektes herantreten kann. Eine von ihnen, die tiblichste, beruht in der Einfithrung
der sog. Extrapolationslinge A, die in der zylindrischen Geometrie durch den
Ausdruck

- o(a; z)
d o(r, 2) |
ar |r=a
definiert ist, wobei 2z die mit der Kanalachse parallel verlaufende Koordinate, a den
Kanalradius and (7, 2) die Diffusionsniherung der Neutronendichte bedeuten,
A muss auf Grund der Transporttheorie festgesetzt werden. Falls 1 bekannt, so
verlauft die weitere Berechnung ganz analog mit der Berechnung der Wirksam-
keit eines zylindrischen Regelstabes, der vollstindig in den Reaktor eingetaucht
worden ist.

Man kann aber auch direkt von der Diffusionsniherung ausgehen und den
Hohlraumeffekt durch eine spezielle Randbedingung in Betracht nehmen, die die
Neutronenbilanz auf der Hohlraumoberfliche ausdriickt, wie es z. B. in [1], {2} durch-
gefithrt worden ist. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es gleichzeitig eine
Angabe iiber die Deformation der Neutronendichte in der Umgebung des Kanals
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in der Richtung der Kanalachse liefert, wobei es noch ziemlich einfach im Vergleich
zu der genaueren Methode ist, die gegebenenfalls auf der Transporttheorie basiert.
Auf diese Weise werden wir auch in unseren Erwigungen fortfahren.

Formulierung und Ldosung des Problems

Wir nehmen einen Reaktor an, der sich im kritischen Zustand befindet. In den
Reaktor werden wir einen zentralen zylindrischen Hohlraum einfithren und die
Verinderung im geometrischen Parameter bestimmen, die gerade notwendig ist, um
den Reaktor kritisch zu erhalten.

Um grundlegende Relationen zu erhalten, werden wir uns auf das in Abb. 1.
dargestellte einfache Beispiel beschrianken.
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Abb. 1.

Im Zentrum eines homogenen Reaktors, dessen Hohe H und Radius R ist,
befindet sich ein zylindrischer leerer Hohlraum, dessen Radius a ist (unter R und H
verstehen wir den Extrapolationswert der zustidndigen Grosse).

Die einfachste physikalische Beschreibung dieser Konfiguration erhalten wir
mittels der Eingruppendiffusionsniherung. Den Neutronenfluss ¢ = ¢(r, 2) und
den Wert des geometrischen Parameters B2 erhalten wir dann durch die Losung
des folgenden Rand- und Eigenwertproblems:

Ae(r,z) + Blo(r,z) =0 ¢))



wobei an der dusseren Extrapolationsgrenze des Reaktors gilt

#R ) = (r £ 2] =0 (23,b)
und auf der Oberfliche des Hohlraumes (r = a)
% _ Ky ®
(auf der linken Seite von Gleichung (3) ist die Ableitung in Richtung der dusseren

Normale zu nehmen). K ist ein linearer Operator, der fiir den zu lésenden Fall
(leerer Hohlraum) nachstehend beschrieben werden kann

H
2
323 ' ’ ]
Ky = P(a, 2) — dz' T(|z — 2'|) ¢(a, 2') @
H
2
wobei
2n
N a3(1 — cos w)?
0
x=rcosw, y=rsinw, 2 =2, rs = {(2 — 2')2 + 2a%(1 — cos w)}*

Bis jetzt sind wir ganz analog wie in den Arbeiten [1] und [2] fortgeschritten.
Jetzt aber werden wir bei der Losung des Problems die Rayleigh-Ritzsche Varia-
tionsmethode anwenden. Diese Methode hat im Vergleich zu den in [1] und [2]
angewandten Methoden den wesentlichen Vorzug, dass sie mathematisch ganz
rigoros ist. Der gesuchte geometrische Parameter B? ist das Minimum des Funktio-
nals (Au, u) = (— Au, u) unter der Nebenbedingung (u, ) = 1, wobei das Skalar-
produkt durch die Relation

H
R 2
(u,v)zanrdrfdzuv )
a _H
2
"
2
(Au, v) = (— Au,v) = Mff{g: gj g:%}rdrdz—i—hafu(a,z)lévdz
H
-z O)

gegeben ist.

Nach der Rayleigh-Ritzschen Methode miissen wir jetzt die kleinste Wurzel uo
der nachstehenden algebraischen Gleichung



(A1 1) — (@1, 1), (Ape, @1) — (s, @1); - - -5 (Apn, P1) — p@n, 1)
' ’ —0 (63
(Ap1, @n) — p(@1, n)s - - - - > (A@n; n) — p(@n; Pn)

finden.
@k sind sog. Koordinatenfunktionen, die wir in der Form annehmen

Pk = Nkfo(akr) COs (ﬂkz), k= 0,1,2, e (7)
wo oy die Wurzeln der Gleichung Fo(«R) = 0 sind,

Br=(2k+ 1) 5

und N der Normierungsfaktor ist, den man aus der Bedingung

(‘Pk, (Pk) =1

berechnet. (¢ sind somit die Eigenfunktionen des baren Reaktors ohne Hohlraum).
Nach [2] gilt, wenn wir [z—2'| = x bezeichnen

x x3
6%+ X
a3( 1 — cos w)2 1 a as l
T() = f 4wt 8a 1= 2 A\l ®)
(o)
a
L I P LA Y
~ "8a a ®
11 6at " x
22 A fir —|>6

In dieser Nédherung kann man — wenn auch nach lidngeren Berechnungen - die
Matrixelemente (6) in folgender Weise ausdriicken:

(Ags @5) = 8L 1iGGs ) + Folis )] + FaGis 7) ©)
wo 16, 1) = o { 1+ N2nH jo(a‘a) ]1(afa)} (10)
1

l/— (RLF(@RE — {[Fo(wa)l + [Filwa)2}} (n
Fo (1) = B2 (12)

Fiir s (i,j) gilt die Relation
Faliy ) = bes. FiGi ) — F5°Gof) (13)

wo

5 ) = 2na S NI (14)




J5°(, 7) = Kig {0Cu(DH + 2¥351G, 7) — Wiz} (15)
Die Werte K;; und Ci(j) sind durch folgende Relationen gegeben:

K; j = 6maXsNiN j jo(oua) ]o(aja) (16)
0,99 1

e (1)2 + B}

a

G =

{%{1 — e-8 . cos (6aB,)] + Bre-® sin (6aﬂ,)} A7)

Den Wert W;; berechnen wir wie folgt

Wiy = Wy = (1 — bi5) [ Oé? (L)21+ . e—s] { [(_ %) cos (6aBy) +

a

+ B;sin (60131)] [(— 1A

sin (ﬂ( + ﬂj) 6a - sin (ﬁ( — ﬁj) 6a _
Be + Bs + (=D B — B; ]

(—i | (=

Bi— Bi B; + Bi (18)

o 1V- 203(.31—/34)64_ YN cos (85 + Ps) 6a }
(—1)i- _ﬂ}_—' P (— 1)f+i+1 e ] +

'y [ 0% 0 )2'+ " e-°] {[(— ) cos (6api) + ysin (6apy)| 5 11208 —

a

— [% sin (6af;) + B; cos (6aﬂ;)] [

— sin (12af5)] — [% sin (6afi;) + B cos (6aﬂ;)] T;I— [ cos (12aB5) — 1] } —

~= [ ( 1)2l+ B ] [ (71;)21+ f ] (28 e[ i o +

a

+ B cos (6aps) }

Die Werte ¥;,(i,7) berechnet man aus der Relation

J31(i:7) = 510> 1) = —%7? { Du(5) Fsir (555) + De(j) Fsia(ts ) —

——é—[(—l)’ Ja1a(is ) + .751'6(1}]')]} . (19)

in der ' y; = af;j (20)
., —cos 6y; sin 6y 1 [ cos 6y; .

DO = S+ e 5 (T o) @
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. _ —sinéy; cosby; 1 (sin6y; . )
D) = S~ o 5 (et —eion (22
und weiter

H l (—1)#+/+15in [(i +7+1)12a %]

won_ o H H
F311(57) = 04y >3 D ' G+ D +
23
(—1)t7 sin [(i——j) 12ai] @)
H 7
-+ 6a —
(i—j)12a> H
H
o 5| (1P cos [(j+i+ 1) IZa%]
Ja12(67) = (1 — 6’”? TGTir D) +

. n
. (—1) cos [(]—1) 12a ﬁ] el (e } . (24)
2(—1) 2G+i+1) 2G—2)

1
+ 64 4—ﬂ‘— [1 — cos (12y4)]

N 1 B\ . . sin 6y
3'314(1,1)—(——1)‘737(5) {cz (BH) — ci (6y1) + 67 } (25)

2 Fsie(t j) = (—1)H++2 7374{—/3; {ci(B;H) — ci(BeH) — sin [(Bi + B5) 6a] st (6y5) +

+ cilly)[1 — cos (B + ) 6al} + (1 — 8 (—) 5 {— [eiBsE) —

— ¢t (BeH)] — sin [(B¢ — B;) 6a] si (6y5) — ct (6y4) [1 — cos (Bt — B;) 6a]} +
+ 84 ﬁ%{ (BsH . si(BsH) — 2] — (673 5i (6y5) + cos 6y — 11} (26)

Zur Illustration haben wir nachstehendes numerisches Beispiel gewihlt, das
wir, zwecks Vergleich, der Arbeit [1] entnommen haben:

R = 155cm, H = 256 cm, = 0,8 cm, a=6,5cm

1
3%,
Der berechnete Wert B2 wird in der nachstehenden Tabelle (Tab. 1) angegeben.

Die erste Kolonne gibt die gewihlte Zahl der Koordinatenfunktionen (7) resp. auch
den Grad » der algebraischen Gleichung (6a) an



Tab. 1.

f n B2 x 104 '

|

| 1 3,996500 ‘
2 3,996490

’ 3 3,996482

In der Arbeit [1] wurde ein anderes Verfahren verwendet, das aber zugleich
Iterationscharakter hat. Bei der ersten Niherung ist nach[1] B2 = 3,9706 X 10-4, bei
der sechsten ist B2 = 3,9698 X 10-4 und bei der zehnten ist B2 = 3,9701 X 10-4.

(Volistandigkeitshalber wollen wir anfiihren, dass der geometrische Parameter
des baren Reaktors fiir die angefiihrten Dimensionen ist B} = 3,9135 X 10-4). Es
fallt auf den ersten Blick auf, dass die angefiihrten Resultate voneinander abweichen.
Der Grund fiir diesen Unterschied kann in der allgemeinen Verschiedenheit der
beiden Methoden liegen; nichtsdestoweniger — falls die in [1] verwendete Methode
richtig ist — ist die Differenz im berechneten B2 doch ziemlich gross. Ein weiterer
Grund fiir die Verschiedenheit der Resultate diirfte sich wohl daraus ergeben, dass
in der Arbeit [1] das Matrixelement

Nl

uKvdz,

2
das dort in einem anderen Zusammenhang vorkommt, auf ganz verschiedene
Art (sieche Formel (11) in [1] wo iiber unendliches Gebiet integriert wird) als
dies bei uns der Fall ist, berechnet worden ist. Als wir aber aus [1] diesen Aus-
druck - der, nebenbei gesagt, wesentlich einfacher ist, als der von uns in (13)
berechnete Ausdruck — zur Berechnung des Funktionals (6) iibernahmen, so erhielten
wir nach der Ritzschen Methode physikalisch sinnlose Resultate.

Mit Ricksicht darauf, dass die Ritzsche Methode mathematisch absolut
rigoros ist, ist dies ein Fingerzeig, dass die Angabe des Matrixelements in [1] nicht
ganz in Ordnung ist, sei es durch einen Druckfehler oder aus sonstigen Griinden.
Auf diesen Umstand konnen wir jedoch an dieser Stelle nur aufmerksam machen,
da es uns leider nicht gelungen ist, hiefiir die genaue Ursache zu ermitteln.
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