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Ein Beitrag zur Theorie der zylindrischen Luftspalte 
in einem Reaktor 

J. CERMÄK und R. ZEZULA 

Kernforschungsinstitut der Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften, Prag, und 
Mathematisches Institut der Karls-Universität, Prag 

Eingegangen am 9. Juli 1970 

Die kritische Dimension eines Kernreaktors vergrössert sich, wenn die Neutronen durch 
einen Hohlraum oder einen Kanal, der durch den Reaktor geführt wird, strömen können. Von der 
Eingruppendifrusionsnäherung ausgehend, ist in dem Beitrag die Methode zur Berechnung dieses 
Effektes in einem zylindrischen Reaktor angegeben. Einige Resultate sind durch konkrete numerische 
Beispiele illustriert und mit den von verschiedenen anderen Autoren erzielten Ergebnissen ver­
glichen worden. 

Einleitung 

Der Effekt der Hohlräume ist bereits vielmals von verschiedenen Autoren gründ­
lich untersucht worden. Nichtsdestoweniger meinen wir, dass einzelne Resultate, 
die wir erhielten, geeignet sind, gewisses Interesse zu erwecken. Es gibt mehrere 
Möglichkeiten, wie man an die Berechnung des durch einen Kanal verursachten 
Effektes herantreten kann. Eine von ihnen, die üblichste, beruht in der Einführung 
der sog. Extrapolationslänge A, die in der zylindrischen Geometrie durch den 
Ausdruck 

Q(a> z) 
л = д g(r, z) 

d r \r = a 

definiert ist, wobei z die mit der Kanalachse parallel verlaufende Koordinate, a den 
Kanalradius and p(r, z) die Diffusionsnäherung der Neutronendichte bedeuten, 
X muss auf Grund der Transporttheorie festgesetzt werden. Falls X bekannt, so 
verläuft die weitere Berechnung ganz analog mit der Berechnung der Wirksam­
keit eines zylindrischen Regelstabes, der vollständig in den Reaktor eingetaucht 
worden ist. 

Man kann aber auch direkt von der Diffusionsnäherung ausgehen und den 
Hohlraumeffekt durch eine spezielle Randbedingung in Betracht nehmen, die die 
Neutronenbilanz auf der Hohlraumoberfläche ausdrückt, wie es z. B. in [1], [2] durch­
geführt worden ist. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es gleichzeitig eine 
Angabe über die Deformation der Neutronendichte in der Umgebung des Kanals 



in der Richtung der Kanalachse liefert, wobei es noch ziemlich einfach im Vergleich 
zu der genaueren Methode ist, die gegebenenfalls auf der Transporttheorie basiert. 
Auf diese Weise werden wir auch in unseren Erwägungen fortfahren. 

Formulierung und Lösung des Problems 

Wir nehmen einen Reaktor an, der sich im kritischen Zustand befindet. In den 
Reaktor werden wir einen zentralen zylindrischen Hohlraum einführen und die 
Veränderung im geometrischen Parameter bestimmen, die gerade notwendig ist, um 
den Reaktor kritisch zu erhalten. 

Um grundlegende Relationen zu erhalten, werden wir uns auf das in Abb. 1. 
dargestellte einfache Beispiel beschränken. 
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Abb. 1. 

Im Zentrum eines homogenen Reaktors, dessen Höhe H und Radius R ist, 
befindet sich ein zylindrischer leerer Hohlraum, dessen Radius a ist (unter R und H 
verstehen wir den Extrapolationswert der zuständigen Grösse). 

Die einfachste physikalische Beschreibung dieser Konfiguration erhalten wir 
mittels der EingruppendifFusionsnäherung. Den Neutronenfluss <p = <p(r, z) und 
den Wert des geometrischen Parameters B2 erhalten wir dann durch die Lösung 
des folgenden Rand- und Eigenwertproblems: 

A(p(r,z) + B2<p(r,z) = 0 (1) 



wobei an der äusseren Extrapolationsgrenze des Reaktors gilt 

<p(R,z)=<p\r, ±1L) =0 (2a ,b) 

und auf der Oberfläche des Hohlraumes (r = a) 

(auf der linken Seite von Gleichung (3) ist die Ableitung in Richtung der äusseren 
Normale zu nehmen). K ist ein linearer Operator, der für den zu lösenden Fall 
(leerer Hohlraum) nachstehend beschrieben werden kann 

H_ 

2 

K<p = ^-<p(a, z) - 3Z8 I dz' T(\z - z'\)<p(a, z') (4) 

— IL 
2 wobei 

2л 

T(\z-z'\)= P o , - * 1 - 0 0 " 0 * 

o 

x = r cos co, y = r sin <o, z = z, r8 = {(z — z')2 + 2a2(l — cos co)}* 

Bis jetzt sind wir ganz analog wie in den Arbeiten [1] und [2] fortgeschritten. 
Jetzt aber werden wir bei der Lösung des Problems die Rayleigh-Ritzsche Varia­
tionsmethode anwenden. Diese Methode hat im Vergleich zu den in [1] und [2] 
angewandten Methoden den wesentlichen Vorzug, dass sie mathematisch ganz 
rigoros ist. Der gesuchte geometrische Parameter B2 ist das Minimum des Funktio­
nais (Au, u) = (— Au,u) unter der Nebenbedingung (u, u) = \, wobei das Skalar-
produkt durch die Relation 

___ 
2 

(u,v) = 2л I r dr I dz uv (5) 

____ 
2 

н_ ÌL 
2 R 2 

(Au,v) = (-Au,v) = 2TI I I \-fr--~r- + "ä~3~ \rdrdz + Ina J u(a,z) Kv dz 

- - a V Z - - (f>\ 
2 2 (O) 

gegeben ist. 
Nach der Rayleigh-Ritzschen Methode müssen wir jetzt die kleinste Wurzel /*o 

der nachstehenden algebraischen Gleichung 



(Acfiy Cfl) — fl((pi, (pi), (A<p2, <pi) — ju((p2, <pi), . . . , (Acfn, <pi) ~ K<Pn, <pi) 

(Acpi, <pn) — f*(<pi, <Pn), , (A(pn, <fn) ~ p(<Pn, <pn) 

finden. 

cpk sind sog. Koordinatenfunktionen, die wir in der Form annehmen 

<pk = Nkjofor) cos (ßkz), k = 0,1,2, . . . 

wo <xk die Wurzeln der Gleichung Jo(<*R) = 0 sind, 

n 

= 0 (6a) 

(7) 

ßt = (2k + 1) H 

und Nk der Normierungsfaktor ist, den man aus der Bedingung 

(<Pk, <fk) = 1 

berechnet. (<pk sind somit die Eigenfunktionen des baren Reaktors ohne Hohlraum). 
Nach [2] gilt, wenn wir \z—z'\=x bezeichnen 

3(1 - cos ft>)2 _ J l 
8a 

T(x) 

ZЯ 

C à 
Jdo>- 4ятî 

1 
бi-+4 

(i+У 
(8) 

Í 0 , 9 9 - | - : | 
8a 
1 6a* 
8a x* 

für 

für 

< 6 

> 6 
(8) 

In dieser Näherung kann man - wenn auch nach längeren Berechnungen - die 
Matrixelemente (6) in folgender Weise ausdrücken: 

(Acpu <pi) = dtdJi(hj) + Mhj)] + Mhi) 

wo Mi, i) = « ? { - + X*i*H— Jo(a.a) Мча) 
<*i 

Nt 
1 

V 
лH 

{R*[Ji(*iR)f ~ «2{[Jo(«ia)]2 + [*(<*#«.)]-}} 

fr(i,i) = ßl 
Für Ja (i,j) gilt die Relation 

Hi,j) = *ij.%(i,j)-n'(i,j) 
WO 

Ґв(i, i) = 2лa^ NUЖw))2 4 

(9) 

(10) 

( П ) 

(12) 

(13) 

(14) 



J?(i,i) = Kt} {fiuGUW + 2JH(i,j) - w,,} 

Die Werte Kij und Ci(j) sind durch folgende Relationen gegeben: 

Kij = 67iaZ8NiNj Jofaa) Jofaa) 

Ci(j) = 
0,99 1 
8a / i \ 2 \ a 

' V +ň ( . ) 

[1 — e~в . cos (бaßj)] + ßje~* sin (fiafit)] 

(15) 

(16) 

(17) 

Den Wert W<y berechnen wir wie folgt 

r 0,99 1 
w<, = W,< = (1 — ôtj) »-в 

8a / i 

tø+* 
ÜЮ cos (бa/fy) + 

+ ßj sin (6. 
sin (ßt + ßs) 6a + úл(ßt-ßs)6aЛ 

ßi — ßì J 
aßĄ [ ( - ! ) - ßt+ß} 

" [7 s i n ( < э д + Acos ( H Bľ^ + ЧтßT ~ (18) 
_ cos(ft-ft)6q _ 1 ) Ж + 1 co___+j___] 1 + 

ßt~ ßt ßt + ß i i ) 

+ òt} 
0,99 
8- / 1 \ * " j [ ( - ^ ) c o s ( 6 a ^ ) + ^ s i n ( 6 a ^ ) ] ^ 7 [ 1 2 a ^ -

l7J +0 J 
— sin (12a/S<)] — — sin (6a/8,) + /3, cos (6a/S,) -=-p [ cos (12a/S,) — 1] | — 

—1)'+' 2p} ípt — e~* \ - sin (6afl 
0,99 
8a (-

.(--) +«J1(-_) + « 
+ ßt cos (6a0<) 

Die Werte Jli(i,j) berechnet man aus der Relation 

JsXiJ) = J'zKh 0 = ~ | t f j ßl(j)J3U ftj) + D2(J)?Vi2(i,J) -

) + 

— -6" [(-!)> J8u(bj) + Жb j )] I 

in der 

— cos бyj sin 6y; 
D l 0 ) 3(6yy)зУ + 6(6 ľÿ

 + 6 l бy," + 
1 /cosбy^ . \ 

6h*ľ-+ í î 6>'>j 

(19) 

(20) 

(21) 



ГҺÜ) = 

und weiter 

— sin 6yj cos 6yj 1 / sin 6y; 
3 (6yí)

3 ~Wňf 6" [~fyT 

Jliiihj) = àij~^ — 

— ci 6yj I 

(-l)«+'+1s_[(t+/+l)12a£] 

2 ( j + j + l ) + 

+ 
(-l)«->sш[(í—>)12a-j] n 

(i-j)lla^ 
6a-

jW.ihí) = (1 *<i) 
H_[ [ (—ly+i+i cos (j + í + 1) 12a -1 Яl 

+ 

2 (j + i + 1) 

(-iy-iCos[(j-012a-j] 
-1У +1+1 ( - i y -

2 ( j - 0 2(> + /+1) 2 ( / - 0 • 

+ 

+ 

(22) 

(23) 

(24) 

+ o y - - д Г П - c o 8 ( 1 2 y ł ) ] 

ЛÛ&У) = ( - 1 ) ' ~ (jtf | ci (ßiH) - ci (fiyi) + - ^ í . [ (25) 

2JŚi*б(i>j) = ( - l ) w + 1 
1 

/Ь + & 
{a(ftД) — a(ftfl) — sin [(ßt + &) 6a] si (6ү}) + 

+ a(©>011 — cos (ßt + ß,) 6a]} + (1 — <5í;) (—!)«-'- {-[á(fi}H)-
ßi — ßj 

— « (jSifl)] — sin [(ßt — ßj) 6a] si (Gy,) — ci (6y,) [1 — cos (ßt — ßs) 6a]} + 

+ öiji;{ [ßjH -si(ßjH) ~2]~[6yj si (6yj) + cos {6yj)—1]} (26) 

Zur Illustration haben wir nachstehendes numerisches Beispiel gewählt, das 
wir, zwecks Vergleich, der Arbeit [1] entnommen haben: 

Я = 155 cn>, H = 256 cm, 
1 

ЪĽ8 

= 0,8 cm, a = 6,5 cm 

Der berechnete Wert B2 wird in der nachstehenden Tabelle (Tab. 1) angegeben. 
Die erste Kolonne gibt die gewählte Zahl der Koordinatenfunktionen (7) resp. auch 
den Grad n der algebraischen Gleichung (6a) an 

8 



Tab. 1. 

n B2 x 104 

1 

2 
3 

3,996500 
3,996490 
3,996482 

In der Arbeit [1] wurde ein anderes Verfahren verwendet, das aber zugleich 
Iterationscharakter hat. Bei der ersten Näherung ist nach[l] B2 = 3,9706 x 10~4, bei 
der sechsten ist B2 = 3,9698 X 10"4 und bei der zehnten ist B2 = 3,9701 X 10~4. 

(Vollständigkeitshalber wollen wir anführen, dass der geometrische Parameter 
des baren Reaktors für die angeführten Dimensionen ist BQ = 3,9135 X 10-4). Es 
fällt auf den ersten Blick auf, dass die angeführten Resultate voneinander abweichen. 
Der Grund für diesen Unterschied kann in der allgemeinen Verschiedenheit der 
beiden Methoden liegen; nichtsdestoweniger - falls die in [1] verwendete Methode 
richtig ist - ist die Differenz im berechneten B2 doch ziemlich gross. Ein weiterer 
Grund für die Verschiedenheit der Resultate dürfte sich wohl daraus ergeben, dass 
in der Arbeit [1] das Matrixelement 

H_ 
2 
j uKvdz, 

_H_ 
2 

das dort in einem anderen Zusammenhang vorkommt, auf ganz verschiedene 
Art (siehe Formel (11) in [1] wo über unendliches Gebiet integriert wird) als 
dies bei uns der Fall ist, berechnet worden ist. Als wir aber aus [1] diesen Aus­
druck - der, nebenbei gesagt, wesentlich einfacher ist, als der von uns in (13) 
berechnete Ausdruck - zur Berechnung des Funktionais (6) übernahmen, so erhielten 
wir nach der Ritzschen Methode physikalisch sinnlose Resultate. 

Mit Rücksicht darauf, dass die Ritzsche Methode mathematisch absolut 
rigoros ist, ist dies ein Fingerzeig, dass die Angabe des Matrixelements in [1] nicht 
ganz in Ordnung ist, sei es durch einen Druckfehler oder aus sonstigen Gründen. 
Auf diesen Umstand können wir jedoch an dieser Stelle nur aufmerksam machen, 
da es uns leider nicht gelungen ist, hiefür die genaue Ursache zu ermitteln. 
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