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1972 ACTA UNIVERSITATIS CAROLINAE MATHEMATICA ET PHYSICA VOL.13, NO. 2

Einige Bemerkungen zur Verzweigung des Punktes
durch einen Komplex von Transformationen

K. STACH
Lehrstuhl fiir Mathematik und darstellende Geometrie, Montanistische Hochschule, Ostrava

Eingegangen 15. Dezember 1972

Ausgangspunkt dieser Untersuchung ist der, in der Theorie der geometrischen
Konfigurationen vorkommende Begriff der Verzweigung des Punktes (siehe [1]).

Vereinbarung 1: In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, daf es eine
feste nicht leere Menge M gibt. Die Elemente dieser Menge werden Punkte genannt
und mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Unter einer Transformation
der Menge M werden wir jede bijektive, also schlichte (d. h. ein-eindeutige) Ab-
bildung der Menge M auf sich verstehen und mit kleinen griechischen Buchstaben
bezeichnen.

Wie es allgemein bekannt ist, bildet das System von allen Transformationen
der Menge M eine Gruppe. Dabei ist unter dem Produkt y = «f von zwei Trans-
formationen « und f die Zusammensetzung der Transformationen « und f zu
verstehen, das heif3t: fiir jedes x € M ist y(x) = B(a(x)). Die Gruppe von allen
Transformationen der Menge M werden wir mit M bezeichnen. Die identische
Transformation werden wir mit ¢ bezeichnen. Also ¢(x) = x fiir jedes x € M. Die
inverse Transformation zu einer Transformation « wird mit «-! bezeichnet.

Zu Anfang dieser Arbeit habe ich auch manche Definitionen der bekannten
Begriffe eingefiihrt. Diese Begriffe sind manchmal in nicht genau demselben Sinn
gebraucht und deshalb habe ich gezeigt, in welchem Sinn ich sie anwende.

Definition 1: Jede nicht leere Teilmenge A der Menge M werden wir ein
Komplex von Transformationen der Menge M oder kurz ein Komplex nennen.
Die Komplexe werden wir mit groflen fetten Buchstaben des lateinischen Alphabetes
bezeichnen.

Definition 2: Es sei A ein Komplex und x € M. Die Menge aller Bilder des
Elementes x in allen Transformationen « € A (d.h. die Mengeag\{a(x)}) werden

wir mit A(x) bezeichnen und die Verzweigung des Punktes x durch den Komplex
A nennen. Die Menge |) {A(x)} ist das System der Verzweigungen durch den
Komplex A. M

Definition 3: Der Komplex A heifit eine Halbgruppe von Transformationen
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der Menge M oder kurz eine Halbgruppe, wenn fiir jede « € A, f € A auch «ff € A
ist. Der Komplex A heifit eine Gruppe, wenn

1. A eine Halbgruppe ist,

2. wenn a« € A ist, ist auch o1 € A.

Bemerkung 1: Die Gruppe von Transformationen ist eine Gruppe im her-
kommlichen Sinn, denn sie abgeschlossen in der Hinsicht zum Produkt ist, dieses
Produkt ist assoziativ, zu jedem Element gibt es ein inverses Element und aus 1.
und 2. folgt, dafl ¢ = aac"1 € A ist.

Definition 4: Es sei A ein Komplex und x € M. Die Verzweigung A(x)
heiflt semiautark, wenn fiir jedes y € A(x) und « € A gilt: a(y) € A(x).

Bemerkung 2: Im Vortrag ,,Beitrag zur Punktkonfigurationen in der Ebene¢
[Ostrava, 6. Dezember 1967] hat K. Havlicek an dieser Stelle den Ausdruck ,,autarkes
oder ,,selbstgeniigsame Verzweigung* angewandt; hier benutzen wir den Terminus
»autarke Verzweigung® fiir einen schirferen Begriff [siehe die Definition 6].

Satz 1: Es sei A < M, x € M. Die Verzweigung A(x) ist genau dann semi-
autark, wenn fir jedes y € A(x) gilt A(y) < A(x).

Beweis: I.Es sei A(x) semiautark. Wihlen wir y € A(x) und weiter z € A(y).
Dann existiert eine Transformation « € A so, daf} «(y) = z ist. Da A(x) semiautark
ist, ist a(y) € A(x), d. h. z € A(x). Deshalb ist A(y) < A(x).

II. Fir jedes y € A(x) sei A(y) < A(x). Wihlen wir y € A(x) und « € A.
Dann ist a(y) € A(y) und deshalb «(y) € A(x). Die Verzweigung A(x) ist semi-
autark.

Beispiel 1: Es sei M die Menge aller reellen Zahlen und N die Menge aller
natiirlichen Zahlen. Zu jeder Zahl » € N sei die Transformation o, zugeordnet.
Es gelte

an(x) = x +n firjedes xe M.

Bezeichnen wir A = {az}n+1. Dann ist fiir jedes x e M

A(x) = {x + n}amy

Evident gilt fir jedes y € A(x), daBl A(y) < A(x). Aus Satz 1 folgt, da3 A(x) fir
jedes x € M semiautark ist.

Definition 5: Der Komplex A heifit semiautark, wenn fiir jedes a e M die
Verzweigung A(a) semiautark ist.

Z. B. der Komplex A aus Beispiel 1 ist semiautark.

Satz 2: Jede Halbgruppe A ist semiautark.

Beweis: Wihlen wir x € M, y € A(x) und z € A(y). Dann existieren solche
Transformationen « € A, § € A, daf3 «(x) = y, B(¥) = 2. Da A eine Halbgruppe ist,
ist auch «ff € A. Da weiters af(x) = f(a(x)) = () = 2, ist z € A(x). Daraus
folgt A(y) < A(x) und nach dem Satz 1 und Definition 5 ist A semiautark.

Definition 6: Es sei A ein beliebiger Komplex und x € M. Die Verzweigung
A(x) heifit autark, wenn fir jedes y € A(x) gilt: A(y) = A(x).
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Definition 7: Der Komplex A heiflt autark, wenn fiir jedes x € M die Ver-
zweigung A(x) autark ist.

Z. B. der Komplex A im Beispiel 1 ist nicht autark. Wenn wir aber anstatt der
Menge N die Menge G aller ganzen Zahlen nehmen, d. h. wenn wir den Komplex B
aller Transformationen der Form

an(x) = x +n firjedes xeM,

=]
wobei n die Menge G durchlduft [d. h. B= (J {«a}], nehmen, dann kénnen wir
leicht sehen, daf3 B autark ist. n=Te

Satz 3: Essei A < M, x e M. A(x) sei autark. Dann ist A(x) semiautark.

Beweis: folgt unmittelbar aus dem Satz 1 und der Definition 6. Daraus folgt
weiter '

Satz 4: Jeder autarke Komplex ist semiautark.

Satz 5: Der Komplex A sei autark. Dann gilt fiir jedes x € M, dafl x € A(x)
ist.

Beweis: Es sei x e M, « € A. Da « eine bijektive Abbilungd ist, existiert
y € M so, daf} a(y) = x ist. Deshalb ist x € A(y). Aus der Autarkie des Komplexes
folgt, dal A(y) = A(x) ist. Also x € A(x).

Bemerkung 3: Aus dem Beispiel 1 folgt, daf} in semiautarken Komplexen die
Relation x € A(x) nicht gelten muf3. Im Satz 5 konnten wir die Voraussetzung ,,der
Komplex A sei autark® durch eine schwichere Voraussetzung ,,die Verzweigung
A(x) sei autark® nicht ersetzen, was das nichste Beispiel zeigt.

Beispiel 2: Es sei M die Menge aller ganzen und N die Menge aller natiirlichen
Zahlen. Fir jedes n € N bezeichnen wir N, = {1, 2, ..., n}. Reihen wir alle Trans-
formationen (d. h. alle Permutationen) der Menge N, in eine schlichte Folge
{Bn,k}; ) aneinander. Wihlen wir jetzt eine beliebige natiirliche Zahl n» und eine
ganze Zahl & so, dal 0 < 2 < (n! —— 1) und konstruiren wir die Abbildung oy,
folgenderweise:

/ n—+1 f?r x=0
cxn,k(x) = —ﬂn, k(x) fiir x e Np
Nx+1  fir xe(M— Ny) — {0}
Offenbar ist a,, i eine Abbildung der Menge M auf sich. Die Mengen {n + 1},
Nn, (M — Nyu) — {n + 1} sind paarweise Punktfremd und die partielle Abbildun-
gen fn, k(x) fiir x € Ny und x + 1 fiir x €(M — N,») — {0} sind schlicht. Deshalb
ist auch oy, x(x) (fiir x € M) schlicht. Also «y, ist eine schlichte Abbildung der
Menge M auf sich. d. h. es ist eine Transformation der Menge M. Definieren wir

noch
a0,0(x) = x + 1 firjedes xe M.
Setzen wir

oo nl—1

A= U U {onx}

n=0 k=0
A ist also ein Komplex und es gilt:
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1. A(0) = N, denn
a) fiir alle ganzen, nicht negativen Zahlen n, kist «,, £(0) = # + 1 € N, demnach
A(0) = N.
b) fiir m € N ist am-1,0(0) = m, demnach N < A(0).
2. Fiir jedes m € N ist A(m) = N, denn
a) fiir alle ganzen nicht negativen Zahlen #, k& ist as, x(m) entweder m + 1 oder
B, (m), was aber immer eine natiirliche Zahl ist. Deshalb ist A(m) < N.
b) Es sei p € N. Setzen wir » = max (m, p). Dann existiert mindestens eine
Permutation fn, x der Menge Ny, fiir welche Sy, x(m) = p ist. Der Definition
der Abbildung ax,x zufolge ist on,i(m) = p, woraus folgt N < A(m).
Aus 1. und 2. folgt, daf3 A(0) = A(m) ist, und die Verzweigung A(0) ist autark, aber
es ist 0 EA(0).

Satz 6: Jede Gruppe A ist autark.

Beweis: Es sei x € M, y € A(x). Dann existiert eine Transformation « € A
s0, daf} a(x) = y. Da A eine Gruppe ist, ist sie auch eine Halbgruppe. Den Sitzen
2. und 1. zufolge ist A(y) < A(x). Da A eine Gruppe ist, ist auch a1 € A. Aus
a-1(y) = x folgt, dafl x € A(y) ist. Wieder nach den Sitzen 2. und 1. ist A(x) < A(y).
Es gilt also A(x) = A(y) fiir jedes x € M und y € A(x), woraus folgt, da8 A autark
ist.

Satz 7: Es seien A, B zwei Komplexe und A < B. Dann ist fiir jedes x € M:
A(x) < B(x).

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition der Mengen A(x) und B(x).

Satz 8: Es sei I nichtleere Indexmenge. Zu jedem 7 € I existiere ein Komplex
A;. Bezeichnen wir S = (é}l A;und P = ﬂI A;. Es sei x e M. Dann ist S(x) =

i ic
= UIAg(x) und wenn P + 0 ist, ist auch P(x) = ﬂl Ai(x). Wenn P =0, ist
ic i€
QI Aix) = 0.
‘ Beweis: Wihlen wir x € M.

I. Es sei y € 8(x). Dann existiert x € S so, dal a(x) =y ist. Da « € S ist,

existiert 7 € I so, dal « € A; ist und deshalb y = a(x) € Ay(x) < _gl A(x). Daraus

folgt: S(x) = U Ay(x).
i€l
II. Es sei y € J A¢(x). Dann existiert ein Index 7 € I so, da3 y € A¢«(x) ist.
i€l

Deshalb existiert eine Transformation « € A; so, dal y = a(x) ist. Aber aus a € A;
folgt o € S, und deshalb a(x) € S(x). Daraus: | As(x) < S(x).
Aus I. und II. folgt S(x) = U A¢(x). el
&1

1
Ahnlich erhalten wir auch den zweiten Teil unserer Behauptung.
Satz 9: Es sei / eine beliebige Indexmenge. Zu jedem 7 € I existiere ein Kom-

plex A;. Alle Komplexe A; seien Halbgruppen. Bezeichnen wir P = () Ay. Es
i€l

ist entweder P = 0 oder ist P eine Halbgruppe. Eine dhnliche Behauptung gilt auch
fiir den Fall, da3 A; Gruppen sind. Aber in diesem Fall ist immer P + 0.
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Beweis: Es seien A; Halbgruppen und P + 8. Wihlen wir a €P, § €P.
Dann ist fiir jedes 7 € I: « € Ay, f € Ay, woraus folgt, daf3 «f € A¢ ist. Also es ist
auch «f € P und P ist eine Halbgruppe. Wenn A; Gruppen sind, und « € P. dann
ist fiir jedes 7 € I « € A; und deshalb «-1 € A;. Also es ist «-1 € P und P ist eine
Gruppe. Da jede Gruppe das Element ¢ besitzt, ist ¢ € P und P + 0.

Satz 10: &s sei A ein Komplex. Dann existiert eine Halbgruppe HA und eine
Gruppe GA so, dafi
1. A < HA < GA.

2. Wenn G eine beliebige Halbgruppe (Gruppe) ist, fiir die A < G gilt, so ist
HA < G (GA < G). :

Beweis: Bezeichnen wir mit I (resp. N) die Menge aller solchen Halb-

gruppen (resp. Gruppen) G < M, fiir die G > A ist. Die Mengen MM und N sind

nicht leer, denn M € M und M € N. Bezeichnen wir HA = (1 G und GA = N G.
GeM GER

Dem Satz 9 zufolge ist HA eine Halbgruppe und GA eine Gruppe. Die Eigen-
schaften 1. und 2. sind offensichtlich erfiillt.

Definition 8: Die Menge HA aus dem Satz 10 heifit die Halbgruppenhiille
und die Menge GA heifit die Gruppenhiille des Komplexes A.

Satz 11: Es sei A ein beliebiger Komplex. Seine Halbgruppenhiille HA ist
durch alle Transformationen der Form

o= 'ﬁl o €))
gebildet. Dabei durchlauft » die Menge aller natiirlichen Zahlen und o; € A fiir
jedes 1 =1,2,...,n

Beweis: Bezeichnen wir mit HA die Halbgruppenhiille des Komplexes A
und mit A den Komplex aller Transformationen der Form (1).

a) A < A, denn fiir jedes « € A gilt a« = _hl ®.

b) Es sei « €A, f €A. Dann existieren natiirliche Zahlen m, n so, dafl
o =o102...tmy P =P1f2...Pn, wobei a;€A, B;eA. Daraus folgt, dafl
of = a1z ... amPiPf2 ... Bn ist, und deshalb off €A. Deshalb ist A eine Halb-
gruppe. Aus a) und aus der Definition 8 folgt HA < A.

c) Essei « € A. Dann existiert eine natiirliche Zahl 7 so, da} « = a1xs ... on,
wobei «; € A. Da A < HA, gilt auch «; € HA. Da HA eine Halbgruppe ist, ist
auch « € HA. Also A < HA.

d) Aus b) und c) folgt A = HA.

Satz 12: Es sei A ein Komplex. Fiir seine Gruppenhiille GA gilt: GA = HA+,
wobei A+ der Komplex ist, der aus allen Transformationen des Komplexes A und
allen zu diesen Transformationen inversen Transformationen besteht.

Beweis: Es sei « € HA*. Nach dem Satz 11 existiert eine natiirliche Zahl »
s0, daBl o = a2 ... an (s € At). Aus der Gruppentheorie ist bekannt, daf}
al = (a2 ... ay) L = o;lot, ... o5t ist. Aus der Definition des Komplexes A+

”
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folgt, dal o' € A+ (1= 1,2,...,n). Wieder dem Satz |1 zufolge ist «~1 € HA*,
Nach der Definition 3 ist HA+ eine Gruppe, fiir die die Inklusion HA* 5 A gilt.
Deshalb ist HA+ 5 GA. Ahnlicherweise wie im Satz 11 kdnnen wir zeigen, daf3
HA+ < GA ist. Deshalb ist HA+ = GA, womit unser Satz bewiesen ist.

Satz 13: Es sei A ein semiautarker Komplex und HA seine Halbgruppenhiille.
Dann gilt fir jedes x e M: A(x) = HA(x).

Beweis: a) Nach dem Satz 7 und der Definition 8 ist A(x) < HA(x).

b) Es sei y € HA(x). Dann existiert eine Transformation « € HA so, dafl
y = a(x). Dem Satz 11 zufolge ist o = aj0i2... an, Wobei ws €A =1,2,...,n)
ist. Bezeichnen wir

0’.1(x) = X1, “2(x1) = X2y .. o(n(xn—l) = Xn. (2)
Aus (2) folgt
x1 € A(x), x2 € A(x1), ..., Xn € A(xp-1). 3)

Mit Hinsicht, dafl A semiautark ist, folgt aus dem Satz 1

A(x1) < A(x), A(x2) < A(x1), ..., A(xn-1) < A(xn-2).
Also
A(xp_1) < A(x). 4)

Aus (2) folgt, daBl x, = y ist. Aus der letzten Relation in (3) folgt, da} y € A(xn-1).
Nach (4) ist also y € A(x). Deshalb HA(x) = A(x).

c) Aus a) und b) folgt unsere Behauptung.

Satz 14: Es sei A ein autarker Komplex. Bezeichnen wir wieder mit A+ den
Komplex A (J A1, wobei A-! der Komplex ist, der mit allen inversen Trans-
formationen zu den Transformationen des Komplexes A gebildet wird. Dann gilt
fiir jedes x e M: At(x) = A(x).

Beweis: a) Aus At 5 A folgt A*(x) 5 A(x) (Satz 7).

b) Wihlen wir y € A*(x). Dann existiert eine Transformation « € A+ so,
daBl a(x) =y. Aus €A+t = A (J Al folgt entweder « € A oder o €A1l
Im ersten Fall ist y € A(x). Im zweiten Fall ist a1 € A. Es gilt x = a"1(y)-
Deshalb ist x € A(y). Der Komplex A ist autark und deshalb:

A®y) = Ax). ©)

Dem Satz 5 zufolge ist y € A(y). Aus (5) folgt y € A(x). Auf jeden Fallist y € A(x)
und deshalb At(x) < A(x).

c) Aus a) und b) folgt unsere Behauptung.

Satz 15: Es sei A ein autarker Komplex und GA seine Gruppenhiille. Dann
gilt fur jedes x e M: A(x) = GA(x).

Beweis: At habe denselben Sinn wie im Satz 14. Dem Satz 12 zufolge ist

GA = HA+ (6)
Nach dem Satz 14 ist
At(x) = A(x). )
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Daraus folgt, dafl auch A+ ein autarker und deshalb auch ein semiautarker Komplex
ist. Aus dem Satz 13 folgt:
HA*(x) = At(x).

Daraus und aus (6) und (7) folgt unsere Behauptung.

Wenn wir die Kenntnisse aus den Sitzen 2, 6, 13 und 15 zusammenfassen,
konnen wir den folgenden Satz anfiihren:

Satz 16: Eine notwendige und hinreichende Bedingung dazu, daf§ der Komplex
A semiautark bzw. autark ist, ist: Es existiert eine Halbgruppe bzw. Gruppe G,
die dasselbe System der Verzweigung wie der Komplex A hat (d. h. fiir jedes x e M
gilt: A(x) = G(x)).

Zum Abschluf} zeigen wir, da3 es Komplexe gibt, die weder Gruppen noch
Halbgruppen sind und die autark sind.

Beispiel 3: Es sei M = {1,2,3,4}, A= {«,5,y}, wobei «,p,y folgender-
maflen definiert sind:

al)=1, «2)=13, «3)=2, «a@d)=4;

p) =2, p2)=1, BB)=3, B@A) =4;

D=3 y=2 y3A=1 y@4=4
Fir die Transformation ¢ = fa gilt:

(=3, =1, 63)=2, 6@ =4
Also d € A. Deshalb ist A keine Halbgruppe (und desto weniger keine Gruppe).
Aber A(l) = A(Q2Q) = AQ3)={1,2,3}, A(4) = {4}. Deshalb ist A autark. Be-
merken wir noch, dafl hier GA = {«,f,7,96,(,¢} ist, wo d=Pfa, (= af
und ¢ die identische Transformation ist.
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