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Zur geometrischen Bedeutung der Gruppen
der automorphen Kollineationen einer harmonischen
und adquianharmonischen kubischen Kurve

J. GREGOR

Seminar fiir kombinatorische Geometrie, Mathematisch-Physikalische Fakultit,
Karls-Universitit, Prag und Oberschule fiir Maschinenbau, Zd4r nad Sézavou*

Eingegangen 20. Funi 1974

Die Bahn des Punktes beziiglich einer endlichen Transformationgruppe Ga der Ordnung n
in der komplexen projektiven Ebene bildet oft einige Konfigurationen der Punkte und Kegel-
schnitte. In dieser Weise konstruiert der Verf. die Konfiguration (3612, 726) [bzw. (5412, 1086)] der
36 Punkte und 72 Kegelschnitte (bzw. der 54 Punkte und 108 Kegelschnitte) aus der Automorphis-
mengruppe Gss (bzw. Gss) einer harmonischen (bzw. dquianharmonischen) kubischen Kurve.

Piispévek ke geometrickému vyznamu grupy automorfnich kolineaci harmonické a ekvian-
harmonické kubické kfivky. Orbit bodu v kone¢né grupé transformaci Gn fddu #» v komplexni
projektivni roviné tvofi ¢asto konfiguraci bodd a kuZeloseek. Timto zplisobem sestrojuje autor
konfiguraci (3612, 726) [pfip. (5412, 1086)] 36 bodil a 72 kuZelosedek (pfip. 54 bodi a 108 kuZelo-
setek) z grupy automorfnich kolineaci Gss (pfip. Gss) harmonické (pfip. ekvianharmonické)
kubické kfivky.

OG OOHOM TreOMETPMUYECKOM 3HAUEHHH TPYNIBI aBTOMOP()U3MOB TapMOHHMUECKON M €KBH-
TapMOHHMUECKOH KPHBOIl TpeThero mopsaaxka. OpOUTa TOUKM B KOHEUHOM rpymme rpaHchopmarmii
Gn NOpsiiKa 7 B NPOEKTHBHOH IUIOCKOCTH HAI MOJIEM KOMILTIEKCHBIX UHMCENl CO3HaéT JaCThIO
KOHGUTYpaLHIo TOUEK U KOHHYECKUX ceueHHil. TaKkuM crnocoGoM KOHCTPYHPYET aBTOp KOHIHIY-
pauuio (3612, 726) (uu 5413, 108¢) 36-T ToueK M 72 KOHMUECKMx ceueHUit (M 54 Touexk m 108
KOHMUECKUX CEUEHHUIt) C MOMOIIBIO rpynmel aBTomopdusmoB Gss (unu Gsa) rapMoHMUecKod (Wym
€KBHUIapMOHMYECKOH) KPHBOM TpEeThEro MopsaKa.

I. Einleitung

Die Konfiguration, von der wir sprechen werden, steht in engsten Zusammen-
hang mit den Gruppen der automorphen Kollineationen einer harmonischen und
aquianharmonischen kubischen Kurve in der komplexen projektiven Ebene.

Die Konfiguration der Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der
Gruppe der automorphen Kollineationen einer allgemeinen elliptischen Kubik in
der komplexen projektiven Ebene hat schon B. BydZovsky [2] und spiter
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K. Havli¢ek [3] studiert. Diese automorphen Kollineationen bilden einen belie-
bigen, aber festen Punkt y (mit homogenen Koordinaten y1, y2, y3) in 18 Punkte
ab. Diese Konfiguration von 18 Punkten enthilt unter anderem verschiedene Unter-
mengen von 6 Punkten, die jeweils auf einem Kegelschnitt liegen. B. BydZovsky
hat 12 solche Konfigurationskegelschnitte entdeckt. Als Konfigurationskegel-
schnitt versteht man hier einen Kegelschnitt, der mit 6 Punkten dieser Kon-
figuration inzident ist. Je sechs dieser einen Konfigurationskegelschnitt be-
stimmenden Punkte entsprechen einer Untergruppe F¢ von 6. Ordnung der
Gruppe Fis der automorphen Kollineationen der allgemeinen elliptischen Kubik.
K. Havli¢ek hat gezeigt, da} sogar 36 Konfigurationskegelschnitte in dieser Kon-
figuration sind.

Der Zusammenhang dieser Konfigurationskegelschnitte mit der Gruppentheorie
ist sehr anschaulich: In der Gruppe Fig waren schon frither 12 Untergruppen Fe
gefunden worden. Jede diese Untergruppe Fe bildet den Punkt y in 6 Punkte ab,
die immer auf einem Konfigurationskegelschnitte liegen. Auf diese Weise bekommen
wir 12 Konfigurationskegelschnitte, die B. BydZovsky gefunden hat. Weitere Konfi-
gurationskegelschnitte in der Arbeit von K. Havli¢ek entsprechen in &hnlicher
Weise den Restklassen, die zu jeder Untergruppe Fg in Fis gehoren. Es ist noch
notig die Voraussetzung anzugeben, unter der alle 36 Konfigurationskegelschnitte
reguldr und verschieden sind; es geniigt, den Punkt y so zu wihlen, daf3 er mit den
Inflexionsachsen der Kurve und mit den Verbindungsgeraden der Ecken aller
Wendedreiseiten nicht inzidiert. Diese Voraussetzung werden wir auch in dieser
Arbeit behalten.

Diese Punkte und Kegelschnitte bilden die Konfiguration (1812, 366), wo (np, mg)
das Symbol solcher Konfigurationen mit » Punkte und m Kegelschnitte ist, wobei
p die Anzahl der Kegelschnitte durch jeden Punkt und ¢ die Anzahl der Punkte
auf jedem Kegelschnitt bedeutet und #p = mq die Anzahl aller dieser Inzidenzen
ist. :

2. Zur geometrischen Bedeutung der Gruppe der automorphen
Kollineationen einer harmonischen Kubik

Die elliptische Kubik besitzt bekanntlich 9 Wendepunkte, die mit 12 Inflexions-
achsen inzident sind und die beriihmte Hessesche Konfiguration (94, 123) bilden.
Diese Hessesche Konfiguration zerfillt in 4 Wendedreiseite. (Vgl. B. BydZovsky [1],
432—438.)

Macht man ein Wendedreiseit zum Koordinatendreieck, so erscheint die Glei-
chung der harmonischen Kubik in der kanonischen Form (B. BydZovsky [1],
442) ,

1+ Vg) (x3 4+ x3 4+ %) + 6x1x2x3 = 0. n

In diesem Falle gibt es genau 36 Kollineationen, die die Gleichung (1) der harmo-
nischen Kubik reproduzieren (B. BydZovsky [1], 449).
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Die Gleichungen von 18 dieser Kollineationen in dem oben gewéhlten Koordi-

natensystem sind x| =%, x=2x, x) = xp

Xi = Xi, X,=axj, x3= a¥xg @)
X, = Xi, Xy=ax;, X3 = ax.
Dabei ist 4,7, & eine willkiirliche Permutation der Elemente 1, 2,3 und @ = 1/2.

(—1+1¢ V?) eine dritte Wurzel von 1, 7 = V:T

Die Gleichungen der weiteren 18 Kollineationen bekommen wir, wenn die

Kollineation mit den Gleichungen
x = x1 + X2 + x3; xy = x1 + axz2 + a?x3; x3 = x1 + a%x2 + axs

mit Kollineationen (2) zusammengestellt werden.

Diese 36 Kollineationen bilden eine Gruppe, die wir mit Gsg bezeichnen.

Nun wihlen wir einen beliebigen, aber festen Punkt y (mit den Koordinaten
Y1, ¥2, ¥3). Die automorphen Kollineationen der harmonischen Kubik bilden diesen
Punkt in die 36 Punkte mit folgenden Koordinaten ab:

1 Y1 y2 s 7 Y1 aya a?ys 13 y1 a%a ays
2 y1 y3 y2 8 Y1 ays a%ys 14 y1 a%ys ay:
3 Y2 y1 Y3 9 y2 ay1 a%ys 15 y2 a’y1 ays 3
4 Y2 ¥3 M 10 yz2 ays a?y: 16 ya2 a®ys an
5 Y3 Y1 Y2 11 y3 ay1 a2ys 17 ys a%y1 aya
6 ¥3 y2 M 12 y3 ays a®y 18 y3 a%ys ayn
19 y1' y2' 3’ 25 y1' ays' a®ys’ 31 1’ a2y’ ays’
20 yi' y3' yo 26 y1' ays' a?ys’ 32 y1i' ays’ ays’
21 y2' y1' y3' 27 y2' ayi’ a?ys’ 33 y2' a’yi' ays' @
22 y2' ys' y1’ 28 y2' ays' a2y’ 34 " ya' alys’ ay:’
23 y3' y1' yo! 29 ys' ay1’ a2y’ 35 y3' a*y1' ays’
24 y3' y2' y1' 30 ys' ays' ayr’ 36 y3' a?y2’ ayy’

Dabei ist

yvi=wn+y2+y3, yy=y+ays+a%ys, y; =+ a%:+ ays.

Bezeichnen wir mit G{3 < Gs¢ die Untergruppe der automorphen Kollinea-
tionen der harmonischen Kubik, welche den Punkt y in Punkte der Tabelle (3)
iibertridgt und #hnlich bezeichnen wir mit G’ < Ggs die Restklasse der auto-
morphen Kollineationen der harmonischen Kubik, welche den Punkt y in Punkte
der Tabelle (4) tibertragt.

Wir werden jetzt die Eigenschaften der Untergruppe G{¥ der automorphen
Kollineationen der harmonischen Kubik studieren. Diese Untergruppe ist isomorph
mit der Gruppe Fis der automorphen Kollineationen der allgemeinen elliptischen
Kubik. Die Eigenschaften dieser Gruppe hat schon B. BydZovsky [2] studiert.
K. Havli¢ek [3] hat gezeigt, daf} 36 Kegelschnitte existieren, wobei jeder Kegelschnitt
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mit 6 Punkten aus der Tabelle (3) inzident ist und jeder Punkt mit 12 Kegelschnitten
inzident ist, d. h. diese Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Gruppe
Fis bilden die Konfiguration (1812, 36g). Ahnlich wie im Falle der allgemeinen
elliptischen Kubik bilden die Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der
Untergruppe G der automorphen Kollineationen der harmonischen Kubik
dieselbe Konfiguration (1812, 36).

Wir werden jetzt die Eigenschaften der Restklasse G{i’ der automorphen Kol-
lineationen der harmonischen Kubik studieren. In dhnlicher Weise wie im Falle der
Untergruppe G{% werden wir zeigen, daf} 36 solche Kegelschnitte existieren, wobei
jeder Kegelschnitt mit 6 Punkten aus der Tabelle (4) inzident ist und jeder Punkt
mit 12 Kegelschnitten inzident ist. Der Beweis erfolgt durch mechanische Rechnung.
Es ist leicht zu bestitigen, dafl die 9 Kegelschnitte mit den Gleichungen

. k) = y2 xpxx — y,,%F = 0 (5)
Konfigurationskegelschnitte sind.

Die Substitution der Koordinaten aus der Tabelle (4) in die Gleichungen (5)
liefert folgende Ergebnisse:

R} ist mit den Punkten 19, 20, 25, 26, 31, 32 inzident
R4 ist mit den Punkten 21, 23, 27, 29, 33, 35 inzident
k{} ist mit den Punkten 22, 24, 28, 30, 34, 36 inzident
kD ist mit den Punkten 21, 22, 27, 28, 33, 34 inzident
kS ist mit den Punkten 19, 24, 25, 30, 31, 36 inzident
RSy ist mit den Punkten 20, 23, 26, 29, 32, 35 inzident
kY ist mit den Punkten 23, 24, 29, 30, 35, 36 inzident
kY ist mit den Punkten 20, 22, 26, 28, 32, 34 inzident
k§Y ist mit den Punkten 19, 21, 25, 27, 31, 33 inzident.

Je zwei Kegelschnitte k§?, welche einen gemeinsamen Index haben, sind dis-
junkt (d. h. sie schneiden sich in keinem Konfigurationspunkt), je zwei andere haben
genau 3 gemeinsame Konfigurationspunkte.

Die Kegelschnitte k§Y sind natiirlich mit dem ersten Wendedreiseit (Koordi-
natensystem) verbunden. Wir kénnen aber unsere Uberlegung auch fiir die iibrigen
Wendedreiseite wiederholen. Weil die harmonische Kubik 4 verschiedene Wende-
dreiseite hat, bekommen wir im ganzen 4.9 = 36 Konfigurationskegelschnitte in
dieser Konfiguration. Die Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der
Restklasse G{Y < Gsg der automorphen Kollineationen einer harmonischen Kubik
in der komplexen projektiven Ebene bilden also auch die Konfiguration (1812, 366).

Aus Vorergebnissen ist es ersichtlich, daf3 72 solche Kegelschnitte existieren,
wobei jeder Kegelschnitt mit 6 Punkten aus der Tabelle (3) oder (4) inzident ist und
jeder Punkt mit 12 Kegelschnitten inzident ist.

Die Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Gruppe Gs¢ der
automorphen Kollineationen einer harmonischen kubischen Kurve in der komplexen
projektiven Ebene bilden also die Konfiguration (3612, 726).
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3. Zur geometrischen Bedeutung der Gruppe der automorphen
Kollineationen einer dquianharmonischen Kubik

Endlich werden wir lber eine Konfiguration sprechen, die in engstem Zu-
sammenhang mit der Gruppe der automorphen Kollineationen einer dquianharmo-
nischen kubischen Kurve in der komplexen projektiven Ebene ist.

Macht man ein Wendedreiseit dieser Kubik zum Koordinatiendreieck, so
erscheint die Gleichung der dquianharmonischen Kubik in kanonischer Form
(B. Bydzovsky [1], 440)

B4+x+a23=0. (6)

In diesem Falle gibt es genau 54 Kollineationen, die die Gleichung (6) der
dquianharmonischen Kubik reproduzieren (B. BydZovsky [1], 447). Die Gleichungen
dieser 54 Kollineationen in dem oben gewihlten Koordinatensystem sind

’ ’ ! .
X = Xi, Xy =2a%%j, X3 =a'xXg; N

dabei ist i, j, k eine willkiirliche Permutation der Elemente 1,2,3und r,s =0, 1,2
und a =1/2.(—141¢ l/ 3) wieder eine dritte Wurzel von 1, i = l/——l
Diese 54 Kollineationen bilden eine Gruppe, die wir mit Qs4 bezeichnen.
Nun wihlen wir einen beliebigen, aber festen Punkt y (mit Koordinaten
Y1, ¥2, y3). Die automorphen Kollineationen der dquianharmonischen Kubik bilden
diesen Punkt in die 54 Punkte ab, deren Koordinaten sind:

1 Y1 Y2 ¥s 7 Y1 ayz a%ys 13 y1 a®y2 ays
2 Y1 Y3 y2 8 y1 ays a’ys 14 y1 a?y3 ays
3 Y2 Y1 s 9 y2 ay1 a’ys 15 y2 a%y1 ays ®)
4 Y2 ¥3 N 10 y2 ays a?*yi 16 y2 a2ys ay:
5 Y3 y1 Y2 11 y3 ayr a2yz 17 y3 a%yi1 ayz
6 y3 Y2 M 12 y3 ays: a*y1 18 ys a3 ay:
19 Y1 Y2 ays 25 y1 ays Y3 31 ¥y1 a%: a?ys
20 Y1 y3 ayz 26 Y1 ays Y2 32 y1 a*yz a?yy
21 Y2 y1 ays 27 Y2 ay1 s 33 ya2 a?y1 a%; )
22 y2 y3 ayi 28 Y2 ays Y1 34 y2 a?yz a?y;
23 Y3 Y1 aya 29 y3 ayi1 ya2 35 y3 a%y1 a?ys
24 y3 y2 an 30 ya ay2 1 36 y3 alys a2y,
37 ¥y1 ya2 a?ys 43 y1 ays ays 49 y1 ays  ys
38 y1 Y3 a%ys 44 y1 ays ayz 50 y1 a%ys ya
39 y2 y1 a’ys 45 Yya ayi1 ays 51 y2 a%y1 ys
(10)
40 y2 y3 a*y1 46 Y2 ays ayi 52 Y2 a?ys y1
41 y3 y1 a’ys 47 ¥ys ayi aya 53 y3 a%y1 s
42 s y2 ay; 48 y3 ayz ayi 54 y3 a%ya 1




Bezeichnen wir mit Q{% < Qs4 die Untergruppe der automorphen Kollinea-
tionen der dquianharmonischen Kubik, die den Punkt y in die Punkte der Tabelle
(8) ubertragt (die Tabelle (8) ist librigens identisch mit der Tabelle (3)); dhnlich
bezeichnen wir mit Q{} < Qss die Restklasse der automorphen Kollineationen der
dquianharmonischen Kubik, die den Punkt y in die Punkte der Tabelle (9) iiber-
trigt und endlich bezeichnen wir mit Q{¥ < Qss die Restklasse der automorphen
Kollineationen der dquianharmonischen Kubik, die den Punkt y in die Punkte der
Tabelle (10) tibertragt.

Wir werden jetzt die Eigenschaften der Untergruppe Q{3 der automorphen
Kollineationen der dquianharmonischen Kubik studieren. Diese Untergruppe ist
isomorph mit der Gruppe Fis der automorphen Kollineationen der allgemeinen
elliptischen Kubik. In dhnlicher Weise wie im Falle der Gruppe Fis bekommen wir
folgendes Ergebniss:

Es existieren 36 Kegelschnitte, wobei jeder Kegelschnitt mit 6 Punkten aus der
Tabelle (8) inzident ist und jeder Punkt mit 12 Kegelschnitten inzident ist, d.h. die
Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Gruppe Q|3 der automor-
phen Kollineationen einer d4quianharmonischen Kubik in der komplexen projektiven
Ebene bilden die Konfiguration (182, 36s).

Wir werden jetzt die Eigenschaften der Restklasse Q{Y der automorphen Kolli-
neationen der #quianharmonischen Kubik studieren. Ahnlich wie im Falle der Unter-
gruppe Q¥ werden wir zeigen, daf3 36 Kegelschnitte existieren, wobei jeder Kegel-
schnitt mit 6 Punkten aus der Tabelle (9) inzident ist und jeder Punkt mit 12 Kegel-
schnitten inzident ist. Der Beweis erfolgt durch mechanische Rechnung. Es ist leicht
zu bestitigen, dafl 9 Kegelschnitte mit den Gleichungen

m) = yixjxp — aygyrxi = 0. (1
Konfigurationskegelschnitte sind.

Die Substitution der Koordinaten aus der Tabelle (9) in die Gleichungen (11)
liefert folgende Ergebnisse:

m{} ist mit den Punkten 19, 20, 25, 26, 31, 32 inzident
m{} ist mit den Punkten 21, 23, 27, 29, 33, 35 inzident
m;}) ist mit den Punkten 22, 24, 28, 30, 34, 36 inzident
msy ist mit den Punkten 21, 22, 27, 28, 33, 34 inzident
m$Y ist mit den Punkten 19, 24, 25, 30, 31, 36 inzident
msl) ist mit den Punkten 20, 23, 26, 29, 32, 35 inzident
m{l) ist mit den Punkten 23, 24, 29, 30, 35, 36 inzident
mil) ist mit den Punkten 20, 22, 26, 28, 32, 34 inzident
m4}) ist mit den Punkten 19, 21, 25, 27, 31, 33 inzident .

Je zwei Kegelschnitte, die einen gemeinsamen Index haben, sind disjunkt (d. h.
sie schneiden sich in keinem Konfigurationspunkt), je zwei andere Kegelschnitte
haben genau 3 gemainsame Konfigurationspunkte.
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Die Kegelschnitte mf} sind natiirlich mit dem ersten Wendedreiseit (Koordi-
natensystem) verbunden. Wir konnen unsere Uberlegung auch fiir die iibrigen
Wndedreiseite wiederholen. Weil die d4quianharmonischen Kubik vier verschiedene
Wendedreiseite hat, bekommen wir im ganzen 4.9 = 36 Konfigurationskegel-
schnitte in dieser Konfiguration.

Die Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Restklasse Qi der
automorphen Kollineationen der dquianharmonischen Kubik in der komplexen pro-
jektiven Ebene bilden die Konfiguration (18;2, 36).

Wir werden endlich die Eigenschaften der Restklasse Q{¥ der automorphen
Kollineationen der dquianharmonischen Kubik in der projektiven Ebene studieren.
Ahnlich wie in 2 oben erwihnten Fallen werden wir zeigen, dal 36 Kegelschnitte
existieren, wobei jeder Kegelschnitt mit 6 Punkten aus Tabelle (10) inzident ist und
jeder Punkt aus Tabelle (10) mit 12 Kegelschnitten inzident ist.

Der Beweis erfolgt durch mechanische Rechnung. Es ist leicht zu bestitigen,
daf3 9 Kegelschnitte mit den Gleichungen

my? = yixsxp — a?yqyrxi = 0 (12)

Konfigurationskegelschnitte sind.
Die Substitution der Koordinaten aus der Tabelle (10) in die Gleichungen (12)
liefert folgende Ergebnisse:

m{? ist mit den Punkten 37, 38, 43, 44, 49, 50 inzident
m{? ist mit den Punkten 39, 41, 45, 47, 51, 53 inzident
m{2 ist mit den Punkten 40, 42, 46, 48, 52, 54 inzident
m? ist mit den Punkten 39, 40, 45, 46, 51, 52 inzident
ms%) ist mit den Punkten 37, 42, 43, 48, 49, 54 inzident
m3) ist mit den Punkten 38, 41, 44, 47, 50, 53 inzident
mi? ist mit den Punkten 41, 42, 47, 48, 53, 54 inzident
mi2 ist mit den Punkten 38, 40, 44, 46, 50, 52 inzident
mi2) ist mit den Punkten 37, 39, 43, 45, 49, 51 inzident.

Je zwei Kegelschnitte m{?, die einen gemeinsamen Index haben, sind disjunkt
je zwei andere Kegelschnitte haben genau 3 gemeinsame Punkte in dieser Konfigu-
ration.

Die Kegelschnitte m% sind natirlich mit dem ersten Wendedreiseit (Koordi-
natensystem) verbunden. er konnen aber unsere Uberlegung auch fiir die iibrigen
Wendedreiseite wiederholen. Weil die dquianharmonische Kubik vier verschiedene
Wendedreiseite hat, bekommen wir im ganzen 4.9 = 36 Konfigurationskegel-
schnitten in dieser Konfiguration.

Die Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Restklasse Q|3 der
automorphen Kollineationen der dquianharmonischen Kubik in der komplexen pro-
jektiven Ebene bilden die Konfiguration (18,2, 36g).

Aus Vorergebnissen ist es ersichtlich, dafl 108 solche Kegelschnitte existieren,
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wobei jeder Kegelschnitt mit 6 Punkten aus Tabellen (8), (9), (10) inzident ist und
jeder Punkt aus Tabellen (8), (9), (10) mit 12 Kegelschnitten inzident ist, d. h. die
Punkte und Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Gruppe Qss der automor-
phen Kollineationen einer dquianharmonischen Kubik in der komplexen projektiven
Ebene bilden die Konfiguration (5412, 108).

4. Zusammenfassung

Die Eigenschaften der Gruppe Fig der automorphen Kollineationen der all-
gemeinen elliptischen Kubik in der komplexen projektiven Ebene hat B. BydZovsky
[2] studiert. K. Havli¢ek [3] hat gezeigt, daf3 die Punkte und Kegelschnitte im Zu-
sammenhang mit dieser Gruppe Fis die Konfiguration (18,2, 36¢) bilden.

In dem Kapitel 2 dieser Arbeit hat man gezeigt, daf die Punkte und Kegel-
schnitte im Zusammenhang mit der Gruppe Gss der automorphen Kollineationen
der harmonischen Kubik in der komplexen projektiven Ebene die Konfiguration
(3612, 726) bilden.

Endlich hat man in dem Kapitel 3 dieser Arbeit gezeigt, dafl die Punkte und
Kegelschnitte im Zusammenhang mit der Gruppe Qss der automorphen Kolli-
neationen der dquianharmonischen Kubik in der komplexen projektiven Ebene die
Konfiguration (54,2, 1086) bilden.
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