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Atmosférická duha – jemná struktura

Miroslav Miler, Praha

Úvod

Jedńım z nejpozoruhodněǰśıch jev̊u v atmosférické optice je duha [4], [8]. Každý se
s ńı setkal mnohokrát v životě. Odedávna učenci usilovali o jej́ı popis a vysvětleńı.
K fyzikálńımu vysvětleńı se obvykle už́ıvá geometrická optika a je všeobecné mı́něńı,
že tento jednoduchý problém byl dávno vyřešen a dnes už k němu neńı co dodat.
Geometrická optika však je pouze prvńım přibĺıžeńım, a jak je známo např. z teo-
rie optického zobrazeńı, vlnově optický př́ıstup poskytne daľśı podrobněǰśı vhled do
podstaty optických jev̊u.

Účelem tohoto článku je právě uplatnit při popisu duhy vlnovou optiku, která
vede k objasněńı jemné struktury duhy. Protože však nelze vkročit př́ımo do jemné
struktury jevu, aniž by se připomnělo základńı přibĺıžeńı, bude nejprve popis směřovat
ke geometrické optice. K tomu se nepoužij́ı jen obrázky převzaté z literatury, ale bude
podrobně vyšetřen dopad paprsk̊u na kulovou kapku, š́ı̌reńı paprsk̊u v ńı a výstup
z ńı. Teprve potom se přistouṕı k aplikaci vlnové optiky. Přes optickou difrakci jako
všeobecnou metodu pro výpočty š́ı̌reńı optických vln se dospěje k Airyově funkci jako
řešeńı problému jemné struktury duhy [9]. Článek je určen všem zájemc̊um o optické
jevy v atmosféře a neklade si za ćıl nacházet v oboru absolutně nové poznatky.

Autor tohoto článku se začal poněkud podrobněji zabývat duhou potom, co ji nafo-
tografoval ze svého okna v Praze-Vršovićıch, jak se klene od kostela sv. Václava (obr. 1).
Uved’me pro informaci, že tento kostel je vynikaj́ıćım d́ılem architekta prof. J. Gočára
z r. 1929, kdy se slavilo milénium smrti uvedeného českého světce. Železobetonový ske-
let stavby a řešeńı stropu nad vedleǰśımi loděmi vystavěného jako mostńı konstrukce
vyloučily nutnost podp̊urných sloup̊u stěn hlavńı lodě a umožnily pr̊uběžná okna bez
sloupk̊u na bočńıch stěnách vedleǰśıch lod́ı.

Historii výzkumu duhy lze naj́ıt např. v práci [8] nebo v řadě odkaz̊u na internetu,
a proto se j́ı zde nebudeme zaob́ırat.

Základńı př́ıstup podle geometrické optiky

Duha se vyznačuje předevš́ım rozkladem b́ılého slunečńıho světla na barevné složky,
který se uskutečňuje lomem světla na rozhrańı dvou optických prostřed́ı označovaných
indexy 1 a 2 podle Snellova zákona

n1 sinα1 = n2 sinα2 , (1)

kde symbolem nj je značen index lomu a symbolem αj úhel mezi paprskem a kolmićı
dopadu. V našem př́ıpadě jde o rozhrańı mezi vodńı kapkou a vzduchem. Protože index
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Obr. 1. Duha nafotografovaná z okna pobĺıž kostela sv. Václava v Praze-Vršovićıch
dne 28. 6. 2007

lomu je závislý na barvě světla, budou se úhly lomu pro r̊uzné barvy navzájem lǐsit,
a tak docháźı k rozkladu světla: r̊uzné barvy se š́ı̌ŕı pod odlǐsnými úhly.

Protože duhový oblouk se vytvář́ı na straně odvrácené od Slunce, když pozorovatel
je zády k němu, muśı v kapce vody nastat alespoň jeden odraz světla. Společně s dvěma
lomy paprsku, jedńım na vstupu a jedńım na výstupu, jde při jednom odrazu uvnitř
o duhu hlavńı (primárńı) a při dvou odrazech o duhu vedleǰśı (sekundárńı), která je
umı́stěna nad duhou hlavńı (viz obr. 1a). Protože při odrazu nastává otočeńı pořad́ı
paprsk̊u, bude také pořad́ı barev navzájem opačné. Při každém odrazu se část světla
lomı́ ven z kapky, proto vedleǰśı duha, která má nav́ıc daľśı lom, je oproti hlavńı duze
slabš́ı. Odrazy uvnitř kapky totiž nejsou úplné vnitřńı odrazy, jak se někteř́ı domńıvaj́ı,
a autor k nim také zprvu patřil.

Vytvořeńı hlavńı duhy je zobrazeno na obr. 2a. Pro snazš́ı odvozeńı se předpokládá
vodorovné š́ı̌reńı dopadaj́ıćıho paprsku. Poloměr kapky je označen ṕısmenem r a výška
paprsku nad vodorovnou osou ṕısmenem y. Relativńı výška vzhledem k poloměru je
tedy y/r s hodnotami mezi 0 a 1. Index lomu vzduchu je pro všechny barvy roven
přibližně 1,00. Vodńı kapka má index lomu n, který se pohybuje kolem hodnoty 1,33.
Jestliže úhel dopadu označ́ıme α a úhel lomu β, pak hodnota posledńıho bude dána
uvedeným Snellovým zákonem (1) jako sinβ = (1/n) sinα. Úhlový poloměr duhového
oblouku muśı být roven ostrému úhlu mezi př́ımkou dopadaj́ıćıho paprsku a př́ımkou
paprsku vystupuj́ıćıho. Z úhl̊u trojúhelńıku PCT pak plyne γ/2 = 2β − α a úhlový
poloměr duhového oblouku pak se pak dá s použit́ım Snellova zákona napsat jako
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Obr. 2. Obecný paprsek (a) hlavńı duhy a (b) vedleǰśı duhy

γ1 = 2 (2 arcsin [(1/n) sinα]− α). Protože sinα = y/r, je konečný vztah pro úhlový
poloměr

γ1 = 2

(
2 arcsin

[
1

n

y

r

]
− arcsin

[y
r

])
, (2)

kde index 1 znamená, že jde o hlavńı duhu.
Polohový (elevačńı) úhel vrcholu (nejvyšš́ıho bodu) duhového oblouku je při vo-

dorovném dopadaj́ıćım paprsku roven úhlovému poloměru duhového oblouku. Jestliže
Slunce je výše nad obzorem a jeho polohový úhel je θ, pak dopadaj́ıćı paprsek sv́ırá
s vodorovnou rovinou úhel −θ a vrchol duhy má polohový úhel γ − θ.

Vytvořeńı vedleǰśı duhy je zobrazeno na obr. 2b. Aby výsledný paprsek směřoval
opět shora dol̊u, musej́ı se vźıt v úvahu paprsky dopadaj́ıćı do spodńı poloviny kapky.
Opět stejně jako u duhy hlavńı užit́ım poznatk̊u o úhlech v trojúhelńıćıch lze odvodit
vztah pro úhel γ = 2(α− 3β + 90◦), odkud plyne

γ2 = 180◦ − 2

(
3 arcsin

[
1

n

y

r

]
− arcsin

[y
r

])
. (3)

Oba vztahy (2) a (3) jsou znázorněny jako funkce proměnné y/r pro zelené světlo na
obr. 3a. Přitom vystupuj́ıćı paprsek s nulovým polohovým úhlem je namı́̌ren proti pa-
prsku dopadaj́ıćımu a poměrné výšky paprsk̊u pro vedleǰśı duhu maj́ı kladné hodnoty.
Obě křivky maj́ı pro poměrné výšky paprsk̊u bĺızké jednotce své extrémy: hlavńı duha
maximum a vedleǰśı duha minimum. Hlavńı duha má maximum povlovněǰśı a vedleǰśı
duha minimum ostřeǰśı. V těchto oblastech se duhy začnou projevovat; jinde se jed-
notlivé barvy navzájem smı́śı a smyj́ı. Hlavńı duha je v d̊usledku plošš́ıho maxima širš́ı
než duha vedleǰśı, která má maximum ostřeǰśı.

Krajńı paprsek na výstupu (tj. ten, který má největš́ı odchylku) se nazývá Des-
cart̊uv. Dopadové výšky Descartových paprsk̊u se pro obě duhy samozřejmě vypoč́ıtaj́ı
jako extrémy ztotožněńım prvńıch derivaćı funkćı (2) a (3) s nulou. Po jednoduchém
výpočtu (viz dodatek I) se dospěje ke vztah̊um, které je možno sjednotit do společného
vztahu

(y
r

)
um

=

√
(m+ 1)2 − n2

(m+ 1)2 − 1
(4)
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Obr. 3. (a) Úhlový poloměr duhového oblouku jako funkce y/r pro zelenou barvu světla
a (b) jej́ı detail pro tři barvy v úvrat́ıch

(a) (b)

Obr. 4. Pr̊uchod množiny paprsk̊u kapkou a výstup z ńı pro (a) hlavńı a (b) vedleǰśı duhu

pro m = 1, 2 vyjadřuj́ıćıho hlavńı resp. vedleǰśı duhu. Veličina n je index lomu kapky
pro poč́ıtanou vlnovou délku. Tak např. pro zelené světlo je index lomu n = 1, 334
a výšky paprsk̊u v úvrat́ıch jsou 0,860 a 0,950, což odpov́ıdá úhlovým poloměr̊um
duhových oblouk̊u 41, 93◦ a 51, 15◦. Pro jiné vlnové délky se výšky paprsk̊u v úvrat́ıch
měńı jen nepatrně, úhlové poloměry duhového oblouku maj́ı rozd́ıly znatelněǰśı, jak
je to zřejmé z obr. 3b, který je detailem obr. 3a pro tři vlnové délky (červené světlo
n = 1, 330, zelené světlo n = 1, 334 a modré světlo n = 1, 337).

Protože do oblasti mezi oběma duhami se nerozptyluj́ı žádné paprsky, jev́ı se tato
oblast tmavš́ı. Tato oblast se nazývá Alexandr̊uv tmavý pás.

Š́ı̌reńı obecného paprsku v kapce pro hlavńı a vedleǰśı duhu již bylo popsáno, ale
pro názornost je vhodné vyjádřit graficky celou množinu paprsk̊u. Pro hlavńı duhu je
množina paprsk̊u znázorněna na obr. 4a, pro vedleǰśı duhu na obr. 4b.

Je zřejmé, že paprsky vytvářej́ı po lomech a odrazech uskupeńı s obálkami, které
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se v optice nazývaj́ı kaustické křivky a jsou objektem podrobného zkoumáńı [10]. Teo-
reticky, použit́ım jak paprskové teorie, tak i vlnové teorie, byla vyšetřována kaustická
struktura ve vodńı kapce nejen pro jeden a dva, ale i v́ıce odraz̊u v článku [7]. Jak je
vidět z chodu paprsk̊u, vznikaj́ı po odrazu (u hlavńı a po druhém odrazu u vedleǰśı
duhy) dvě kaustické křivky: jedna se týká paprsk̊u vnitřńıch od již zmı́něného krajńıho
Descartova paprsku a druhá paprsk̊u vněǰśıch. Ty vněǰśı se pak vracej́ı do prostoru
vystupuj́ıćıch vnitřńıch paprsk̊u a křižuj́ı se s nimi pod r̊uznými úhly. Z toho vyplývá,
že muśı doj́ıt ke skládáńı vln a vzniku difrakčńıch proužk̊u. To bude předmětem daľśı
části článku.

Obr. 4 byl vytvořen tak, že byly vypočteny souřadnice pr̊useč́ık̊u paprsk̊u s kružnićı,
která představuje meridiálńı řez kulovou kapkou, a ty byly pospojovány. Množina
pr̊useč́ık̊u pro hlavńı a vedleǰśı duhu je shrnuta v dodatku II.

Jak je zřejmé, kaustické křivky jsou rozsáhleǰśı a zejména po druhém odrazu je
křivka také silně zakřivena. Vněǰśı paprsky se také vracej́ı do prostoru vnitřńıch pa-
prsk̊u, což je podmı́nkou vzniku difrakčńıch proužk̊u.

Př́ıstup na základě vlnové optiky

Jak již bylo uvedeno, je ve vlnové optice š́ı̌reńı optických vln popsáno obecně difrakćı.
Vyhněme se často v učebnićıch použ́ıvanému termı́nu

”
ohyb“, který vznikl otrockým

překladem z německého die Beugung. Termı́n ohyb je zaváděj́ıćı, protože sṕı̌se jde
o odchylováńı světelného paprsku než jeho ohýbáńı. Bohužel, slova s kořenem ohyb
jsou nějak zadřená pod k̊už́ı českých mluvč́ıch, protože i ve vlaku se nemáme z oken
vyklánět, ale nahýbat!?

Popis difrakce optických vln vycháźı z Huygensova principu, který tvrd́ı, že při
š́ı̌reńı světla je vlnoplocha dána obálkou kulových vlnoploch elementárńıch vln vychá-
zej́ıćıch z jednotlivých bod̊u předešlé vlnoplochy. Jestliže chápeme obálku jako sumu
vlnoploch, pak lze tento princip zapsat jako

U ′ =
∑

j

Uj
exp[ikj l]

l
, (5)

kde U ′ je amplituda nové vlny, Uj je amplituda elementárńıch vlnoploch, které se
š́ı̌ŕı od staré vlny, exponenciálńı funkce exp[ikj l] vyjadřuje kulové elementárńı vlny
a l je poloměr křivosti vlnoplochy. Veličina kj = 2π/λ se nazývá úhlový vlnočet vlny.
Poloměr l se vyskytuje ve jmenovateli, protože je známo, že intenzita vlněńı klesá se
čtvercem vzdálenosti, a protože intenzita je úměrná čtverci amplitudy, klesá amplituda
nepř́ımo úměrně se vzdálenost́ı.

Po přechodu ke kontinuálńım souřadnićım ze vztahu (5) vyplývá

U ′[x′, y′, ζ] = −i
k

2π

∫ ∫

Σ

U [ξ, η, 0]
exp[ikl]

l
dσ , (6)

kde ṕısmenem U jsou obecně značeny komplexńı amplitudy s reálnou část́ı jako reálnou
amplitudou a exponenciálńı část́ı jako fáźı vlněńı: U [x, y, z]=u[x, y, z] exp[−iφ[x, y, z]].
Předpokládá se neměnná vlnová délka, č́ımž vypadává z úvah časová závislost a t́ım
rychlé změny charakterizuj́ıćı vlněńı. Integrál se bere přes p̊uvodńı vlnoplochu Σ
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Obr. 5. Funkce optické dráhy

a plat́ı pro malé úhly š́ı̌reńı světla v̊uči ose z. Koeficient před integrálem −ik/(2π)
vyplývá z přesného odvozeńı tohoto vztahu, které se většinou prob́ırá zdlouhavě ve
vysokoškolských učebnićıch.

Vzdálenost l se obvykle nazývá funkce optické dráhy (OPF – z angl. optical path
function) a vypoč́ıtá se podle obr. 5 na základě Pythagorovy věty jako

l =
√

(x′ − ξ)2 + (y′ − η)2 + ζ2 . (7)

S iracionálńım výrazem nelze v našem př́ıpadě dál pracovat, a proto je třeba učinit
nějaká přibĺıžeńı pro jeho odstraněńı. Samozřejmý je předpoklad, že př́ıčné souřadnice
jsou mnohem menš́ı než souřadnice podélná, (x′, y′, ξ, η)� ζ, a pak je možno odmoc-
ninu rozvést v Taylor̊uv rozvoj, v němž uplatńıme členy pouze do druhého stupně,

l ≈ ζ +
x′ 2 + y′ 2

2ζ
+
ξ2 + η2

2ζ
− x′ξ + y′η

ζ
. (8)

Na základě předchoźı nerovnosti lze funkci optické dráhy ve jmenovateli nahradit
vzdálenost́ı mezi difrakčńı a pozorovaćı rovinou l ≈ ζ. Difrakčńı vztah pak obecně
bude

U ′[x′, y′, ζ] =− i
k

2π

1

ζ
exp

[
ik

(
ζ +

x′ 2 + y′ 2

2ζ

)]

×
∫ ξmax

ξmin

∫ ηmax

ηmin

U [ξ, η] exp

[
ik

(
ξ2 + η2

2ζ
− x′ξ + y′η

ζ

)]
dξdη , (9)

což je vyjádřeńı pro obecnou difrakci zvanou Fresnelova.

Jestliže vzdálenost ζ roviny pozorováńı je značná, je možno kvadratický člen za-
nedbat a difrakce se nazývá Fraunhoferova. Je vyjádřena integrálem (který je vlastně
Fourierovou transformaćı)

U ′[x′, y′, ζ] = −i
k

2π

1

ζ
exp [ik]

∫ ξmax

ξmin

∫ ηmax

ηmin

U [ξ, η] exp

[
−ik

(
x′ξ + y′η

ζ

)]
dξdη (10)
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Obr. 6. Vhodná funkce pro vyjádřeńı fáze (a) jako povrchový graf a (b) pro několik
součinitel̊u b

a v našem př́ıpadě malého zakřiveńı duhy proti velikosti kapek bude integrál pouze
jednorozměrný

U ′[x′, ζ] = −i
k

2π

1

ζ
exp [ikζ]

∫ ξmax

ξmin

U [ξ] exp

[
−ik

(
x′ξ
ζ

)]
dξ . (11)

Pro určeńı vstupńı komplexńı amplitudy nebudeme brát v úvahu nepatrné změny
reálné amplitudy u[ξ] závisej́ıćı na úhlech dopadu a polož́ıme ji rovnou jednotce. Jinak
je to s fáźı φ[ξ] čili jinak řečeno s tvarem vlnoplochy. To, že se paprsky nejprve rozv́ıjej́ı
věj́ı̌rovitě dopředu a potom se zase od Descartova paprsku věj́ı̌rovitě navracej́ı, je
možno vyjádřit fáźı ve tvaru

φ[ξ] = 1
3 aξ

3 + bξ , (12)

která je znázorněna jako povrchový graf pro součinitel a = 1 u kubického členu
a pro součinitel b u lineárńıho členu v rozmeźı b ∈ 〈−2,+2〉 na obr. 6a a pro několik
součinitel̊u b na obr. 6b.
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Je zřejmé, že jestliže si představ́ıme paprsky jako kolmice v každém mı́stě čáry
grafu, pak se opravdu paprsky navzájem překřižuj́ı v částech některých kvadrant̊u.

Jestliže se dosad́ı vyjádřeńı pro fázi (12) do difrakčńıho integrálu (11), obdrž́ı se
difrakčńı integrál (bez koeficientu před integrálem) ve tvaru

U ′[x′, ζ] =

∫ ∞

−∞
exp

[
−ik

(
1

3
aξ3 + bξ

)]
exp

[
−ik

x′ξ
ζ

]
dξ , (13)

kde namı́sto ostře ohraničených meźı integrálu zvoleny nekonečné meze (nejde o otvor
v cloně). Dopadaj́ıćı vlna má reálnou amplitudu u[ξ] = 1. Integrál (13) je možno po
zavedeńı úhlu difrakce x′/ζ = sin θ psát jako

U ′[k sin θ] =

∫ ∞

−∞
exp

[
−ik

(
1

3
aξ3 + (b+ sin θ)ξ

)]
dξ , (14)

kde argument na levé straně je souhrnně vpraven do úhlu difrakce.
Řešeńım tohoto integrálu neńı žádná z běžných funkćı nebo jejich superpozice, ale

tzv. Airyova funkce [2], [12], která je definována pro reálné hodnoty x jako nevlastńı
integrál

Ai[x] =
1

π

∫ ∞

0

cos

[
1

3
t3 + xt

]
dt . (15)

Funkce Ai[x] vykazuje rychlé oscilace a konverguje, protože kladné a záporné části
oscilaćı se navzájem ruš́ı. Airyova funkce splňuje diferenciálńı rovnici

y′′ − xy = 0 . (16)

Tato rovnice má dvě na sobě nezávislá řešeńı. Druhé řešeńı je Airyova funkce druhého
druhu označovaná jako Bi[x]. Je definována jako řešeńı se stejnou amplitudou oscilaćı
jako Ai[x], když x jde do −∞, a lǐśı se o rozd́ıl fáźı π/2:

Bi[x] =
1

π

∫ ∞

0

(
exp

[
−1

3
t3 + xt

]
+ sin

[
1

3
t3 + xt

])
dt . (17)

Pr̊uběhy obou funkćı v rozsahu x ∈ 〈−10, 2〉 jsou na obr. 7a. Modul Airyovy funk-
ce |Ai[x]|2 reálné proměnné udává rozložeńı intenzity světla: v duze vznikaj́ı difrakčńı
proužky (obr. 7b).

Vyznačuj́ı se t́ım, že se vzdalováńım se od kaustické čáry se zaprvé postupně
zmenšuje amplituda intenzity světla a zadruhé zmenšuje perioda proužk̊u (roste je-
jich hustota).

Difrakčńı proužky jsou však v duze viditelné pouze zř́ıdka a viditelnost je závislá
na velikosti kapek. Většinou se proužky pro jednotlivé barvy tak překrývaj́ı, že se
smazávaj́ı. Při velikosti kapek kolem 25 µm a menš́ıch, které se vyskytuj́ı předevš́ım
v mlze, se duha jev́ı b́ılá.

Uvedená difrakce se týká skalárńıho př́ıstupu, kdy se vzhledem k malým úhl̊um
difrakce zanedbává vektorový charakter světla, a tedy jeho polarizace. Z numerického
výpočtu vycházej́ıćıho př́ımo z Maxwellových rovnic se dojde k závěru, že uvedený
výsledek difrakce se velmi dobře shoduje s polarizaćı kolmou k rovině dopadu. Po-
larizace v rovině dopadu je zt́ıžena Brewsterovým úhlem, při kterém je odraz světla
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Obr. 7. (a) Pr̊uběhy obou Airyových funkćı a (b) intenzita v difrakčńıch proužćıch duhy

nulový. Při difrakci se pak pro tuto polarizaci nevytvářej́ı kontrastńı difrakčńı proužky
nýbrž pouze mı́rná zvlněńı s minimy v mı́stech maxim pro difrakci s předchoźı polari-
zaćı [5], [8].

Zaj́ımavé je uplatněńı Airyových funkćı v dnešńı optice, kdy se vyšetřuj́ı optické
svazky koherentńıho světla s r̊uznými př́ıčnými pr̊uběhy komplexńı amplitudy. Nejjed-
nodušš́ı je ovšem Gauss̊uv svazek, který je základńım vyzařovaćım videm laser̊u. Ro-
vinný svazek s Airyovým rozložeńım se vyznačuje předevš́ım parabolickou trajektoríı
š́ı̌reńı. V literatuře jsou pro ilustraci uvedeny čtyři z řady nedávných praćı publiko-
vaných v zahraničńıch odborných časopisech [11], [3], [13], [14].

Závěr

Zat́ımco paprsková optika poskytuje základńı výklad tvorby atmosférické duhy, vlno-
vý př́ıstup podává podrobněǰśı vysvětleńı vzniku difrakčńıch proužk̊u, které se někdy
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v duze pozoruj́ı. Difrakčńı proužky se zhušt’uj́ı se vzdálenost́ı od okraje duhy a současně
se zmenšuje jejich viditelnost. Jejich výskyt je závislý na velikosti kapek, ale tato
závislost neńı v článku kvantitativně uvedena. Airyova funkce, která je výsledkem
analýzy difrakčńıch proužk̊u, má daľśı uplatněńı ve fyzice, jako je např. řešeńı chováńı
částice v trojúhelńıkové potenciálńı jámě. Má však také význam i v technice např.
pro řešeńı úloh o stabilitě viskózńıch kapalin nebo š́ı̌reńı radiových vln či radiačńım
přenosu.

Poděkováńı. Autor děkuje odpovědnému redaktorovi za fyzikálńı část Pokrok̊u
doc. RNDr. Miloši Rotterovi, CSc., za upozorněńı na dvě práce, které autorovi nebyly
známy [6], [1]. Poskytuj́ı daľśı poznatky, které nejsou v článku obsaženy, zejména např.
o závislosti periody Airyových difrakčńıch proužk̊u na velikosti kapiček a podmı́nkách
pro vznik duhy v b́ılé barvě.

Dodatek I. Výpočet bod̊u úvrat́ı

Hlavńı duha Vedleǰśı duha

Výpočet prvńı derivace a jej́ı anulováńı

dγ1
dx

=
d

dx

(
2
(

2 arcsin
[x
n

]
− arcsin[x]

))

=2


2

1

n

√
1− (x/n)2

− 1√
1− x2


=0,

kde x = y/r

dγ2
dx

=
d

dx

(
180−2

(
3 arcsin

[x
n

]
− arcsin[x]

))

=−2


3

1

n

√
1− (x/n)2

− 1√
1− x2


=0,

Úpravy rovnice

2
√

1− x2 − n

√
1−

(x
n

)2

= 0,

4(1− x2)− (n2 − x2) = 0,

3x2 + n2 − 4 = 0

3
√

1− x2 − n

√
1−

(x
n

)2

= 0,

9(1− x2)− (n2 − x2) = 0,

8x2 + n2 − 9 = 0

Konečný vztah

(y
r

)
u1

= ±
√

4− n2

3

(y
r

)
u2

= ±
√

9− n2

8
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Dodatek IIa. Pr̊useč́ıky množiny paprsk̊u s obvodem meridiálńıho řezu ku-
lové kapky hlavńı duhy

Vodorovný paprsek dopadaj́ıćı do bodu na kružnici (y/r)2 + ((z/r) + 1)2 = 1 má
souřadnice

y1

r
= sinα,

z1

r
= −1− cosα ,

kde α je úhel dopadu a plat́ı zákon lomu sinβ = (1/n) sinα.

Lomený paprsek prot́ıná kružnici v bodě, jehož souřadnice jsou

y2 = r sin[180− (α+ 180− 2β)], z2 = r(−1 + cos[180− (α+ 180− 2β)]) ,

tedy

y2

r
= sin

[
2 arcsin

[ y
rn

]
− arcsin

[y
r

]]
,

z2

r
= −1 + cos

[
2 arcsin

[ y
rn

]
− arcsin

[y
r

]]
.

Odražený paprsek prot́ıná kružnici v bodě, jehož souřadnice jsou

y3 = r sin[270− (α+ 2(180− 2β), z3 = r(−1 + cos[270− (α+ 2(180− 2β))]) ,

tedy

y3

r
= − cos

[
4 arcsin

[ y
rn

]
− arcsin

[y
r

]]
,
z3

r
= −1+sin

[
4 arcsin

[ y
rn

]
+ arcsin

[y
r

]]
.

Prodloužený lomený paprsek prot́ıná kružnici v bodě, jehož souřadnice jsou

y4 = r sin[90− ((90 + 4β − α) + (180− 2α),

z4 = r(−1 + cos[90− ((−90 + 4β − α) + (180− 2α))]) ,

a tedy

y4

r
= sin

[
−4 arcsin

[ y
rn

]
+ 3 arcsin

[y
r

]]
,

z4

r
= −1 + cos

[
−4 arcsin

[ y
rn

]
+ 3 arcsin

[y
r

]]
.

Dodatek IIb. Pr̊useč́ıky množiny paprsk̊u s obvodem meridiálńıho řezu ku-
lové kapky vedleǰśı duhy

Vztahy až po prvńı odraz včetně jsou stejné jako u hlavńı duhy.

Znovu odražený paprsek prot́ıná kružnici v bodě, jehož souřadnice jsou

y4 = r sin[360− (α+ 3(180− 2β))], z4 = r(−1 + cos[360− (α+ 3(180− 2β))]) ,

tedy

y4

r
= − sin

[
6 arcsin

[ y
rn

]
− arcsin

[y
r

]]
,
z4

r
= −1−cos

[
6 arcsin

[ y
rn

]
+ arcsin

[y
r

]]
.
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Prodloužený lomený paprsek prot́ıná kružnici v bodě, jehož souřadnice jsou

y5 = r sin[360− (α+ 3(180− 2β)) + (180− 2α)],

z5 = r(−1 + cos[360− (α+ 3(180− 2β)) + (180− 2α)]) ,

a tedy

y5

r
= − sin

[
6 arcsin

[ y
rn

]
− 3 arcsin

[y
r

]]
,

z5

r
= −1− cos

[
6 arcsin

[ y
rn

]
− 3 arcsin

[y
r

]]
.
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