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ESPACE DE DIXMIER DES OPERATEURS DE HANKEL
SUR LES ESPACES DE BERGMAN A POIDS

RoMARIC TYTGAT, Marseille

(Regu le 2 Avril, 2014)

Résumé. Nous donnons des résultats théoriques sur l'idéal de Macaev et la trace de
Dixmier. Ensuite, nous caractérisons les symboles antiholomorphes f tels que opérateur
de Hankel H+ sur I’espace de Bergman a poids soit dans ’idéal de Macaev et nous donnons
la trace de Dixmier. Pour cela, nous regardons le comportement des normes de Schatten S”
quand p tend vers 1 et nous nous appuyons sur le résultat de Englis et Rochberg sur ’espace
de Bergman. Nous parlons aussi des puissances de tels opérateurs.

Abstract. In this paper, we give theoretical results on Macaev ideal and Dixmier trace.
Then we give a characterization of antiholomorphic symbols f such that the Hankel opera-
tor H+ on a Bergman weighted space is in an ideal of Macaev and we give the Dixmier trace.
For this, we look at the behavior of Schatten’s norms S” when p tends to 1, using results of
Englis and Rochberg on Bergman space. We also give results on powers of such operators.
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1. INTRODUCTION

Les propriétés spectrales des opérateurs de Hankel sont traitées dans [1] et [3] pour
les espaces de Bergman et dans ouvrage de [13] pour l'espace de Hardy. On pourra
aussi consulter le livre de Zhu [21] et les références qu'il contient. Les auteurs de [15]
s’intéressent eux au cas de certains espaces de Fock. L’étude de leur trace de Dixmier
est plus récente, méme si le premier résultat dans ce sens se trouve dans [1], ou il
est montré que 'espace de Besov B! est inclus dans l’espace de Dixmier D'. C’est
une dizaine d’années plus tard que l'espace de Dixmier a été caractérisé par Li et
Russo [9] dans le cas du petit opérateur de Hankel. Il a encore fallu attendre plus
de dix ans pour connaltre l’expression de la trace de Dixmier du grand opérateur de
Hankel sur I'espace de Bergman de la boule unité de C?, d > 1. Ce dernier résultat
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a été obtenu par Englis, Guo et Zhang [6]. Le cas d = 1 a du étre traité de fagon
différente, c’est dans les travaux de Engli§ et Rochberg [7] que l'espace et la trace de
Dixmier ont été exhibés. Les auteurs arrivent & se ramener, par une transformation
unitaire, a un opérateur pseudo-différentiel, et utilisent le résultat de Wodzicki. Notre
approche est celle de [9] mais nous utilisons les résultats de [7].

On note D le disque unité de C, Hol(D) I’ensemble des fonctions holomorphes du
disque et P l'ensemble des polynémes. Pour o > —1 un réel, on pose

L = L*((a 4+ 1)(1 — |2[*)* dA(z), D)
out dA(z) est la mesure d’aire normalisée, et
A% .= L% N Hol(D).

Soit alors P, la projection (orthogonale) de Bergman de L?% sur A%%:
9= [ FKa(zw)aa(:)

ott dA,(2) = (a+ 1)(1 — |22)* dA(2) et Ko(z,w) = (1 — 2w)~ 2+ pour z,w € D.
Pour f € L?%, on définit I'opérateur Hy de L*% dans lui méme:

Hi(9)(2) = (I — Pa)(f Pag)(2).

Cet opérateur est défini sur le sous-espace dense P de L*“ et s’appelle 'opérateur
de Hankel (cf [1] et [21]).

Avant de continuer, faisons quelques rappels sur la métrique de Bergman, c’est
lobjet du paragraphe 4.3 p 58 de [21]. On définit la distance 5 sur D par:

1+ ¢, (w)

1
B(z,w) := 5 log (1 o (w)

), z,weD

ou

Sﬁz(w):hﬁz |7‘1 ‘ z,w € D.

Le disque hyperbolique de centre z € D et de rayon r > 0 est alors:
D(z,r) ={w e D; B(z,w) < r}.
On a alors le lemme 4.3.6 p 62 de [21]:

Lemme 1.1. Il existe un entier N tel que pour tout réel positif r < 1, il existe
une suite ()\ ) du disque vérifiant

(1) b= U D(An,7);
(2) (/\nﬂ“)ﬁD( ,7) =0 sin#m;
(3) tout point de D appartlent au plus & N disques D(\y, 2r).
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Toute suite du disque vérifiant ce lemme sera appelée suite atomique.

Rappelons que la p-ieme classe de Schatten SP pour 0 < p < 0o est le sous espace
des opérateurs compacts T vérifiant (s, (T))nen € IP(N) ol (8,,(T"))n est la suite des
valeurs singulieres rangée par ordre décroissant (cf [11] ).

Les auteurs de [1] ont montré que pour f € Hol(D) et p > 1, HJ—? € SP si et
seulement si f € BP, ou BP est ’espace des fonctions holomorphes du disque vérifiant:

(1.1) £l = /@((1 = [z (2))" dA(z) < o,

out dA(z) est la mesure Mobius invariante:

1

dA(z)
Notons S; I'idéal (de Macaev) des opérateurs compacts 7T vérifiant:

sup {LUN(T)} < 0,

N>2 In N
ou
N—-1
on(T) =Y si(T).
k=0

Afin de définir la trace de Dixmier sur S, on choisit une forme linéaire positive w
sur [*°(N), invariante par 2-dilatation et vérifiant:

si a est convergente, alors Lim(a,) = lim ay,
w n—oo
ou Lim,,(a,) désigne la valeur de w en a = (ag, a1, ag, . ..). Pour un opérateur positif
T dans S;, on définit sa trace de Dixmier par

on(T)

Tr Lnn —
w(T) = In(N+1)’

et on étend Tr,(-) & ;" par linéarité. Cette définition dépend a priori du choix de w

et nous dirons que T est mesurable si Tr,,(T) est indépendant de w. Nous en citerons

des exemples. On renvoie & [4] et [5] pour plus de détails. La trace de Dixmier est

une forme linéaire continue si nous équipons Sf' de la norme complete:

N—

,_.

1
ITll5f = sup o > si(T

N>2 k=0
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On définit alors les espaces de Dixmier D comme ceci:
DL ={f e A>*; |[H}" € S}

avec

1
1 £llmz = 1ESI

On note simplement DP quand « = 0.

De facon équivalente, on a:

N
fEDR &Y su(HE)P = O(In(N)).

n=0

Sip > 1, DE est un espace vectoriel complet pour la semi-norme ||-||pz , tandis que
si 0 < p < 1, DE est un espace vectoriel complet pour la quasi-semi-norme ||| pr
(voir [17]).

Par exemple, pour tout k > 0, Hg, € S_l|r et grace au calcul des valeurs propres
des opérateurs de Hankel a symbole monomial (cf [1]), on obtient:

(1.2) Tr, (|HS|) = kv + 1.

Pour p > 0, notons l'espace de Hardy HP, 'ensemble des fonctions f € Hol(D)
holomorphes du disque vérifiant:

w0+, 40
191 = s [ 17re)I 5 < o,
rel0;1[JT 2n
Englis et Rochberg ont montré les deux résultats suivants:
Théoréme 1.2 (Englis et Rochberg [7]). Soit f une fonction holomorphe sur D:
HyeS, & feH
o1 H' est I’espace des fonctions a dérivée dans H'. De plus, pour f' € H', on a
(13) () = [ 1£149
T

ot df est la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.
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Théoréme 1.3 (Englis et Rochberg [7]). Soit f € C=(D) alors Hf € S et

(1.4) Try (|Hy|) = / 3] do

ou df est la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.

Nous allons étendre ces résultats pour tout o« > —1:
Théoréme 1.4. Soit f une fonction holomorphe sur D et a > —1:
Hf €S, & [ e H.
De plus, pour f' € H', on a
T (13D = Va1 [ 17100
ou df est la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.

Théoréme 1.5. Soit f € C>(D) alors HJ—? €St et

Trw(|H}3‘|):\/a+1/|5f|d9
T

ou df est la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.

Un mot sur les notations, f(z) < g(z) signifie qu’il existe une constante C' > 0, pour
tout z dans ’ensemble considéré, vérifiant f(z) < Cg(z). De méme pour f(z) 2 g(z),

et on note f(2) = g(2) si f(2) 2 g(2) et £(2) S 9(2).

2. RESULTATS GENERAUX

[ee]
Pour un opérateur compact T', on définit, {7(s) := > s,(T)°%, pour s > 1. Si T
n=0

est de plus positif, alors (7 (s) = Tr(T®). Notre approche est clairement motivée par
le résultat de Li et Russo [9]:

Lemme 2.1. Soit T un opérateur compact, on a alors:

T eS8 & sup {(s—1)¢r(s)} < oo
s€]1;2]
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On peut dire un peu plus et montrer que ces deux quantités sont équivalentes.
Si (an)nen est une suite de nombres qui converge vers 0, on note (a)),en la suite
(lan|)nen rangée par ordre décroissant. Plus précisément, on a:

ay = inf{ sup la;|, J CN, cardJ < n}
JEN\J

Soit M I'ensemble des suites vérifiant Y aj = O(In(n + 1)) muni de la norme:
k=0
a }

Démonstration. Pour tout entier N > 0, on définit la famille de normes

OMZ

el = s { oo

Lemme 2.2. [Vt est complet.

lally = 5 TS Z

En fait, voir [16] p 4, on peut définir les a; de la facon suivante. On pose
ag = maxay|, ag + aj = max(|ag| + |a;])

et ainsi de suite. Il est alors clair que les ||-| ;v sont des normes.

On a:
1

m”aﬂsup

On note ici ||||sup la norme infinie plutét que ||-||oo afin d’éviter toute confusion avec

lallv < Nllal|sup-

le cas N = oo.
Si (aP)pen est une suite de Cauchy de I1F, elle I'est pour chaque ||-||5 et donc
pour ||-||sup. Ainsi, il existe a € [*° tel que

la? —a|lv — 0

quand p tend vers l'infini et pour tout N > 0. Soit € > 0, pour r et g assez grands,
on a:

A la limite sur r, on a:

In(N +1)
et donc (aP) converge vers a dans [, O
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On peut définir une autre norme sur [1:+:

9 1/s
lallc = sup {(<s—1>2|ak|8) }
s€]1;2] k=1

En effet:
Lemme 2.3. Soit a € I[V'F. Alors
lallc < llall1+-

n
Démonstration. De I’équivalent In(n) ~ 1/k en linfini, on déduit que
k=1
pour tout entier naturel n, on a:

llall1,+

Bl

NE

n
lax] S
k=1

=~
Il

1

Par le lemme 16.30 p 165 de [11], on a pour 1 < s < 2:

S a0 EHG| 1+ 5_—1Ha| 1+
k=1 k=1
Ainsi
1/s
(=0T k) <l
keN
Passant au sup sur les s € |1;2], on obtient le résultat. ([

Lemme 2.4. (" muni de ||-||¢ est complet.

Démonstration. Si(a”)pen est une suite de Cauchy pour ||-||¢ elle I'est pour
chaque [° et donc converge vers as € I°. Orsi 1 < p; < pz,on a ||-||p; = |||lp., ce qui
montre que a := as est indépendant de s. Soit € > 0, r et ¢ assez grands:

la—a"|l¢ = sup {((s —1))"/* limsup||a? — a"
s€]1;2) g—00

< limsup sup {((s —1))¥*||a? — a"
q—00  s€]1;2]
<e

1=}
1o}

et donc (a”) converge vers a pour ||-||¢. O
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On obtient alors

Proposition 2.5. Les normes ||-||1,+ et ||-||¢ sont équivalentes.

Démonstration. Résulte des trois lemmes précédents et du théoreme de
Banach. O

Pour la trace de Dixmier, nous avons la proposition 4 p 306 de Connes [4]:

Lemme 2.6. Soit T un opérateur compact positif dans S;". On a équivalence

entre
(s —1)¢r(s) = L quand s — 17
et
N-1
(In N)~* Z sn(T) = L quand N — co.
n=0

Sous ces conditions, Tr,,(T') = L.

Lorsque nous n’avons pas convergence, on a le résultat classique:

Lemme 2.7. Soit T € S}r un opérateur positif, alors:

1
o < <l
hnnilgf ) on(T) < Try,(T) < hgljolip ) on(T).

Mais on peut montrer que:

Proposition 2.8. Soit (sj;) une suite décroissante de limite nulle. On a:

[eS) N [eS)
1

limsup(s — 1 E st < limsup —— E sk < elimsup(s —1 g S

s—1t )k:1 B N—o0 ln(N) =1 h s—1t ( )k:1 k

Démonstration. On commence par montrer que

N
>

k=1

oo
limsup(s — 1 st < limsup
el = 2 ok < )

Soit € > 0, il existe Ny € N vérifiant pour tout N > Ny

1
In(N)

N ;X
Zsk < lim sup (ln(N) Zsk) +e.

b—1 N —o0
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Notons

gv)is,gﬂ

¢ = limsup <1
n
k=1

N —oc0

On a pour tout entier N > Ny

1 N N
(V) D ¢
k=N, k=1
et donc
1 N—Np+1
In(V) D SkiNe-1 <
k=1

ainsi pour tout N — No+1>1
N—Np+1 N—Nop+1 1 —1 N—Nop+1 1
Z Sk4+Ng—1 < cln(N)—cln(N)( Z E) T

k=1 k=1 k=1

On applique le lemme 16.30 p 165 de [11] et on obtient:

N—No+1 N-Notl | \=1\s NN+l 4
Z ShaNy < <cln(N)< Z E) > Z (E)
k=1 k=1 k=1

et donc a la limite sur NV -

oo 1 s
D shin, <Y (_) '
k=1 k=1 k

Par une comparaison série/intégrale on voit que:

<1 s
25 <5

ainsi
o0
(s—1) E Shin, <8¢t
k=1

A la limite sur s:
o0

limsup(s — 1) ZSk+NO <c
s—1+ 1

et comme
o0 o0
limsup(s — 1) ZSkJrN = limsup(s — 1)2 sy

s—1+ b—1 s—1+ =1
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on a

1N>§:S’“>”

s—1+ N—o00 1

li —-1) =i
im sup(s ; 53, < ¢ = limsup <1n

Passons a présent a:

lim sup
N—oo

N
Zsk elimsup(s — 1) Zsk
k=1 k=

s—1+ 1

Soit N un entier positif, notons

par Jensen, pour s > 1, on a:

N Sk s N 1
k=1 k=1

et en remplacant s; par ksi on obtient

N s N N
<Z SkGN> < Z ksilGst < NsilGN Z SZ
k=1 k=1 k=1
d’ont v v
S Ns— 1G1 s
Sk 7( -1 sz
() < mowpe I
Posons 1
=1
SR
on a
Ns—lG}v—s _ GR/S Ns—1GN
In(N)s(s—1) In(N)s (s—1)
Mais . (V)
—¢ 14+1/In(N
Gy _ (1) 4+ ofl) N
In(N)s In(V)
et
Ns—lGN e(s—l)ln(N)
= —e.
(s—=1) (s =1)(n(N)+v+o0(1))
Ainsi pour s =14 1/In(N)
N N
limsup Zsk elimsup(s — 1 Zs < elimsup(t — 1)252
N—o00 N—o0 k=1 t—1T k=1
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De meéme:

Proposition 2.9. Soit (sj) une suite décroissante de limite nulle. On a:

oo

0 N
li f(s—1) > 1i f e Miminf(s — 1 L
iminf(s ;s }\I]Ii)lélo (N ;sk im in (s )Zsk

s—1t s—1
k=1

Démonstration. De la méme fagon on montre que

Passons a:

8

N
liminf —— Zsk e !liminf(s — 1)25}2
)i

N =00 ln s—1+
k=1

Sans perte de généralité on suppose s; < 1. Soit IV un entier positif avec les notations
de la proposition 2.8, nous avons, par l'inégalité de Jensen, pour s < 1:

N s s N 1
k s
(L Fox) > 2 gomi
k=1 k=1
et en remplacant s; par ksi et comme s; < 1, on obtient

N s N N
<ZskGN> >3 kG > Yk Gs)
k=1 k=1 k=1

out > 1. Mais comme s < 1

N N
Z /i‘871C1‘]\781;C > NsilGN Z SZ
k=1 k=1
On a N N
s Ns— 1G1 s .
(10 25) > e~
k:1 k=1
Posons
s=1-— ; et t=1+ L
N In(NV) N In(NV)
on a
Ns—la}v—s GR/'G Ns—lGN

m(N)*(t—1)  In(N)* t—1
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Mais

Gy _ (ln(N) +'y—|—0(1))1*1/1n(N)

n(N)® (V) 1
et
Ns_lGN e ! N e_l
t—1)  (t—1)(In(N)+~+o(1)) '
Ainsi

N N
~1 _ ¢
1}\1[13;1; ln Z Sgp = hni}élof(t 1) Z Sy
=1 k=1
N
> e !limi — T
>e lggirlf(r 1) ,;Sk

On obtient immédiatement:

Proposition 2.10. Soit T € S!, alors:

C1qe . o
e hg{lf(s 1)]

$s < Try,(T) < elimsup(s — 1)]
s—1

ou de fagon équivalente, pour reprendre la notation de Connes, Li et Russo

-1 hISILl{If(S —1)¢r(s) < Try(T) < elimsup(s — 1){r(s).

s—1

3. L’ESPACE H’

La section précédente nous invite a regarder la limite de (

D)||Hf|s». Comme
les normes ||Hyllsr et || f||s» sont équivalentes, nous nous intéressons au sup de
p

(p — 1)|| fllze- Tous les résultats sur les espaces de Hardy utilisés dans cette section
se trouvent dans [14].

Définition 3.1. H’ est défini comme suit:

H' = {h; ' € H'}.
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Proposition 3.2 (Arazy, Fisher et Peetre [2]). L’espace H' muni de la semi norme

Il = [ 1) a6
T

est Mobius invariant au sens de [2], et donc complet.

On s’inspire de [2] pour donner une description alternative:
Proposition 3.3.

H = {h € Hol(D); sup (p—1)||h|lgr < oo}
p€l1;2]

et

(Al = (17| g = lim (p — )| 5o-
p—1t
Démonstration. Soit

21
wy = /0 B (rei®)|” 40

et
d\,(r) =2(p — Dr(1 —r*)P~2dr

suite de mesures de probabilité sur [0; 1[. Avec ces notations, on a donc

1
(0 — D)h|E, = / (1),

On procede par double inégalité, soit a < 1

/Oa updAp = /Oa up%(—(l — 7«2)p*1)d7“
— [ (5@ = rr)dr+ [ - p

/O“ i(Up) dr —up(a)(1 — a®)"~" + u,(0)

< up(a) —up(0) —up(a)(l — a2)p71 + up(0)
=[1— (1 -a*)P Muy(a).

N
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Ainsi, si B’ € H', b/ a une limite radiale pp que 1’on note h’,

a—1

1
/ up dA, < limsup[l — (1 — a?)P " Hu,(a)
0

21
< limsup / 11 (ael®) [P do
0

a—1

2n
g/ lim sup |A/(ae'?) [P do
0

a—1

2n

— [ e
0

A

On a donc

1 2n
lim Sup/ Up d)\p < lim Sup/ |hfk (ei9)|p de
0

p—1t p—1+t JoO

2n
é/ limsup |A” (') [P do
0

p—1+

27
— [ ie)ao
0
= Hh,*HHl
Ainsi

1
e H = Z}lpo]/O up dA, (1) < 0.
pell;

Réciproquement, supposons que

1
sup / up dAp(r) < oo.
p€l1;2] Jo

Par Holder, on a:

(/Dlh’ldad/\p(r)>” < (/Dlh’lp dé)d)\p(r)> (/D ded,\p(r)>p/q
B (/D'h"pd‘-"dkpm)

p
liminf< / |h’|d6d/\p(7~)) gnminf( / |h’|pd6d/\p(r)).
p—1t D p—1t D

et donc
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Mais par [2]
p
lim </ |h’|d9d)\p(r)> = ||A|| g
p—1t D

ce qui donne
1 1
R || < 1iminf/ updA,(r) < sup / up dAp (7).
p=1% Jo p€l1;2] Jo
On a donc montré que
1
h' € H' & sup / up dA, (1) < o0
p€l1;2] JO
et que dans ce cas
1 1
R || < liminf/ up dA, (1) < limsup/ up dA, (1) < ||h]| B
p=1% Jo p—1t+ Jo

c’est-a-dire )
5 :plirﬁ/o wy dAp(r).

Définition 3.4. On introduit sur H’ la norme

£l = sup (p—1)Y7(|f]5.
p€E]L;2[

Lemme 3.5. L’espace H' muni de la norme ||-||1 4+ est complet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de H’, elle est de Cauchy
dans chaque B?, 1 < p < 2, donc converge dans BP vers fP. De I'inégalité

1fllp < cpll fllse

on déduit que les fP sont égales, on note cette limite f. On a noté ici D 'espace de
Dirichlet qui est en fait ’espace de Besov 32. Enfin, soit € > 0, pour n, k assez grand
on a:

€ > limsup sup(p — 1)1/p||fn — frllBe
k P

> sup(p — 1)/7 limsup||fu = fi s

=If = fallL+
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Proposition 3.6. Pour tout f € H', on a

sup (p— 1)Y?| fllge = lim (p — 1)|| £l o
pel1;2] p—1

Démonstration. Résulte du théoréeme de Banach. O

4. PREUVES

On montre dans cette section les théorémes. Pour cela, on prouve que pour tout
a > —1,D. C H' et on met en lien les différents opérateurs de Hankel pour conclure.

On donne une nouvelle preuve de l'inclusion D' C H':

Proposition 4.1. On a:
D' C H'.

Démonstration. Nous montrons que nous avons, uniformément en p:
1> < 1 Hpllse
ce qui permettra d’affirmer que D' C H’. Soit f une fonction holomorphe dans
I’espace de Dixmier, f est donc dans chaque classe de Schatten p > 1 et donc f est
dans Vintersection de tous les espaces de Besov d’exposant p > 1. On note D(z) le

disque hyperbolique de centre z et de rayon r fixé. On part de 'inégalité [20] p 330
par exemple, pour A € C

(1 - 211 ()] < / 1 0 s (w) — A dA(w)
D(0)
1/2
< ( / NIACE A|2dA<w>)

1/2
[ 1w - ape dA(w))
D(z)
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Passant a U'inf sur tous les A et utilisant la proposition 1 p 261 de [10], on obtient:

B ) 1/2
A =PIF )< Fw) - A|2dA<w))

AeC (|D( )N b

1

heAz (|D(z ) Jb
=F(2)

()P dA(w >)1/2

ou F est la fonction de [10] définie p 252:

1 _
2 —inf{ —— — h|?dA; h 2%,
F(2) {D(z) / T-npas eA}

Mais en regardant attentivement la preuve du théoreme 4 p 262 de [10], on voit
qu’indépendamment en p, on a:

[ Fllzecany < [1Hpllse-

Ainsi
(4.1) I llse = 1L = |2 M zoany S NFleoan) S 1HFllse
d’ou
sup (p—1)[[fllsr < sup (p—1)[[Hyls»
p€]1;2] p€]1;2]
ce qui montre l'inclusion D' C H’, via la proposition 3.1. O

Passsons au cas général:
Lemme 4.2. Pour tout o > —1
DL cH.

Démonstration. Dans [10], il est dit p 267 que le théoréme 4 reste inchangé
modulo les adaptations diies au poids. On précise les quelques modifications afin
d’étre complet. Reprenons la preuve de [10] et remarquons que l'opérateur A est
I'opérateur —7T de [21] p 66 de [? dans A?:

— 1-|&*
Z 1—€k2:
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ol (&) est une suite atomique. Cela résulte simplement de:

/ 1_|£ |2
= g

Nous définissons donc A, de [2 dans A%% comme suit:
oo 1 _ |€k| )(2-{—0()/2

Z 1_§kz 2+oz

k=1

et on montre qu'’il est borné de la méme fagon que dans [21] p 66. Soit donc f € H*
une fonction holomorphe bornée du disque. On a:

(Aa((ar)), flaze = Zak(l — &) F ().
k=1

Ainsi par Cauchy-Schwarz

[(Aa((@r)), Fazel < [l(ar) il (1= 1€l?) 2 F (€0 lie

Comme H> est dense dans A%, il suffit de montrer que

1= 1) EF2F e S 1S a2, € H®

pour conclure.
Soit z € D et r > 0, par le lemme 4.3.4 p 61 de [21]:

L ) )P ) o L1 A
B o (P ) = S5t [l aa)

D(z,r)
et par la proposition 4.3.8 p 62 de [21] on déduit que:

1

Y ()2 dA(w),
S Sy, D @IF dAG)

(1= )1 ()P 5
Comme |D(z,r)| est comparable a (1 — |2|?)? (lemme 4.3.3 p 60 de [21]) on a:

(1= |21 (=) S/ (1= [wl*)*|f (w)[* dA(w).

D(z,r)

Pour z = £, et a aide du (3) du lemme 1.1, on obtient

- _ a+2 2 — 1w £ (w)]2 w
>0t el (6] </D<1 Jof2) 1 (1) 2 dA(uw)
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ce qui prouve bien:

11 =& 2F (&) S NI fl|aze,  f € H®

et donc A, est borné de (2 dans A%
our (£x) une suite atomique, on note respectivement oy e plutét que
P ite atomi t ti t ok et @), plutot Oe,
et Sﬁlgk« On définit alors 'opérateur B, de [? dans A%* qui envoie le k-ieme vecteur ey,
de la base canonique de [? sur ckXD(Ek)H%((gaﬁv)Ha/Q) ol ¢y, est une constante pour
que Bgey, soit unitaire. Cet opérateur est borné puisque (£) est une suite atomique.

En notant T, = —A,, nous avons comme dans [10]:
) p/2 L) ) p/2
a4) = / He @/2))(p dA)
Ekj(/D( B2 (1) ) Ekj( [ o G (A7)0

p/2
=3[, )
D(&k)
= Z| (BLHG Taer, ).
k
S HF (3

ou la derniere ligne est justifiée par [8] p 95.
On a aussi, comme au début de la page 265 de [10]:

Pars [ impArenRas= [ s, mRas
D(&k) D(0)

ou l'on rappelle que

F(Z)Q_inf{D}z) /D( )|7—h|2d14; h€A2}~

Enfin, au bas de la page 266 de [10]:

[ zeary S (1 (k)i

indépendamment en p > 1. On obtient alors comme dans le cas a = 0, indépen-
damment en p > 1:

(42) 1FlLrany S I1HF | se-

Or, on a vu (4.1) que:
[ llse = I Lo ax)-

On conclut alors comme dans le théoréme précédent. O
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On a donc montré que pour tout o > —1, D} € H'. Or, H' C H* (p 79 de [12]),
I'espace des fonctions holomorphes bornées du disque. Ainsi toute fonction dans D}
est bornée sur le disque.

Lemme 4.3. Pour tout a > —1 et pour tout symbole borné f
1 1
Hye Sy & Hf €5,

Démonstration. On essayede trouver un lien entre la projection de Bergman
classique et celles & poids. On note C, I'isométrie de L** dans L? définie par

Calf) = (1= [2)*2f

et P, la projection de Bergman. On regarde 'image d’un monéme par PyC,,:

PoCalw")(2) = Po((1 — [w]*)*/*w")(z)

_ / wn(l — |’U}|2)O(/2 dA(U})

D (1 — @2)2
n1 _ .2 \a/2 fn
(1 —1r%) /1;7(1 — ) dérdr
r™(1— r2)“/2 / & Z(k‘ + 1)rFek 2k der dr
T k

1
= / 2 (1 — 7“2)“/2(71 + 1)z"rdr

= [ 1 =r)%(n+1)2"dr

(=)

=mn+1)Bn+1,a/24+1)"
ol 3 est la fonction Béta. Ainsi, si 'on définit opérateur M, de A% dans A%*® par
Mo (") = [(n+1)B(n+ L,a/2+1)] 7 2"

on a l'identité sur A%*?:
M,Py,C, =1d = P,.

Cet opérateur M, est borné. En effet:

(Vn+12"), et ([Va+ 1vV/Bn+1,a+ 1)]712”)n
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sont des bases orthonormales respectivement de A2 et A% [1]. Ainsi

/ n\ __ 1 1 n
Ma( n—i—lz)- n+15(n+1,a/2+1)z
_Va+1yBn+1,a+1) 1 N

zZ.

C VnF1B(n+1,a/2+1) Va+1/Bn+1,a+1)

De I’équivalent en 'infini, pour y positif fixé
Bla,y) ~T(y)z™?

on en déduit que

\/Oc+1\/6(n+1,04+1)N (n +1)2/2+1 Y
\/n—'f'lﬂ(n+1,a/2+1) o (n—|—1)1/2(n+1)a/2+1/2 =

ce qui suffit pour conclure. L’opérateur M, est méme inversible et on le prolonge
sur L? tout entier en envoyant une base orthonormale de (A2?)* sur une base
orthonormale de (A%)+. Cela reste un opérateur borné et inversible.

On peut aussi montrer que notre opérateur M, PyC, coincide avec P, sur A2
c’est-a-dire que MaPoCa(/TQ’a) = 0. Cependant M,Py,C, n’envoie a priori pas
I'orthogonal de A% sur 0. II faut donc introduire I'opérateur X sur L? tel que

My PyCo+ X = P,.
Sur L?*, on a
I-P,=1—-M,PCy\—X=M,I—-PF)Co+1-M,C, —X
et donc pour f € L*, ou l'on note M7 Topérateur de multiplication par f sur L
(I = Po)M7 = Mo (I — Po)Co M7 + (I — MaCo — X)M5.
En voyant Mf comme un opérateur sur L2, on peut écrire
(I = Po)My7 = Mo(I — Po)M3Co + (I — MoaCo — X) M5
d’ou
(4.3) H? = MyH3Cq + (I = MoCo — X)M7.
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Posons f(z) = z + 2, par Iégalité (1.2), on sait que HJ—? et Hy sont dans l'idéal de
Macaev et donc (I — MqCy — X)M7 l'est aussi. Comme M7 est inversible et borné,
on en déduit que (I — M,C, — X) est aussi dans 'idéal de Macaev. Or cet opérateur
est indépendant de f donc si I’on revient & I’égalité pour f borné quelconque:

HS = Mo HyCo + (I — MoCo — X) Mz

on voit que pour tout symbole borné f, puisque M, est inversible borné, HJ—? est
dans l'idéal de Macaev si et seulement si Hy l'est . O

Remark 4.1. On aurait pu construire, au moins de facon théorique, une
isométrie C,, envoyant A>“ sur A? et de méme pour leurs orthogonaux. Cependant,

on n’aurait pu, a priori, le faire commuter avec M.

Comme D} C H*, cela suffit pour affirmer que I’espace de Dixmier est I’espace
H’ pour tout a > —1.
Passons a Pexpression de la trace, pour cela, remarquons que ’égalité (4.3):

H = Mo H7Co + (I = MoClo — X) M.

est vraie pour une fonction f positive dans C.(D) ou pour g positive dans Cy(D).
Ici, C.(D) est 'espace des fonctions continues & support compact de D et Cy(D) est
Pespace des fonctions continues de D vérifiant f(z) — 0 quand |z| — 1~. Enfin,
notons

T=1-M,C,—X.

Lemme 4.4. Si f est positive dans C.(D) alors H € St

Démonstration. De I’égalité, ou T est 'opérateur de Toeplitz:
HijHy = Tjsp — T5Ty

il suffit de montrer que pour toute fonction f positive a support compact, on a
Tf S 81/2.
Notons
dp(w) = f(2)(1 = [w]*)* dA(w).

Comme le disque hyperbolique D(z,r) est un disque euclidien de centre et rayon
(p 59 de [21]):

1—s2 1—|z|?
C= TQLZPZ’ R = ms, s:tanh(r)
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la fonction

o (D) = [ dutw)

D(z,r)

est & support compact et donc est dans L'/?(D, d)\). Par le théoréme 3 de [18],
Ty € SY2. 0

Ce dernier lemme et 1’égalité (4.3) permet d’écrire pour f positive dans C.(D):
Tr,((I — MoCo — X)M5) = 0.
Un argument de densité entraine que pour tout g € Cy(D)
Tr, (T M;) = 0.
Mais Mj est inversible borné sur L?, on a donc
Tr,(T) = 0.
Or pour tout n entier:
sn(Hj—‘?‘) < s (Mo H3Cq) + 55, (T My)
et donc pour f bornée:
Tra (H2) = Tro (Mo H7|Ca) < | Ma| Tru (| Hy).
De la méme fagon:
1M Trw (| HF|*) = Tro (Mg HFICZ!) = Tro(Hy).
Comme M ! est un opérateur diagonal on a || M || = || M,||~* et donc
Tro, (|HF]) = [[Ma|| Try, (| Hyl)-
Par I’égalité (1.2), on a | M,|| = va + 1 et donc:
Tro, (|H$]) = Vi + 1 Tr, (|Hy)).

On conclut grace a (1.3) et (1.4).
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5. GENERALISATION

De facon plus générale, pour k > 1 un réel et f € A2, on cherche & quelle condition
un élément f € A? appartient aussi & D¥. On peut montrer que I'espace de Besov
BP est 'ensemble des f € Hol(D) vérifiant

(5.1) (1— 2R f(2) € LP(dN), pt>1

ol R f est la dérivée fractionnaire de f (voir ci dessous). Avec la méme approche que
dans la section 3, on peut alors penser que D¥ est 'ensemble des fonctions vérifiant:

/ |RY* 1k df < oc.
T

Ce n’est pas le cas, la situation est ici différente du cas k = 1 puisqu’il existe des
symboles non constants vérifiant

|H?|k e St
Soit ¢ un réel positif et f une fonction holomorphe sur D avec
flz)= Z apz”
k=0
on définit (voir p 18 de [19])
R'f(z) = Z Etayz®

et

it ._ e re+t+k)
RYf(z) := kZ:O T2+t T(2+k) axz".

Pour ¢ fixé, par Stirling, on a:

T(2+t+k)

~ K.
T(2+ k)

(5.2)

Ceci n’entraine pas que R'f et RU!'f soient comparables mais elles ont méme
propriété d’intégrabilité.

Lemme 5.1. Pour f € A2, on a:

— w2 RO £ (w
f(z):(t—f—l)/(l o) R )dA(w).

o (1P
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Démonstration. Soit g la fonction définie par

w2 RO f(w
g(z)=(t+1)/ﬂ](1 |(1|_)Z];)2f( )

Par le théoreme 2.19 p 54 de [19], cette expression a bien un sens. Dérivons sous

dA(w).

Iintégrale:

t t ,t ,t 1
ROg(2) = (141) [ (1= ) R ) () a4 ().

Par la proposition 1.14 p 19 de [19]:

1 1
0,t _
R ((1 - zw)2) (1 — zw)?*t
et donc

ROg(z) = (£ + 1) / (1 [wf?)! RO fw)

W dA(w) = Ro’tf(z)

puisque R®'f € L1((1 — |2]?) dA), voir p 53 de [21].
Ainsi
RO,tf _ RO,tg
et I'on a terminé. O
On peut alors comparer les deux normes de Besov (1.1) et (5.1):

Lemme 5.2. II existe C > 0 (dépendant uniquement de k) vérifiant pour tout
t>0,p>1ettout f € A%

I =12 v an) < CIE = 2 ERYEF ()] Lok (ax

Démonstration. Le lemme précédent affirme que pour tout ¢ > 0

~wl2)ERY f(w

D (1 — zw)?

dA(w)

ainsi en dérivant sous le signe intégral:

(1 — [w]*)" R f (w)
(1 - zw)3

(1= ) f'(z) = (1= |2t +1) /D 2w dA(w).

Comme pk > k > 1, par le lemme 5.3.2 p 90 de [21], il existe C' dépendant uniquement
de k telle que:

1 = =2 F ()l Lorany < CNA = ) B f(2)l]or(any-
On conclut avec (5.2) et en posant ¢ = 1/k. O
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Nous pouvons a présent prouver 'inclusion annoncée

Proposition 5.3. Soit k > 1, si f € A? vérifie

(5.3) / |RYEfIF d6 < 0o
T
alors
|H7|* € S
et

Tru(|H7) < / RVE fI do.

Démonstration. Comme k£ > 1, on a uniformément en p:

IEF W0 = 1LH7 1 G == 11F 1

ou
LA = 10 = 127 )

Ainsi, par le lemme précédent, uniformément en p > 1:

IEF 1% S 1= 12128 Gk
5 H(l - |Z| )l/le/kf( )Hka(d)\)

= [P RR Pt aae)
D
et donc, par un raisonnement analogue a celui de la section 3:

11273 = sup (p— 1)[[[Hz["||ss
p€]1;2]

1/k
< sup (p— 1) ( [a-prr e dA(z))

p€]1;2]

1/k
< ([imnsran)
T

Pour la majoration de la trace, on reprend la méthode de la section 3, comme k& > 1,
la fonction |R'/* f|¥ est sous harmonique et on a:

/ |R1/kf|k do = hm(p _ 1)/(1 _ |Z|2)p72|R1/kf(Z)|pk dA(Z)
T p—1 D

On conclut gréace a la proposition 2.10 (]
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Remark 5.1. En fait pour £ = 2, (5.3) est une caractérisation de ’espace de
Dirichlet D et 1’on retrouve l'inclusion classique D C D?. Dans ce cas 13, on peut
montrer que l'inclusion est stricte mais cela fera 'objet de prochains travaux.

Remerciement. Je tiens & remercier le référé pour ses remarques ainsi que
M. Englis pour ses conseils.
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