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Über ein Problem der Naheningsrechnu 
Makeham'schen Rentenwerte. 

Von Prof. Dr. Alfred Tauber (Wien). 

Bei der näherungsweisen Darstellung einer Funktion, sei es für 
kleine oder grosse Werte emer Variabein #, wählt man in der Regel 
eine Entwikelungsform (Potenzreihe, Kettenbruch, Fakultätenreihe 
usf.), deren verfügbare Konstanten derart zu bestimmen sind, dass der 
Fehler beim Abbrechen nach irgend eirfer Anzahl der Entwicklungs
glieder mit einer möglichst hohen Potenz von x resp. l/x vergleichbar 
wird. Eben dadurch aber beschleunigt man oft nur für die ganz kleinen 
oder grossen Werte von x die Annäherung, während sich die Berechnung 
umso langwieriger für die übrigen gestaltet. 

Eigentlich würde sich hier die (ideale) Forderung erheben, die 
verfügbaren Konstanten der zu wählenden Entwicklung so zu bestim
men, dass i n n e r h a l b eines vorgegebenen Interva l le» der Varia
bein x der (relative) Fehler Jbeim Abbrechen an einer beliebigen Stelle 
der Entwicklung ein mögl ichs t k leines Maximum aufweist (das 
sich mit fortschreitender Entwicklung immer mehr verringern muss). 
In mancher Hinsicht jedoch lässt sich dem erwähnten Nachteil, wie an 
dem Beispiel der Berechnung bestimmter Integrale gezeigt werden soll, 
schon durch Nebenbedingungen für die auftretenden Konstauten entge
genwirken, indem jene Nebenbedirigungen dazu dienen, um nicht nur die 
Grösse des Fehlers, sondern auch dessen Sinn zu beeinflussen und um 
die Näherungsfunktion für spezielle Werte der Variabein x festzu
legen, d. h. dort in Übereinstimmung mit den genauen oder willkürlich 
angenäherten Werten der darzustellenden Funktion zu bringen. Durch 
eine solche Anpassung an den Verlauf der letzteren erreicht man nicht 
selten eine durchgängig bessere Annäherung, als bei den allgemeinen, 
unterschiedslos für alle Funktionen aufgestellten Entwicklungsformen. 

Beispielweise stehen zur Berechnung des Integrällogarithmus die 
bekannten Entwicklungen zu Qebote 
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(x positiv grösser als Null), aber gerade in denjenigen Fällen, wo die 
zweite Formel schon die Berechnung ziemlich vieler Entwicklungsglieder 
zu erfordern beginnt, etwa bei x > 1, versagt die andere, um erst bei 
sehr viel grösserem x brauchbarer zu werden. Hingegen liefert die für 
dasselbe Integral nach der zu besp rechenden Methode geb i lde te 
einfache Näherungsfunktion 

¥+TT+'TT^T;T==X+h Ti=*2+±x+h Tt=*+10z+18 (2) 

eine sehr gute*) Annäherung für alle x > 1, so dass die zweite Formel (2) 
für die Fälle, wo sie rasch konvergiert, aufgespart bleibt. 

Ähnliche Näherungsformeln wie (2) ergeben sich für die sogenannte 
j,im vollständige Gammafunktipn" (Prym'sche Funktion) ohne Schwie
rigkeit aus allgemeineren Betrachtungen (vgl. unten Formel (21)). 

Diese Prym'schen F u n k t i o n e n t r e t e n nun auch in der* 
V e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k auf. Man verdankt nämlich Makeham, 
ausser der Aufstellung seiner bekannten Formel für die Zahl der Leben
den einer Sterbetafel,, den Nachweis, dass die Werte der zugehörigen 
(kontinuierlichen) Leibrenten, obzwar sie von fünf Grössen, nähmlich 
den drei Konstanten der Makeham'schen Lebehswahrscheinlichkeiten, 
ferner vom Beitrittsalter und vom Zinsfuss abhängen, t r o t z d e m auf 
die B e r e c h n u n g einer F u n k t i o n bloss*zweier Grössen, eben der 
Prym'sehen Funktion rückführbar sind**).Es bedarf also zur Berechnung 
der Leibrenten werte, bei jedem beliebigen Zinsfuss, für die Gesamtheit 
aller irgendwie konstruierbaren Makeham - Sterbetafeln — und, wie 
beizufügen, aller Sterbetafeln, deren Lebendenzahlen aus der Über
lagerung verschiedener Makehamformeln entstehen — jedenfalls 
nur einer einzigen Tabelle mit doppeltem Eingang. Ob man eine solche 
Tabelle direkt für die Prym'sche Funktion oder für irgend eine andere, 
aus ihr abgeleitete anlegt, bleibt wohl eine Frage von geringerer theore
tischer Bedeutung. Demgemäss werden hier bloss praktisch brauch
bare, auf die direkte Berechnung der Leibrenten (bei einfachen Makeham -
Sterbetafeln auch der Verbindungsrenten) abzielende Methoden erörtert. 

Den versicherungsmathematischen Zwecken würde eine Tabelle 
massigen Umfanges für die Prym'sche Funktion wohl vollkommen ge
nügen, wenn auf die, ohnehin etwas unsicher fundierten Leibrenten
werte für die höchsten Beitrittsalter (etwa über 85 Jahre) Verzicht 

*) Wie auch durch Vergleich mit der Bretschneider'schen Tabelle 
oo 

des Integrales / e~- t~l dt (Zeitschrift für Math. u. Physik Bd. 6) zu ersehen. 

**) Vgl. Bohlmanns Referat (1901) über Lebensversicherungsrnathei 
matik in der Enzyklopädie der math. Wissenschaften, Bd. I. S. 878. Be-
Czuber (Wahrscheinlichkeitsrechnung etc., 3. Auflage IL Band S. 267) 
fehlt der Hinweis auf die Autorschaft Makeham's (1874) hinsichtlich dieses 
Satzes über die Rentenberechnung. * 
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geleistet würde. Hingegen wäre der Spielraum für den Zinsfuss unbe
schränkt. 

Der interessante von Blaschke unternommene Versuch (vgl. Czuber 
a, a. O.) die von Makeham intendierte AufsteUung einer Tabelle der 
Prym'schen Funktion durch die nach einer S t anda rd t a f e l , zu den 
Zinsfüssen von 0.1, 0.2, 0 . 3 , . . . bis 5l/2 Perzent berechneten Leib-
rentenwerte zu ersetzen, erreicht seinen Zweck nicht voUstiindig. Abge
sehen davon, dass die Handhabung der Blasen keuschen Tabelle ziemlich 
kompliziert ist und den direkten Vergleich der Leibrenten werte? für 
irgend zwei Sterbetafeln untereinander nicht gestattet, ist durch die 
Beschränkung des Zinsfusses, die sich für eine von der Standardtafel 
stark abweichende Sterbetafel noch verstärken kann, ihre Anwend
barkeit beeinträchtigt. Auch wurden die ganzjährig zahlbaren Leibren
ten, anstatt wie genauer gewesen wäre, die kontinuierlichen verwendet. 
Bei Überlagerung mehrerer Makeham-Formeln würden sich diese 
Mängel nur noch akzentuieren. 

§ 1. Die Aufgabe der näherungsweisen Darstellung des Integrales 
oo 

I f(t)dt, wo x eine positive Grösse vorstellt, oder aligemeiner des Pro-
X 

00 

duktes <p(x) = ip(x) J f(t)dt des angeführten Integrales mit irgend einer 
X 

Funktion ip(x) erfährt häufig durch die Betrachtung einer Differential
gleichung 1. Ordnung eine Vereinfachung. Aus der Definition von 
(p(x) folgt 

JL f ^ l = JL. dlM _ ?!?! *M^ ~~ _ f(x\ (3) 
dx tp(x) %p(x) dx tp(x)2 dx 

und hieraus, durch Multiplikation der letzten Gleichung mit F(x)tp(x), 
wo F(x) eine beliebig gewählte Funktion ist, 

F(X) d~fp - G(x) cp(x) + H(x) = 0, (3a) 

mit den Bedingungen für F :G:H 

G(x) 1 dtp(x) H(x) 
=- f(x)y(x). (36) 

F(x) \p(x) dx F(x) 

Umgekehrt genügt dieser Differentialgleichung (3a), unter gewissen 
Konvergenzbedingungen, die Funktion 

00 

«z) -= W(x)jf(t)dt bei | | g dx = Jap < - > . j ^ -- /(*)• (4). 

X • 

Von der nunmehr zum Ausgangspunkt dienenden Differential
gleichung (3a) wird indes einschränkend vorausgesetzt, dass F(x), 
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G(#), #(#) P o l y n o m e von x bedeu ten , und zwar soll F(x) sowohl 
als G(x) von höherem Grade sein als H(x)> hingegen der Grad von F(x) 
denjenigen von G(x) nicht oder höchstens um 1 übersteigen (Ausserdem 
sollen die höchsten in F(x), G(x) vorkommenden Potenzen von x posi-

% tive Koeffizienten besitzen, damit tp(x) für grosse x der JNTull zustrebt). 
Bezeichnet jetzt n die Differenz der Grade von G(x) und ,#(#)>. 

ferner T(x)~ xn4~ . . . ein passend zu wählendes Polynom eben diesem 
Grades n> und ß eine zu wählende Konstante, so kann 

gesetzt werden, wodurch die Differentialgleichnung (3a) übergeht in 

Mit T(x)2 multipliziert, liefert dies für die neu eingeführte Funktion (pi(x) 
ebenfalls eine Differentialgleichung 

Fx(x) - ^ - Ox(x)q>x(x) + Hx(x) = 0 

Fx(x) == F(x)T(x)t Gx(x) = Q(x)T(x) + F(x) - ~ ^ - - (5a> 

Hx(x) = H(x)T(xf. — ß G(s) T(a?) + F(a?) 

und nun h a t die Wahl von /? u n d JP(#) d e r a r t zu geschehen, das& 
die Polynome Fx(x)} Gx(x)y Hx(x) genau dieselben Bedingungen er
füllen, wie sie F(x)f G(x), H(x) auferlegt wurden. Hiedurch entsteht die 
zur früheren analoge Aufgabe, ein Polynom Tx(x) = xn* + ». ., wenn % 
die Differenz der Grade von Gx(x) und Hx(x) ist, sowie eine Konstante ßx 

passend zu wählen, um 

»w-w • < 6 > 
setzen zu können, und weiter so fortfahrend 

zu e i n e r E n t w i c k l u n g v o n q>(x) zu g e l a n g e n 

«,(3) Ä JL + . & + Ä + , _ (7> 
^ w * T(x)^ T(x) Tt(x) ^ T(x) Tx(x) T2(x) ^ w 

Zu den charakteristischen Eigenschaften dieser Entwicklung (7) 
gehört, dass in dem ganzen Intervall, in welchem sie gelten soll, die 
Polynome T9 Tv T%i. . . nicht verschwinden, d. h. ihr Vorzeichen nicht 
ändern dürfen, aber auch die Funktionen <px(x)f ^(x), . . ., q>P(x),.. . 
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ihr Vorzeichen beibehalten müssen, weil sonst ja, wenn beispielsweise 
<pv(x) sowohl positive als negative Werte besitzen dürfte, die Summe 
der ersten v Terme in (7) für manche Werte von x zu klein, für andere 
zu gross gegenüber dem wahren Werte von <p(x) ausfallen würde, so dass 
der nächstfolgende Term ßvjTTx. . . Tv den Fehler für die eine der 
be iden K a t e g o r i e n vergrössern müsste , was die Brauchbarkeit 
der Entwicklung in Frage stellt. 

Höchstens in dem Falle, dass man die Entwicklung mit dem r-tcn 
Gliede abbrechen will, darf von dieser Bedingung bezüglich der Funktion 
<pv(x) abgesehen werden, nicht aber bezüglich der vorangehenden Funk
tionen 

<Pi(x)> <Pz(x)> • • •> <P*-i(x)-
Die Koeffizienten der die Funktionen <px(x)} <p%(x), , . . definierenden 

Differentialgleichungen sind allerdings wohl kaum indepe^ident, son-
derm nur rekurrierend darzustellen, was aber keineswegs die Möglich
keit zu verhindern brauchte, über Eigenschaften dieser Funktionen 
Aussagen machen zu können. Nennt man FVi Gv, Hv die Koeffizienten 
der Differentialgleichung von <pv(x) 

Fv{x)
d^l _ 0,(x) <pv(x) + H,(x) - 0, (8) 

;so folgt durch die Substitution <pv(x) = - ^~~l in Analogie 
I v\X) 

2u (5a) als Rekurs ion für die Koeff iz ienten Fv+V ör+i» H,+1 
dT (x) 

F,+1{x) = F,{x)T,{x), G,+1(x) = G,{x)T,{x) + F,{x) -~^ (9) 

H,+l{x)=H,{x)T,{x)г —ß. XÆҢ 
dx J 

Q, (x) Tv (x) -f F, (x) --£-!• , (9a) 

Auch eine Abschätzung des Fehlers, der beim Abbrechen mit dem y-ten 
Gliede der Entwicklung (7) entsteht, wird mittels der Koeffizienten 
jFy(#), Gv(x), HV(X) ermöglicht, es ist analog (4) 

* oo 
. . C Hv(t)dt fGv(x)dx 

<P*(X) « WAX) J ^ ^ . k V>M = J - j ^ r ' (10) 
x 

^venn also das Maximum des Absolutbetrages j Hv(t)jFv(t) \ im Intervall 
i === x bis oo unterhalb der Grösse ev bleibt, so muss | <pv(x) j kleiner als 

, xf dt 
Є,У>Лx) I —тr: 

J v>Лt) 
sem. 

§ 2. Die weitere Betrachtung werde auf das Beispiel der Prym'-
.schen Funktion abgestellt: 

<p(x>a)=ze*x<*-%l e-H-adL (11) 
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Als Spielraum für die hier auftretende Konstante a reicht ein irgendwie 
gewähltes Intervall von der Länge 1 aus, weil (p(x, a) und (p(x, a + 1} 
in dem Zusammenhang 

1— a(p(x, a+ 1) 1 — x(p(x, a) 
(p(x, a) = —— , <p(#, a + 1) =- ~—— (IIa) 

vC a 

stehen, wie sofort aus dem Satz von der partiellen Integration folgt 
00 00 

(p(x,a)=exxa~1 \ t—ad(—e-~t)=:exxa—1[x~a
te-~x+ l (~at"a"1)e—tdt]. 

X X 

Am einfachsten erscheint es, a zwischen 0 und 1, oder, vielleicht noch 
zweckmässiger für die angenäherte Berechnung von ,(p(x, a) zwischen 1 
und 2 anzunehmen. Dann liefert die Theorie der Prym'schen Funktio
nen (deren sonstige Details hier nicht weiter in Betracht kommen) eine 
das ganze Intervall für a von Null bis 2 umfassende, aber nur für nicht 
zu grosse Werte von x brauchbare Entwicklung 

, , , OA J ( l —a*-T(l—0) , 1 * 1 a* , 1 a8 

(12) 
wo # zwischen —1 und + 1 variieren kann. Die Werte der Euler'schen 
^-Funktion sind aus Tabellenwerken zu entnehmen. 

Auch wenn # sehr nahe bei Null liegt bleibt nach den Elementar
sätzen über die Euler'schen Integrale der Term 

i _ ^ r ( i _ # ) i-r(\—#).\-**rn .. 
_̂„ .__. __ + _ _ _ _ _ r (i - $) 

endlich, und für & -» 0 geht die Formel (12) in die zweite Formel (1) 
über. Ist anderseit # nahe 1, oder a nahe 2, so benützt man am ein-

I %(Y)(x a IV 
fachsten die Formel (llä) in der Gestalt (p(x, a) == X—--—— 

* Cv —— x 

um wieder auf den vorigen Fall zurückzukommen. 
Nun bleibt noch die Frage der Entwicklung von (p(x, a) für die 

jenigen Werte von x, welche eine b e s t i m m t e U n t e r g r e n z e % 
haben . Da die Differentialgleichung für f(x, a) gemäss (3). 

cp(x, a) = —e—xx a 

(13) 

d (p(x,a)i ____ 1 d(p(x, a) \ 1 a — 1 
dx exxa—1 *~~ exxa—1 dx [^^a—I T €x xa 

lautet, oder .nach Multiplikation mit exxa 

x~^^~(x+a~l)(p(x,a)+\^0 (14> 

liegt hier betreffs der Formel (3a) das Beispiel vor 

F(x) = x, 0(x) ^x+a—1, H(x) = 1 , * = 1 (14a), 



und nach Formel (5) ist zu setzen 

<f(x> «) = C ± ^ i ^ . 5 i , T(X, a) = X + O, 0 ur eonet. (15) 
i (#, a) 

wodurch für (px(x, a) eine Differentialgleichung, vgl. (5a), mit den 
Koeffizienten 

Fx(x) = x(.r + Q)$ GX(X) = .T2 + a;(o + «) + o (a — I) 

.»-.(*) = (x + Qf — ßix* + x (Q + a) + Q(a — 1)] (10) 

resultiert. Damit aber wiederum der Grad vonHx(x) ger inger als der 
von Fx(x), Gx(x) ausfäl l t , muss ß = 1 gewählt werden, sodass 

Ht(x) = x(Q — a) + Q(Q +l—a) (16a) 

wird. Entweder soll jetzt H}(x) für grosse Werte von x positiv oder 
negativ sein: Im ersteren Falle genügt es, für Q den kleinstmöglichen 
Wert o = a z u nehmen, und Hx(x) reduziert sich für alle x auf die posi
tive Konstante a. Im letzteren Falle reicht es aus zu bewirken, dass Hx(xQ) 
negativ ausfällt, d. h. der Ungleichung entsprechend 

X0(Q — a)+Q(Q — a+l)<Qy Q<a 

Q zu wählen. Jedoch wird diese letztere Wahl von o hier nicht weiter 
verfolgt, sondern Q~a genommen. Dann ist Fx(x)f Gx(x) quadra
tisch, Hx(x) konstant 

Fx(x) = x(x + a), Gx(x) = x2 + 2ax + a2 — a, Hx(x) = a (166) 

somit muss bei dem nächsten Schritt der Entwicklung 

» ( * ' * ) = s T^a) 

der Nenner Tt(x) den zweiten Grad in x besitzen. 
Aber auch bezüglich der Polynome T2(x), Tz(x)f. . .wird im Fol

genden nur der Fall betrachtet, das jedes unter ihnen vom zweiten 
Grad in x, d. h. in der Entwicklung (üa) 

q>(x,a)=b+*'+l{x'a), Tr(x,a)=z'+Qrx+ov,v=l,2,3,... (17) 
i v(x, a) 

zu setzen ist. Dies hat zur Voraussetzung, dass der Grad von Gv(x) 
denjenigen von Hv(x) um 2 übersteigt, sonach werden, wie man leicht 
abzählt, die Grade von FViGv,Hv gleich 2?',2*>, 2v — 2 (fürv == 1,2, . . . ) . 

Die Konstanten ßv und QV sind aber bereits durch die Forderung, 
dass HP+x(x) den Grad 2v besitzen soll, fixiert. Denkt man sich nämlich 
Fv(x), Gv(x)t Hv(x) naeh Potenzen von x entwickelt s 

Fv(x) = x* + F^x*--1 + .. . 
Gv(x) = afi* + Gvxx*»~l + ... (18) 

HP(x) = #*0*2'~2 + j y n x * - i +... 

so folgt, gemäss (9), für Hv+i(x) der Ausdruck 
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(Hvox
2*-2 + Hnx*—* + . . .) (x* + 2QVX* + . . . ) — 

— ßv [(x2v + Gn x2»-i + . . .) (x2 + QVX + av) + 
+ x*+Fnx

2>-i+...)(2x+Qv)] 
und damit derselbe wie verlangt, den Grad 2v besitzt, müssen die 
Koeffizienten von x2v+2, x2p+l 

Hv0 — ßv, (Hn + 2QVHV0) — ßv (Gn + QV + 2) 

verschwinden, es sind also ßvQv nicht mehr willkührlich wählbar, son
dern fixiert durch 

ßv = Hv0, Qv = Gn + 2 — J n • (18a) 
1* vo 

Danach ist für v = 1, vgl. (16b) 
&=<*, £ 1 = 2 a + 2 . (18b) 

• Die noch zu lösende Aufgabe bestelnVnun darin, die b isher offen 
ge lassenen K o n s t a n t e n av o2>. . . passend zu wählen. Es könnte 
z. B. als Bedingung gestellt werden, dass jedes Ok (eventuell unter Er
füllung gewisser Nebendingungen) d e n k l e i n s t e n Wer t bes i t zen 
soll, für den sowohl T^(x) als H^x(x) pos i t i v für al le x > x0 

ausfä l l t , oder noch allgemeiner, dass die ersten k der Grössen av a2, . . . 
entsprechend dieser Bedingung zu bestimmen sind, hingegen die übri
gen Ok+\> • . ., ov — wofern die Entwicklung mit dem (v + l)-ten 
Term abgebrochen wird — durch die Forderung, dass die Summe der 
ersten v + 1 Terme 

' -• ft •+•••+„•., . , » . . . . m T(x) ' T(x)Tx(x) '• " " ' T(x) Tx(x). . . Tv(x) 

für v-k spezielle Werte von x mit dem genauen oder angenäherten 
Werte von (p(x, a) zusammenfällt. 

Um beispeilsweise die Fragestellung für k = 1 zu formulieren: 
Nach Ausrechnung der Polynome F2(x), G2(x),r H2(x), welche unter 
Benützung von (9) und (186) 

F2(x) = x(x + a) [x2 + (2a + 2) x + ax], 

02(x) = x4 + (4a + 4) x9 + (ax + 5a2 + la + 2) x2 + 2a (cTj + a2— 
— a)x + ax(a

2 — a), (20) 
; H2{x) = ax*(ax —- a2 + a + 2) + 2a [(a + 2) ax — a2 (a + l)]x + 

+ aax(ax — a2 + a) 

ergibt, die Konstante ax kleilistmöglich derart zu wählen, dass sowohl 
Tx(x) = x2 + (2a + 2 ) x + ax als H2(x) für1 alle x > x0 das 'positive 
Vorzeichen besitzt, d.h.es muss Tx(x0) positiv sein und H2(x) darf keine 
positive Wurzel grösser als x0 haben. Hiezu ist noch die Darstellung der 

lfcür Bestimmung der Wurzeln von H2(x) = 0 in; Betracht kommenden 
Grösse 

H2X
2~ 4# 2 0 # 2 2 = — 4a*[cr 1^a 2--a^[a x

2-^a^ia 2 + a + 2) +a^ (a + l)] 
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auszuführen. Im Folgenden wird aber das Prob lem nur in seiner 
e i n f a c h s t e n Form e rö r t e r t , wonach einersets lediglich T(x) = x + a 
fixiert, anderseit den Konstanten av at die Bedingung auferlegt wird, 
dass die Summe der e r s ten drei Glieder der E n t w i c k l u n g (19) 
für zwei Wer te x0, xv von x (genau oder näherungsweise) mi t <p(xt a) 
ü b e r e i n s t i m m t . Da sieh nach (18a) die Grössen ß2 und (>2 durch ax 

a-usdrücken lassen 
ß r 2 i i oi 4 i r 0(« + 2)<7i—a2(a+l) 
ß2= a[a1~~a*+ a+ 2 ] , ^ = 4a + 6 — 2 - ~ - ^ T - - ^ r ^ <20rr) 

ax — a*+ a + Z lauten die ersten drei Glieder der Entwicklung (19) 

-4- %\ 
(21) a : + a [ x2+Q1x+a1 (Xi2+Qxx+ax) (x2+g2x+a2) 

und nun sind die beiden Unbekannten av a% derart zu bestimmen, dass 
der Ausdruck (21) für x ~ x0, xx die vorgegebenen Werte <p(x0,«), 
<p(xxa) annimmt. (Der kleine Horizontalstrich über dem Funktions
zeichen <p charakterisiert die nach Wil lkür angenähe r t e Überein
stimmung mit <p(x0, a) resp. <p(xv a).) Diese Aufgabe e r fo rder t die 
Auflösung einer Gleichung 3. Grades. 

Führt man nämlich statt der gesuchten Grössen av a2 zwei andere 
T. x ein 

T = ax — a2 + a + 2, T' = a2 (ax — a2 + a + 2) (22) 

und ausserdem die, von T, X unabhängigen Funktionen 

%(x, a) = x2 + Qxa, 93(x, a) =* z2 + £,£ + a2 — a — 2 (23) 

so wird unter Berücksichtigung der aus (2Öa) leicht abzuleitenden Be
ziehung zwischen av a.z 

a2^ax(l + 4
r) (24) 

der Ausdruck (21) gleich 

* + a | 11 + T + ! Ö ( X ' a ) + [r + »<-.'«>] [*<«,«, + І ^ + 2-]' 
T T 

und damit sein Wert gleich a>(a;0, a), <p(xv a) für # = x0, xx werde, ha
ben T, T' die beiden Gleichungen zu erfüllen 

{x0+a)(p(x0,a)~l 1 T2 

a r+^(x0ta) r [T0+%(x0,a)][(x%(x,a) + *Qxx0+T' 
1 <a?j+a)y(a?i»q)",>'1 _ 1 , T2  

a ~ T + S f e a) ^ [i+%{zl,a)][&{xlta) + 4Qlxl+i']' 

Bezeiöhnet m a n h ie r in der Kürze ha lbe r die l inken Sei ten 
mitYo$yiund 3t(ar0 ,a)t%(^ä%Vi(^ay^x va) der Reihe nach nlitH0, 
^i» 33o»^i 8 ° erhalten diese Gleichungen die Gestalt 
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oder, nach Entfernung der Nenner 

[y0 (T + »o) - 1 ] [2loT + 4 f t * 0 + T'] = T2, 
[yi (t + » x) - 1 ] [3tiT + 4 ^ + T'] = T2 

voraus durch Multiplikation mit y2(T + 93t) — 1 resp. y0(T + 330) — I 
und nachherige Subtraktion eine Gle ichung für T a l le in folgt-

[y0 (T + 930) - 1 ] tyi (T + 95i) - 1 ] [(9Ti - 2T0) T + 4Ql(xx - x0)] = 
- T 2 [ y o ( T + 9 3 0 ) - y i ( T + » ! ) ] . 

Zur leichteren Auswertung der Koeffizienten berechnet man vorher 
noch die Grössen 

*o = i — y0®o. »i = 1 — Y&v ?' - 4ft ( ^ - *0) (26> 
und h a t schl iess l ich eine Gle ichung 3. Grades*) für T 

0 = T3 [(% - 2I0) y o 7 l + Yl —y0] + 
+ T2 [b0 - bx - ( ^ — ag (6o7l + &-y0) + g VoyJ -

- T [e' (b0yi + W - (% - »o) 60y + e V i (2?> 
deren Auflösung auch die gesuchten Konstanten av a2 mittels der Glei
chungen (22) liefert 

tf^T+a2 — a — 2 (28> 

T' T ^ 4&a:0 

o-2 = — = — ^i0 = —-—. 
T y0T — bo T 

Auserdem müssen cTj, cr2 der oben gestellten Forderung entsprochen,, 
dass Tv T2 im Intervall x0 bis oo nicht verschwinden. 

Die rechnerische Durchführung der bisher abgeleiteten Formeln 
für den F a l l a = 1, u n t e r der A n n a h m e x0 =- 1, â  = 2 zeigt, dass 
nicht die möglichst genaue Anpassung der Näherungsfunktion (21) 
an die Funktion <p(x} 1) an diesen Stellen x0 = 1, ^ = 2 das kleinste 
Fehlermaximum hervorbringt, sondern eine bloss angenäherte. Demge-
mäss erscheinen <p(l, 1), <p(2} 1) bei Verwendung der in der E in l e i -
t ung ange füh r t en K o n s t a n t e n w e r t e ax = f-, cr2 = 1 8 , T = § mit 
einem relativen Fehler von ungefähr 2 . 1 0 ~ 6 (zu gross) resp. 2 . 10~"5 

(zu klein) behaftet. 
*) In ganz derselben Weise bestimmt man, wenn T(x), Ti(x)9... T&—.x(x) 

vorgegeben sind, Tk(x) und Tk+i(x) aus der Bedingung, dass für die zwei 
Werte xot xt von x die Summe der ersten k+2 Terme von (19) mit <p(x. a} 
übereinstimmt. 

Aber auch schon die Formel (21) verdient, bei fixem a und ver
änderlichem xt den Vorzug vor der bekannten Fakultätenreihe für <p(xf a)f. 
vgl. SchlÖmilch, Kompendium der höh, Analysis 2. Bd. 2, Auflage (187A> 
S; 266. Die letztere sehreibt Blaschke irrtümlich dem Versicherungsmathe
matiker Lattdi zu* * 
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Will man jetzt für irgend ein anderes a zwischen 1 und 2, eben
falls bei # 0 = 1 , ^ = 2 die Konstanten av a2 bestimmen, so empfiehlt 
es sich, bezüglich des Fehlers von <p(l,«) q?(29 a) eine mit der jenigen 
beim Fa l l a = 1 konforme Annahme zu machen, damit nicht die 
Möglichkeit verloren geht, den Zusammenhang der (»rossen av a2 

mit a, unter sonst gleichen Voraussetzungen, zu erkennen. 
Hienach ergeben sich für die Fälle a = |* und a = 2 bei x0 = 1, 

xx = 2 als Werte der Konstanten 

r = 2*7, OTJL = 1*45, a2 — 4fr13 (a = ?) 

r = 2-78, ax = 2'78, a2 = 72*37 (ß = 2) 

was bereits die sehr geringe Variabilität der Grösse r im ganzen Inter
vall a = 1 bis 2 zeigt (von 2*666 . . . bis 2*78). Man könnte also z. B. 
die Grösse r in ihrer Abhängigkeit von a angenähert durch dasjenige 
quadratische Polynom von a definieren, welches für a = 1, | , 2 
die Werte 2666 . . ., 2*7, 2*78 besitzt, bei strengerer Rechnung aber r 
gleich der dem Werte dieses Polynoms nächst benachbarten Wurzel 
von (27) setzen. 

Im allgemeinen verringert sich bei Anwendung der Formel (21) 
der relative Fehler mit wachsendem x und der Genauigkeitsgrad ist, 
bei a zwischen 1 und 2, ungefähr derselbe wie bei a = 1 und gleichem x. 

Von weiteren Kalkulationen auf Grund der eben erhaltenen Werte 
wird indes hier abgesehen, weil vielleicht noch besser geeignete Wahlen 
von x0, XV rv r2 existieren könnten. 

§ 3. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der bisher 
betrachteten Aufgabe der Berechnung der Pryrn'schen Funktion und 
der Aufgabe, die (kontinuierlichen) Leibrentenwerte nach irgend einer 
Sterbetafel, deren Lebendenzahl beim Alter x durch eine oder mehrere 
Makeham-Formeln dargestellt ist 

lx = hFtf* + ktfgf? + . . ., c, c j . . . > 1, g, gv . . . < 1 (30) 

zu berechnen. Denn die allgemeine Formel für den Wert az der konti
nuierlichen Leibrente von Jahresausmasse 1 

oo 

lяßя = / fc-ł-tt vU du, (31) 
0 

wobei x das Beitrittsalter und v der Abzinsunsfaktor ist, geht, wenn lx+u 

durch die Formel (30) bestimmt wird, in eine Summe von Integralen 
über 

OO CO 

lxax = &*/(svYtf*+udu + h^I (sxvYg{*+udu+...9 (32> 
o 6 

deren jedes sich auf eine Prym'sche Funktion zurückführen lässt. Man 
braucht, um dies für das erste Integral zu zeigen, nur g°x*u = er*1 oder 
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timgekehrt 
* = _c*+Mg f lr-=£c», £=' — <?)gg (33) 

zu setzen, so folgt aus der Beziehung zwischen tf u, nachdem | eine 
wesentlich pos i t i ve Grösse vorstellt, dass den Grenzen 0, oo von u 
die neuen Grenzen t = | , oo entsprechen. Daher verschafft die Ein
führung der neuen Integrationsvariabein t wegen 

lg c * lg c 

und wenn man auch (sv)u durch t ausdrückt 

(sv)u = e^W = (—] 
l g (sv) 

l g c 

<dem ersten Integral in (32) die Gestalt 

i g (*t>) 

AÏГ-
ť ář 

(34) 

[g* t,§?)) 

oder weiters, wenn noch zur Abkürzung a = 1 1 gesetzt wird 

^A-«e-^^^fil^=Ö^- (35) 
lg c J lg c lg c 

Nimmt man die analoge Umformung bei jedem der übrigen Integrale 
in (32) vor, so gelangt man, wie behauptet, zu einer Darstellung von ax 

durch Prym'sche Funktionen 

. Ü - ^ - « . . ) + ^ - ( & . * ) + ' . . ' . . (36) 

<---•«. «--f?-'-^. *—*** 
die sich vereinfacht, wenn nur eine einzige Makehamformel zugrun
deliegt: * 

*-1ir-'—' * " - ' - ! § ? • *-> 
Der Spielraum für die Grössen avav... kann wie oben (§2) 

zwischen 1 und 2 angenommen werden, wodurch alle möglichen Zins-
iüsse berücksichtigt sind; derjenige für f zumindest im einfachsten Falle 
lt = ksPg*** aber auch noch in anderen'Fällen, etwa mit 0 < £ < 3, 
wofern man eben für die höchsten Beitrittsalter, etwa tiber 85 Jahre, 
die Leibrentenwerte, deren statistische Uaj^ri^gen dort ohnehin recht 
unsicher werden, nicht von vorneherein*auf r Grund aller möglichen 

KMakeham^Tafeln ausgerechnet wissen will. 
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Bei Beschränkung auf den einfachsten Fall lx = k&g** könnte man 
zwar den Spielraum von a, weil diese Grösse mit dem Zinsfuss wächst, 
etwas verkleinern, indem man den Zinsfuss limitiert, etwa mit 5 % , aber 
dies empfiehlt sich, von anderen Gründen abgesehen, auch mit Rück
sicht auf die Berechnung der Verbindungsrenten nicht. Beispielsweise 
besitzt die Verbindungsrente für zwei Leben ?/, z nach derselben Ster
betafel ly = ksytfy> lz =- k&gf* und mit der Abzinsung v gerechnet, 
denselben Wert, wie die Leibrente für eine x — jährige Ersatzperson, 
aber mit der Abzinsung vr gerechnet, wofern die Bedingungen rr = 
-= cv ~f- c', vf = sv erfüllt sind. Der Zinsfuss der Ersatzleibrente ü b e r 
s t e i g t also (wegen s < 1) denjenigen der Verbindungsrente. 

Die Ausarbeitung einer Tabelle der Prym'schen Funktion, welchen 
Umfanges immer, wäre auch vom rein theoretischen Standpunkt wün
schenswert, weil dadurch noch Aufschlüsse über manche Eigenschaften 
dieser wichtigen Funktion zu erwarten sind. 

Wien, 5. Jun i 1929. 

Bemerkung zum oberen Artikel. 
Dr. J. Strdnsktf, 

Zur Illustration der vom H. Prof. Tauber vorgeführten Methode habe 
ich die Berechnung des Wertes des Integrallogarithmus für x «=..1,0 1,1, 
1,2, . . ., 6,9 nach der Formel (2) durchgeführt. 

Die nachstehende Tabelle zeigt den Genauigkeitsgrad der angewen

deten Methode in Vergleichung mit der Tabelle der Werte des ie^tfldt 

vor, welche von C. A. Bretsehneider nach der Formel 
-* , , X t X2 X2 

iö -f ix — -jy -r JJJ - ^JJ 

berechnet und in der Zeitschrift für M. u. Ph., VI. Jahrg. veröffentlicht 
wurde. 

OD 

In der Kolonne (2) sind die Werte des ex j eT1 t~~ldt enthalten, wobei 
x 

für den Wert d e s / e~~tt~ldt die von Bretsehneider berechneten Zahlen 
x 

benützt wurden, in der Kolonne (3) wurde dieselbe Funktion nach der Formel 
des H. Prof. Tauber berechnet; die Kolonnen (4) und (5) enthalten die 
absoluten, beziehungsweise relativen Differenzen. 

Die merkwürdige Genauigkeit der Tauberischen Formel hat desto 
grösseren Wert, dass sie auf eine ganz einfache Weise erreicht wurde. 

Gleichzeitig sei erwähnt, dass sich in der zitierten Bretschneiderischen 
t x 

e t dt =-= 
-*= 0,0012914833 und n i c h t 0,0012114833, für x -= 6,3 0,0002554714 und 
nicht 0,0002554914, 
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