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Zur Theorie des mittleren Risikos der ferneren
Dauer von Versicherungen mit kontinuierlicher
Primienberechnung, die auf zweiindrigen
Ausscheideordnungen beruhen.

Von Hans Koeppler, Berlin.

Die Theorie des mittleren ferneren Risikos soll in diesem kurzen
Aufsatz auf Versicherungsformen angewendet werden, die nicht nur
auf den Todes- und Erlebensfall abgeschlossen werden, sondern bei
denen auch noch der Eintritt eines anderen Ereignisses die vorzeitige
Auflésung des Versicherungsvertrages und gegebenenfalls auch die
Realisierung einer versicherten Leistung bewirken kann. Wahrend des
Verlaufs der Versicherungsdauer mégen die Ereignisse ET und E!
eintreten konnen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl innerhalb der Zeit-
strecke ¢ bis ¢4 dt

das Ereignis ET eintritt, sei uly.; dt
das Ereignis B! eintritt, sei ull, ., dt.

Diese Wahrscheinlichkeiten fiir einen unendlich kleinen Zeitraum,
die bekanntermaBen auch die Intensititen des Eintreffens der Ereignisse
genannt werden, beziehen sich auf einen zu Anfang der Versicherung
x == Jshrigen.

Es sollen zwei Arten von Versicherungen unterschieden werden.
Bei der einen Versicherungsart wird bei Eintritt des Ereignisses ET
die Summe S fillig, wilhrend bei Eintritt des Ereignisses B! keine
Leistung erfolgt. Bei der zweiten Vertragsart wird bei Eintritt des
Ereignisses E! die Summe 8¢ und bei Eintritt des Ereignisses E! die
Summe S,!7 fallig. Tritt keines der beiden Ereignisse bis zum Ablauf
der Versicherungsdauer ,,n“ ein, so soll bei beiden Versicherungsarten
die Summe Sn fillig werden.

Wenn zur Abkiirzung

oo+ 1oy = paye

gesetzt wird, so lafit sich bei Anwendung kontinuierlicher Priamien-
berechnung die einmalige Primie der ersten Versicherungsart durch
. die Formel

n { n
— [y g +8)dt —I¢ +) dt ’
Al = f ¢ { T e STydt+ e { S (a)
0

und die einmalige Primie der zweiten Vertragsart durch die Formel
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” n n
— ¢ +48) dt —J{ +8)dt
.4":,7{{-—“-:[8 '((MH (,uI.L{-t St + ,U'”x«u SITydt + e ofﬂ%H ;S;,EJ)
4]

darstellen. Die Schreibweise entspricht der von Jorgensenl) verwen-
deten. Das Quadrat des mittleren Risikos der ferneren Versicherungs-
dauer 1aBt sich fiir den Zeitpunkt ¢ nach Beginn der Versicherung in
der Grundform

n L3
— — [ty p+28ydo — S
(Jlxa mf e '[ rHo ,ltlz+ﬂ(sl19""'tv'x et — Pa:;f; 8pp)2 dd +
t

n 9
—ps g +28)d0 = -
+fe Zfﬂxm ,u"z+o (Vz e®— 08 | Pz;fj '35:——!;)2 dd -+
t

(I, a)

"
—[tug 4 p+20)d0 = = -
+ e ! ‘ (Sp— Vo e® t)'s—'P:rn[ sn—tl)z

fir die erste Vertragsart und in der Grundform

n 0
e — +28) do - ~ - \
M,° =fe i[(“z+0 ) Wlois (819 — (Ve e®—08 — Prsy—)* d +
t

n 8
) — [y 4 p+20) do - = =
+f€ if 10 (S!T— Vioed—00 — P s5—)2 dd +
t *

n
— 24) di e — —_ (T, b)
+e ifw:ﬂ{ﬁ A (Sp — ¢V €@ — Py spy))?

fiir die zweite Vertragsart.
In diesen Ausdriicken bezeichnet

I “tIoder IT > I
Ve=A — Poyj g, 5

4, n—t]
das Deckungskapital nach Ablauf der Zeit ¢ und
0
- * (B8
. S = /e(u“t)"du: f.___._a__...}..

t
die Summe der kontinuierlichen Zeitrente.
Der in den quadrierten Gewinn- und Verlustbetrigen auftretende
Diskontierungsfaktor e—(#—%% st abgesondert worden, soda die
quadrierten Gewinn- und Verlustbetriige genau fiirihre ctwaigen Fallig-

!) N. R. Jorgensen, Grundziige der Theorie der Lebensversicherung,
Jena 1913.
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keitszeitpunkte berechnet erscheinen. Mit Benutzung kontinuierlicher
Primienberechnung ist das mittlere Risiko einfacher Lebensversiche-
rungen offenbar zuerst von dem dinischen Mathematiker Gram in
einer dénischen Zeitschrift?) dargestellt worden, der auch einen diesen
Gegenstand behandelnden Beitrag (Uber die Sicherheitsreserven der
Lebensversicherung) dem Sechsten internationalen KongreB fiir Ver-
sicherungswissenschaft (Wien 1909) geliefert hat. Fiir jahrliche Primien-
zahlung und verschiedene Realisierungsmoglichkeiten hat wohl zuerst
Spitz?) das mittlere fernere Risiko berechnet. Unabhédngig von diesen
beiden Aufsitzen hat der Verfasser einen Aufsatz?) im 36ten Band des
Assekuranzjahrbuchs (Wien 1915) verotifentlicht.

Das mittlere fernere Risikoquadrat stellt stets ein Minimum in
Bezug auf die am Anfang der Betrachtung vorhandene Reserve dar;
denn man erhilt fiir die erste Vertragsart

n @

% ——9 j e——‘[mﬁwa) a9 0 (STg— Vpe®H0— Poorgs—) d9—
n L)
———fe_zf(”xHH) Uy (V@D 4 Py s5=) d9 +
»
+ e_—,f("”"“)dﬂ (Sp—¢ Vg er—t8— P ‘;nTtl) = — 261, = o,

fir die zweite Vertragsart

d M}

n 9
— d —_ ST,
=L = —2 f L STy Va0t — By 0+
AV .

n 4
— I +8) dp — -~ -
, +fe tf”’”” o5 (STTy— , V, e®=08 — Pryi s5—) dO +
¢

9
- 9+8)dp —_ — - =
+e !{F1+0 ) (Sn__the(n_.t)d__me '3n_-:$_i) o ,____2 GIIt == p

2) On Middelfejl paa vaerdien af Livsforsikringen. Alf J. P. Gram. —
Tidsskrift for Matematik, Femte Raekke, Kjobenhavn 1887.

) Studien zur Theorie des Zufallsrisikos in der Personenversicherung.
Von Arnold Spitz. — Mitteilungen des Osterreichisch-ungarischen Ver-
bandes der Privatversicherungs-Anstalten, Neue Folge, 2. Band, 3 Heft,
Wien 1906.

4) Die Darstellung des Risikos einer Rente auf den Invaliditdtsfall
bei kontinuierlicher Prémienberechnung. Von Hans Koeppler, Berlin.
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Das Zeichen G, zeige an, dafl sich durch die Differentiation der
Null betragende Barwert der Gewinne und Verluste ergibt, der unge-
kehrt aunch zur elementaren Darstellung des Quadrats des mittleren
ferneren Risikos benutzt werden kann, wenn man die Gewinne und
Verluste quadriert. Durch nochmalige Differentiation nach ,V, der
ersten Differentialquotienten ergibt sich fiir beide Vertragsarten

w9

d'm,’ [ ds

——5=2 fe atodt (Wloyo+ plop0)dd + e E[”“" =2

Vs :

Diese Betrachtung gilt auch fiir den Anfang der Versicherung, fiir

welchen man ¢ = 0 und auch ;V, = 0 zu setzen hat, weil die Reserve-
bildung erst einsetzt. Man erhalt

lim a3’ =—2G,=0 und lim -
t=0 d,V, t=0 d;V,

B . ’

withrend gleichzeitig auch die Forderung

lim tﬁxa = O‘M-mz
t=0
erfiillt wird,
Die Differentiation der Ausdriicke (I, @) und (I, b) nach ¢ erfordert
einige Aufmerksamkeit und ergibt unter Beriicksichtigung der Glei-
chung

Ge=0
und nach Umformung die beiden Differentialgleichungen
dM, - = _
JEZL = (gt + 20) (Mp" —plaiy (ST — Vo) — e (Vo) (IL a)
und A
dtM *

d (Mz+t + 26) tM:c ’—',u x4t (S C"tVz) "“,uua'H (Snt—t Va:)z (II b)

Will man umgekehrt diese Differentialgleichungen integrieren und
verwendet hierzu den integrierenden Faktor

s0 kann man sie umformen in .
i

— +28)do +28)d¢ —
2 e N T

10z



wobei fiir beide Fille

ﬂl:c-n (SIt -— tVz)’ -+ Il"a:+c (t Vz)s R
I, (ST, — V)¢ 1 ull 11 of T 102
Wape (ST — V) + pllp e (8T — o V2)
gesetzt wurde. Die Integration nach ¢ zwischen ¢ und » ergibt sodann

fn

n t L
— o —[tugipr2ds = 3 —[(ugipt20)ds gy p+28)d0
oMy e 'l[ ot — M e i)f ! =-—fe o ggxzdﬂ.

t

(III)
Um spéteren Irrtiimern vorzubeugen, ist auf der rechten Seite unter
dem Integralzeichen fiir die Urvariable der Buchstabe # gewihlt worden.
Aus der Natur der Aufgabe geht hervor, dafl , M + = 0 sein muB. Fiir

das mittlere Risikoquadrat nach Ablauf der Zeit ¢ ergibt sich daher
der Ausdruck

n 9
WEE f ot oy (IV)
i
Will man das Quadrat des mittleren Risikos fiir den Beginn der Versi-
cherungsdauer berechnen, so braucht man in dem vorstehenden Aus-
druck nur ¢ = 0 zu setzen. Man kann den gefundenen Ausdruck als das
Analogon zum Hattendorf’schen Risiko?) bei Anwendung kontinuier-
licher Primienberechnung aunsehen und ihn auch leicht unmittelbar
berechnen, wenn man sich vergegenwirtigt, wie wohl das mittlere
Risikoquadrat des Zeitintervalls ¢ bis & + di beschaffen ist. In Ana-
logie zu der Definition des mittleren jahrlichen Risikos definiere man
dieses unendlich kleine Risikoquadrat als die Summe der Hoffungs-
werte ‘der quadrierten Gewinn- und Verlustbetriige fiir das Zeitinter-
vall ¥ bis & + d&. Man erhilt so fiir dieses differentiale Risikoquadrat
-bei der ersten Vertragsart

oMt d9= ply 3 &0 (87— Vy—sll, d0)? + 1l 9 A6 (5V o+ o1, dO)* +
+ (L — ployo 40 — ply o d0) (oI, dO)?,
bei der zweiten Vertragsart
omat dO=ply 5 A9 (STo— oV s— o1 d0Y+ Ty 509 (ST 5—o V —o IT,dD)2+
+ (1 “'#Ix-}-& di — ,u"x+19 dd) (19179: dd),
wenn man mit

3) Das Risiko bei der Lebensversicherung von K. Hattendorf (Zweiter
Zusatz) — Rundschau der Versicherungen von E. A. Masius, Leipzig 1868,

Vergl. auch Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwen-
dung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung, zweiter
Band, Leipzig -und Berlin 1910.
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W9 = {#Iz+0 (Sly—» E}:z) A — py 15 o Ve dO _
1ayo (8Te— o Va) dO + ptleio (STp— oV 2) dO

die Risikoprimie des Zeitintervalls 4 bis § 4 d bezeichnet. Durch
Umformung erhalten wir ecinerseits

&;7;152 df = /lIz-M dé (SIG - i)i;.t)2 + l‘"z+6 dié (191;;)2 b (017; dﬁ)z
und andrerseits

omz? dO=ply o dd (g — 6V2)* + e o dD (8715 — o V)2 — (oI, dO).

Nun ist aber (3/7,d9)* eine unendlich kleine GriBe zweiter Ordnung,
die vernachlissigt wer den kann. Als mittleres Risiko des Zeitdifferentials
d? kénnen daher die Ausdriicke

o Liodd (8To — o Vi) 4 ey d (aVe)?

m.t dd = Wrid 0 + . \%

omst a9 {lllaﬂrod'? (Sla*ép’x)z+ﬂltz+6d79 (Suﬂ-‘av:c)z )
angesehen werden. Gleichzeitig erkennt man, daBl die oben eingefiihrte
GroBe 50,2dd gleich ym,2dd ist. Werden die Ausdriicke (V) auf den
Beginn der Betrachtung diskontiert, wobei zu beachten ist, dafl der
Diskontfaktor mit Riicksicht auf das Quadrat der Risikobetrige eben-
falls zu quadrieren ist, und durch Multiplikation mit der Erlebenswahr-
scheinlichkeit ihre Hoffnungswerte gebildet, so stellen diese Produkte
den Integranden des mit dem Ausdruck (IV) identischen Ausdrucks

8

n
M, = f o HatoEOD S ag. (Iv, 1)
dar. t

‘Die Kenntnil des Ausdrucks (IV, 1) bietet uns die Méglichkeit zur
Anwendung einer Rekursionsformel, aus welcher dann die Differential-
gleichungen (II, a) und (II, b) hergeleitet werden kénnen. Die Rekur-
sionsformel fiir jihrliche Intervalle ist anscheinend zuerst von A. Spitz

{s. a. a. 0.) aufgestellt worden. Bei der hier gewihlten kontinuierlichen
Betrachtung findet man

vl = (M — gmy? dt] (1 4+ 28 dt)
+ * 1 ‘—“LLI+‘ dt

und wenn man noch
vy’ = M;* + d M,
setzt und den Wert des Differentiels d,]l!_,f zu bestimmen anstrebt,

4T, — oM, (pgie + 28) dt — gma? db (1 + 28 dt)
? 1 — pgpe dt.
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Ds im Zihler die unendlich kleine GroBe zweiter Ordnung ematdt X

X 28 dt und im Nenner die unendlich kleine GréB8e u ¢ di neben 1 ver-

.nachlissigt werden kann, so folgt in Ubereinstimmung mit den Qlei-
chungen (II, @) und (IL, b)

dtﬂzg == (Uryt + 24) tﬁz’ dt — Jn;” dt.

Des Ofteren schon hat die Versicherungsmathematiker die alge-
braische Ubereinstimmung der Ausdriicke (I) und (IV) interessiert.
Fiir jahrliche Pramienberechnung wurde der dem Ausdruck (I) ent-
sprechende in den dem Ausdruck (IV) entsprechenden von A. Spitz
(s. a&. a. 0.) und von Dr. R. Rothauge?) umgeformt. Bei kontinuierlicher
Primienberechnung gestaltet sich die Darstellung natiirlich etwas
anders, auch wenn sie, wie alle Berechnungen dieser Art auf der Be-
zichung

L3
Vo 009 4 Poorsysi = oV, +fuﬁx 0= gy (1 < D < m)
t

beruht, welche sich auch durch Integration der mittels des Begriffs
der differentialen Sparprimie d;V,—;V:0dt zu bildenden Differential-
gleichung

oIl €0=08 du = Py €0~ du — d {,V,, e®—9)3}

(zwischen ¢ und ) herleiten 1aBt. Nachdem man von vorstehender
Substitution Gebrauch gemacht und die Quadrate der Gpwﬁxﬁfﬁtg
S

Verlustbetriige in der Weise aufgelést hat, da man /5%
o -

-

Y \‘\g‘: .

—_ — — - — RIS
(So—1Vs — Pz 5577)* = (Sp— o Vo — | ull, e0—048Y2 = ¥
AN )

i Y8 S
PO

» o
= (Sp — oVa)'—2 (Sﬂ_ﬂvx)fuﬁz e#—10 dy - fuﬁz =13 dy

und

g

¢ 3
2

¢
(Vo e 4 Py sg)t = | 5V +fuﬁm =18 gy | =
® ¢ F 2

= (oVa) + 2 oV, | ull; €@ du f Wl e0—08 dy
' t

“4) Die formale Ausgestaltung des Zufallrisikos in der Lebensversi-
cherung von Dr. R. Rothauge. — Mitteilungen des oesterreichisch-unga-
rischen Verbandes der Privat-Versicherungs-Anstalten, Neue Folge, 6. Band,
1. Heft, Wien 1911.

6
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setzt, erhilt man nach einfacher Umformung zunéchst fir die erste
Vertragsform

n 4 .
— —J¢ +28)dd = —
tzuxz ""’fe il tato {#Ix-m (SI& — §Va)? - ,u"m+0 (o Va:)z} dg —
: .

” 4 L4

—2 f e_’! (hatot 2080 m f oJT, €O=08 du &9 -

¢ t
n 9 /] 2
~ 1 +28)dd -
+ f e ! a0 e f WIT, €0=0 g | 49 -+
t ¢
n n 2

—[tug 1 p+20yd0 -
+ e zf 2t f,,]]x gn—u)d dy

3

und zunidchst fiir die zweite Vertragsform
n 9

— — [tz s p+20rd - ' 5
ngz :fe E, K+ 0{;4’“0(5%—-0%)2*{” /4"”'9(‘5'”,9*&%;)2}40—
i ) '

n o ]
_2fe——tf(m+o+2a)da aﬁxfuj]x 000 du 9 -+
t

4 9 2

n
-— +28)do -
+ j o (Bgp9T20) lzro f oIl =08 dy | dY +
t ¢

n 2

/ ol L, P90 duy
;

n
—~/‘(pz+0+26)d19
€ 1

o+
Mittels partieller Integration findet man aber die Beziehung
n g [id
2 f 0 om0s, 1, f ol Ty =08 du 4 =
{ i
9

n o 2
— b ur+9do —
=fe ,f" d f., o= =06 dy | —
i

t
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“ ? . H = 2
—f(n +26)ds -
=fe i wre IJ‘H»(quzE(e"u” du | dd +
}1 21
n n 2
— [ (g pt20)dD —
+e if oo wllz e du |, (VI)

t

deren Anwendung auf das zweite Glied der beiden vorhergehenden
Gleichungen die Kompensation des dritten und vierten Gliedes herbei-
fithrt. In dhnlicher Weise kénnen wir auch die Formel (1V) in die For-
meln (I, @) und (I, b) ungestalten. Wir setzen hierzn

L
oV = 1 Vye®—0)8 |- Paf?ﬂ 519_——:[) — / lTy e®=08 dy
i

und schreiben fiir das Quadrat der Risikosumme nach Ablauf der Zeit &

2

L
(Ss ___0‘17})2 = |8 — tf;« ed—hHo — l—)z;] ;m +fuﬁ7; eB—Widy | =
t

»
= (85—t V@09 — Py s573) + 2 (So— o V') f ol e~ du —
' t
8 2
— \/uﬁx e0—w)é dyy
i
und fiir das Quadrat der Pramienreserve nach Ablauf der Zeit &

2

&
(07x)2 = tffa} e®—t8 . P:cﬂ -3_3-——7[ ‘—fusz e dy | =
H

4 L 2
=(t7z e(ﬂ‘t)a+ﬁxﬂ;5:{[)2"—20?@[“]7;59(0"‘")‘3du—— fuﬁz ed—w)s dy
t t

Mit Anwendung dieser Umformungen erhélt man fiir die erste Ver-
tragsart

13 4
= | (g1 g9+28)dd — _ - - i
tl‘fzc:2 = 1]e ?,[ ot ﬂlm+«9 (Slﬂ —Vyet—03 — Pa:_ﬂ[' '3:9"-':-_51)ﬁ dd +

t
6* -



f f(ﬂz+,g+2d)d0 I z40 (tVz e0—d Pxn 30——1) d¢ +

+ 2[ [‘MHM%)“oILf 17, o000 du dff — i

2

)
mfe~zf(ux+o+2a)deﬂx+a fuﬁz @08 du | do

4
und fiir die zweite Vertragsart

n o
— — +26)do - S
¢ﬁ!z’ =fe [(PJHO ) ,Urtz+v9 (Slﬂ"“tVz ed—Ho Pz;z—l 5=y ) d¥ +
’"f("z+0+2”“ 17 17 T od—08 __ P — g2
+fet pty o (SMg— Vi =00 — P sg—p) df -

n ;] b
i 2fe——if<m+.9+zo)do Oﬁzfuﬁ:c (030 T 4 —
i 3

2

n ¢ L]
—f (g ppt20)d0 -
—‘fe ‘[ ate Bz quz e(0—u)8 dy | d9.
{ ¢

Wenden wir nun auf das dritte Glied dieser beiden Ausdriicke die oben
gefundene Beziehung (VI) an, so bekommen wir wieder die Ausdriicke
{1, 2) und (I, b).

Unsere Betrachtungen mégen durch zwei wohl nicht uninteressante
Darstellungen beschlossen werden. Da man die Differentialgleichungen
(11, a) und (II, b) auch in den Formen

d—‘—g-f— — 20 = — gy (8T — V) — i M," ] —
o — Lt [(V2) — M xsl )
d‘gx — 28 M =— o [(ST— V) — M,"] —

— W [(ST — (V) — M)
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schreiben kann, so erhilt man durch Anwendung des integrierenden
Faktors e—24 ,
d { M, e} = — e~ g (z, 1) dt,
und wenn man diese Gleichung zwischen ¢ und n integriert
n

M = f e—20—03 g (x, §) d. (VID)
i

Zur besseren Ubersicht ist auf der rechten Seite ¢ mit # vertauscht
worden. Die Funktion ¢ (z,$) hat die ihr im Vorhergehenden erteilte
‘Bedeutung.

Beachtet man, dafl gesetzt werden kann
#

d f e—28—1)8 @_n_lz* A9 = e—200—t)8 .97—72“@’ dd,
t
so kann man die Formel (IV) auch in der Form

no8 8
- —Juz+odo -
My = f e “[’d d f e—20—08 ym,2 d).
: i

schreiben. Wendet man nun die partielle Integration an, so erhilt man
die Formel

n @ k]
M — f e”‘.[ pr+ods P f e—20—08 s 2 49 dd +
i i

n n
+ e“i[ﬂx+0d0 f e—2(9—1)8 0};@‘:&2 dd. (VIII)
t

Diese beiden Ergebnisse kénnen auch zu den Untersuchu.ngen AnlaB
geben, die Dr. Berger mit Hilfe von Integralgleichungen im ersten
Teil seines Aufsatzes ,,Uber simultane Versicherungswerte‘‘) angestellt
hat.

Diese Untersuchungen, die der Verfasser ihrem mathematischen
Inhalte nach schon im Jahre 1917 zu verdffentlichen beabsichtigte,
diirfen wohl als eine kleine Ergéinzung der neueren Lehrbucher, die
der kontinuierlichen Prémienberechung groBere Aufmerksamkeit wid-
men, angesehen werden.

5) Vet’swherungsw:ssenschafl1che Mitteilungen des Deutschen Ve-
reing fiir Versicherungswesen in der Tschechoslowaklschen Republik,
Sechstes Heft, Prag 1930.
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