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Zur Theorie des mittleren Risikos der ferneren 
Dauer von Versicherungen mit kontinuierlicher 

Prämienberechnung, die auf zweiändrigen 
Ausscheideordnungen beruhen» 

Von Hans Koeppler, Berlin. 

Die Theorie des mittleren ferneren Risikos soll in diesem kurzen 
Aufsatz auf Versicherungsformen angewendet werden, die nicht nur 
auf den Todes- und Erlebensfall abgeschlossen werden, sondern bei 
denen auch noch der Eintritt eines anderen Ereignisses die vorzeitige 
Auflösung des Versicherungsvertrages und gegebenenfalls auch die 
Realisierung einer versicherten Leistung bewirken kann. Während des 
Verlaufs der Versicherungsdauer mögen die Ereignisse E1 und En 

eintreten können. Die Wahrscheinlichkeit, daß innerhalb der Zeit-
strecke t bis t+ dt 

das Ereignis El eintritt, sei f^x+t dt 
das Ereignis Eu eintritt, sei fJLn

x+t dt. 

Diese WahrscheinHchkeiten für einen unendHch kleinen Zeitraum, 
die bekanntermaßen auch die Intensitäten des Eintreffens der Ereignisse 
genannt werden, beziehen sich auf einen zu Anfang der Versicherung 
x = Jährigen. 

Es sollen zwei Arten von Versicherungen unterschieden werden. 
Bei der einen Versicherungsart wird bei .Eintritt des Ereignisses E1 

di& Summe St
T fällig, während bei Eintritt des Ereignisses Eu keine 

Leistung erfolgt. Bei der zweiten Vertragsart wird bei Eintritt des 
Ereignisses El die Summe St1 und bei Eintritt des Ereignisses En die 
Summe St11 fäUig. Tritt keines der beiden Ereignisse bis zum Ablauf 
der Versicherungsdauer „n" ein, so soU bei beiden Versicherungsarten 
die Summe Sn fällig werden. 

Wenn zur Abkürzung 

ti*z+t + l*>nx+t = {*x+t 

gesetzt wird, so läßt sich bei Anwendung kontinuierlicher Prämien­
berechnung die einmaHge Prämie der ersten Versicherungsart durch 
die Formel 

n t n 

AT f —.UfiX+t+^dt T of ü i ~"/b*X+t+ö)dt Sn (n\ 

Ah^^U o ^x+tShdt+e i *+t °» W 
o 

und die einmalige Prämie der zweiten Vertragsart durch die Formel 
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n n n 

-4",,5I- fe-fa+t+i)dt
{firx+t fft + ^ x + , s>\)dt + e~fa»+t)itSn 

{ (b) 
darstellen. Die Schreibweise entspricht der von Jörgensen1) verwen­
deten. Das Quadrat des mittleren Risikos der ferneren Versicherung**-
datier läßt sich für den Zeitpunkt t nach Beginn der Versicherung in 
der Grundform 

n d 

tM? _ J e-fa+»+26)d<> ^ {Sh-tf* e(^>» - P, -f «•-!;)* d» + 
t 

n 4 

+Je-fa
+*+U)M

 ßnx+& {tvx e<»-t>* + j - f -g---). rf# + 

« 
— / ( .« , ._*+ 2<3)d0 — — - (l> ö ) 

+ e / ^ + * + (.5» — t F , e(»-*)«-P,"[«-=-)-
für die erste Vertragsart und in der Grundform 

.„,« ~Je~fa+°+2i) M^,+t, (S', - ,F, e<»-0* - P ^ J ^ ) ° rf# + 
t. 

+J-fa+*+»> » ^ ^ (/8,H _,Jx ,(,-«,, _ p ,_ - _ ) , ^ + 

+ e-fa+*+2i) * (fi. - .F- rf~>- — _>."-!^)° (T' 6) 

für die zweite Vertragsart. 

In diesen Ausdrücken bezeichnet 

v ~~ 7IodeL__ "P — .7 * 

das Deckungskapital nach Ablauf der Zeit t und 

*5ZЗІ« \el*-Ъ*du= g 

t 

die Summe der kontinuierlichen Zeitrente. 
Der in den quadrierten Gewinn- und Verlustbeträgen auftretende 

Diskontierungsfaktor e~~&~V& ist abgesondert worden, sodaß die 
quadrierten Gewinn- und Verlustbeträge genau für ihre etwaigen Fällig1 

*) N* R, Jörgensen» Grundzüge der Theorie der Lebensversicherung, 
Jena 1913. 
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keitszeitpunkte berechnet erscheinen. Mit Benutzung kontinuierlicher 
Prämienberechnung ist das mittlere Risiko einfacher Lebensversiche­
rungen offenbar zuerst von dem dänischen Mathematiker Gram in 
einer dänischen Zeitschrift2) dargestellt worden, der auch einen diesen 
Gegenstand behandelnden Beitrag (Über die Sicherheitsreserven der 
Lebensversicherung) dem Sechsten internationalen Kongreß für Ver­
sicherungswissenschaft (Wien 1909) geliefert hat. Für jährliche Prämien­
zahlung und verschiedene Realisierungsmöglichkeiten hat wohl zuerst 
Spitz3) das mittlere fernere Risiko berechnet. Unabhängig von diesen 
beiden Aufsätzen hat der Verfasser einen Aufsatz4) im 36ten Band des 
Assekuranz Jahrbuchs (Wien 1915) veröffentlicht. 

Das mittlere fernere Risikoquadrat stellt stets ein Minimum in 
Bezug auf die am Anfang der Betrachtung vorhandene Reserve dar; 
denn man erhält für die erste Vertragsart 

dtM* 

dtV 
= — 2 

tVx 1 e h^+S)d%hMS^-tV^-^-Px^^={)dd-
\t 

n & 

- i e h+ů+i) á& p"x+9 (.7, *<*-«>' + P^ ěi=n) dů + 
-!' 

+ e w + , + a , d , ( ^_ t - e ( n _ ř ) đ _- -
für die zweite Vertragsart 

26', - o, 

dtMx* 

dtVx 

= — 2 /•i j(ľX + & + ô) đ& 
f*Ix+»(SI

&-tVxeV>-W—PxňiSe=t)dŮ+ 

П ů 

•J </**+*+*)** 

+f.i ,«".+# (S"o - 1 Vx **-*> S-Pxň\ «*=5i) dů + 

+ e~Һ+«+i)Ъ (S -tVxe<»-»'-Px £=-) — 2 O", =. o 

2) On Middelfejl paa vaerdien af Livsforsikringen. Alf J , P. Gram. — 
Tidsskrift for Matematik, Femte Raekke, Kjobenhavn 1887. 

8) Studien zur Theorie des Zufallsrisikos in der Personenversicherung. 
Von Arnold Spitz. — Mitteilungen des Österreichisch-ungarischen Ver­
bandes der Privatversicherungs-Anstalten, Neue Folge, 2. Band, 3 Heft, 
Wien 1906. 

4) Die Darstellung des Risikos einer Rente auf den Invaliditätsfall 
bei kontinuierlicher Prämienberechnung. Von Hans Koeppler, Berlin. 
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Das Zeichen Gt zeige an, daß sich durch die Differentiation der 
Null beträgende Barwert der Gewinne und Verluste ergibt, der unge­
kehrt auch zur elementaren Darstellung des Quadrats des mittleren 
ferneren Risikos benutzt werden kann, wenn man die Gewinne und 
Verluste quadriert. Durch nochmalige Differentiation nach tVx der 
ersten Differentialquotienten ergibt sich für beide Vertragsarten 

t t f - t f - ' r 2 

d%V'ł 

n v n 

jrh«d\^*+i*"*+<>)d&+e-h*d* - 2 

Diese Betrachtung gilt auch für den Anfang der Versicherung, für 
welchen man t = 0 und auch tVx ==- 0 zu setzen hat, weil die Reserve-' 
bildung erst einsetzt. Man erhält 

l i m ^ ^ _ 2 ö 0 ^ 0 u n d U m ^ ^ 2 > 0 , 
t**o dtVx «-o dtVx 

während gleichzeitig auch die Forderung 

lim tMx -= QMx% 

t~o 
erfüllt wird. 

Die Differentiation der Ausdrücke (I, a) und (I, 6) nach t erfordert 
einige Aufmerksamkeit und ergibt unter Berücksichtigung der Glei­
chung 

ö« = 0 

und nach Umformung die beiden Differentialgleichungen 

^ p - i/i*+t+ 2d)Ä 8 -/*Vt(^ t-eF,) 2 -^Vt( tn) 8 (DU) 

und 

^ f = {ixx+t + 2(5) tW-^+t m-tVxY-ß^t (S**t-t Vx)\ (Ii;6) 

Will man umgekehrt diese Differentialgleichungen integrieren und 
verwendet hierzu den integrierenden Faktor 

t 

— f(Px+0+*d)M 

so kann man sie umformen in 

t-tf/в -Һ (џx+#+Щđ» 
v _ — e g tQx2dł> 



n 
wobei für beide Fälle 

/»'«+. («', — tV.)* + /.",+, («V*)' ^ _ - . 
v — tQx l*l*+i (Sh -tVxY + fx"x+t (Snt - tVx 

gesetzt wurde. Die Integration nach t zwischen t und n ergibt sodann 
n t n O 

(III) 
Um späteren Irrtümern vorzubeugen, ist auf der rechten Seite unter 
dem Integralzeichen für die Urvariable der Buchstabe & gewählt worden. 
Aus der Natur der Aufgabe geht hervor, daß nMx = 0 sein muß. Für 
das mittlere Risikoquadrat nach Ablauf der Zeit t ergibt sich daher 
der Ausdruck 

n # 

&j=frh»*">"&«>.- (iv) 
t 

Will man das Quadrat des mittleren Risikos für den Beginn der Versi­
cherungsdauer berechnen, so braucht man in dem vorstehenden Aus­
druck nur t = 0 zu setzen. Man kann den gefundenen Ausdruck als das 
Analogon zum Hattendorf'schen Risiko3) bei Anwendung kontinuier­
licher Prämienberechnung ansehen und ihn auch leicht unmittelbar 
berechnen, wenn man sich vergegenwärtigt, wie wohl das mittlere 
Risikoquadrat des Zeitintervalls & bis & -f- d& beschaffen ist. In Ana­
logie zu der Definition des mittleren jährlichen Risikos definiere man 
dieses unendlich kleine Risikoquadrat als die Summe der Hoffungs-* 
werte #der quadrierten Gewinn- und Verlustbeträge für das Zeitinter­
vall & bis & + d&. Man erhält so für dieses differentiale Risikoquadrat 

-bei der ersten Vertragsart 

^ d&^ [iI
x+»d& (S**—*f*—*5* d&Y +/*"*+* d& (»Vx+ »nx d&f + 

+ (i — 1x^+0 d& —>"*+* d&) (&nx d&)\ 

bei der zweiten Vertragsart 

+ (i — p*x+4> d&~ptn
x+0 d&) (&nz d&)\ 

wenn man mit 
8) Das Risiko bei der Lebensversicherung von K. Hattendorf (Zweiter 

Zusatz) — Rundschau der Versicherungen von E. A. Masius, Leipzig 1868. 
Vergl. auch Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwen­

dung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung, zweiter 
Band, Leipzig und Berlin 1910. 
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fr d o ̂  iy*+* («J* — « £*) d& — /*J/*+* * V* d& 
* * W*+ * iS** - *F.) rf# + /*"*+* ( 5 " * - »V*) rf# 

die Risikoprämie des Zeitintervalls & bis # + d# bezeichnet. Durch 
Umformung erhalten wir einerseits 

jfe d& - /*'*+* rf* (£'* — 0 V*)2 + 0"*+* d« (»V> — ( Ä <?#)* 
und andrerseits 

,m,t *?=y*+* <*# ^ - * V > + ^ f * i * ( Ä ^ - *V ; ) 2 - ( Ä ^ ) a . 
Nun ist aber (&I7xd&)% eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung, 
die vernachlässigt wer den kann. Als mittleres Risiko des Zeitdifferentials 
d& können daher die Ausdrücke 

- t M Ä R + * rf* («J« - » F > + /*"*+* d# (*V*)2 _̂  y 

l / iV^d*(S '* —«F*)« + j ^ 

angesehen werden. Gleichzeitig erkennt man, daß die oben eingeführte 
Größe &(>x;2d§ gleich #mx

2d$ ist. Werden die Ausdrücke (V) auf den 
Beginn der Betrachtung diskontiert, wobei zu beachten ist, daß der 
Diskontfaktor mit Rücksicht auf das Quadrat der Risikobeträge eben­
falls zu quadrieren ist, und durch Multiplikation mit der Erlebenswahr­
scheinlichkeit ihre Hoffnungswerte gebildet, so stellen diese Produkte 
den Integranden des mit dem Ausdruck (IV) identischen Ausdrucks 

n 0 

ätS-fe-fa»*2»"^«*. (IV, 1) 
dar. f 

^Die Kenntniß des Ausdrucks (IV, 1) bietet uns die Möglichkeit zur 
Anwendung einer Rekursionsformel, aus welcher dann die Differential­
gleichungen (II, a) und (II, b) hergeleitet werden können. Die Rekur­
sionsformel für jährliche Intervalle ist anscheinend zuerst von A. Spitz 
(s, a. a. O.) aufgestellt worden. Bei der hier gewählten kontinuierlichen 
Betrachtung findet man 

~~ 2 [tMx
2~^nx

2dt](l + 2ddt) 
t+dtMx = ; -n > 

l~fj,x+tdt 
und wenn man noch 

e+<Ä 8 - Ä 2 + dtM? 

setzt und den Wert des Differentials dtMx
2 zu bestimmen anstrebt, 

, jy 2 Ä 2 (ß^t + 20) dt — imx*dt(l + 2d dt) 
dtMx == ~ 

1 —f,ix+t aL 
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Da im Zähler die unendlich kleine Größe zweiter Ordnung tmxHt X 
X 26 dt und im Nenner die unendlich kleine Größe fix+tdt neben 1 ver­

nachlässigt werden kann, so folgt in Übereinstimmung mit den Glei­
chungen (II, a) und (11,6) 

dtMx == ({Ax+t + 26) tMx dt — tmx* dt 

Des Öfteren schon hat die Versicherungsmathematiker die alge­
braische Übereinstimmung der Ausdrücke (I) und (IV) interessiert. 
Für jährliche Prämienberechnung wurde der dem Ausdruck (I) ent­
sprechende in den dem Ausdruck (IV) entsprechenden von A. Spitz 
(s. a, a. 0.) und von Dr. R. Rothauge4) umgeformt. Bei kontinuierlicher 
Prämienberechnung gestaltet sich die Darstellung natürlich etwas 
anders, auch wenn sie, wie alle Berechnungen dieser Art auf der Be­
ziehung 

tfx**-*» + PXn\ h=t\ = *VX +1JTXe<*-«>*du(t<$^n) 
t 

beruht, welche sich auch durch Integration der mittels des Begriffs 
der differentialen Sparprämie dtVx — tVx6dt zu bildenden Differential­
gleichung 

unx e<*-0* du = PXn\ e(t~u)ö du — d {UVX c<*-«>«} 

(zwischen t und ft) herleiten läßt. Nachdem man von vorstehender 
Substitution Gebrauch gemacht urid die Quadrate der G^^ t̂ifK îK 
Verlustbeträge in der Weise aufgelöst hat, daß man / ,!^ ^ 

(s*~tvx - pxn~\ **=$)*= (s»-&vx - / «nx e(^> km* = , 
t .. *£> * \ 

& I # : _ *s* 

=- (S& — e?x)* — 2 (So—»Vx) IUI7X e<*-">* du+lj JJX ^^)d du 

und * * \ 2 

UV,e<*-«>' + PXn\ ̂ t ] ) 2 - UVX +JJIX e<»-«>* du\ =-

:]u = {*VXУ + 2 ФV.I uПx e<#-»)- du + 

*4) Die formale Ausgestaltung des Zufallrisikos in der Lebensversi­
cherung von Dr. B* Rothauge. — Mitteilungen des oesterreichisch-unga-
rischen Verbandes der Privat-Versicherungs -Anstalten, Neue Folge, 6. Band, 
1. Heft, Wien 1011. 

6 
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setzt, erhält man nach einfacher Umformung zunächst für die erste 
Vertragsform 

n & 

tMx* = fe / ( " * + * + И ) * V . + # (Ä/* - *V*)* + (*"*+* (oVx)*}dô 
t 

n ů ů 

- 2jcҺ+*+щм dЪJuľL c<—>' đu dů + 
t t 

n ð I 0 

, fH^+^*)^u \ ( Гr .éfi-*)*du\dд + 

t -fďx+O+Mwl 

\t 

I n 

\* 
j Jìx ЄІ"-")* du 

und zunächst für die zweite Vertragsform 
n & 

tMx* =j ch+*+m*' {ftig+0 (8i>-tvxy + ß"x+»(S"<,-9Vxy} dO-

n û 

лj.i eV~«ì*duďд + 

n Ö 

\~f(fx+&+2*)d# rr f rr 
t $l*X f W11J 

t 

jch+&+%S)d%*JjAé»-

I M* eí"-")-5 du 
~/G-x + ø + îW)ťІ*| 

+ e i 

u)* du dů + 

Mittels partieller Integration findet man aber die Beziehung 
n # d 

2 fe-h*Me-W»IIx 
xjunxe-(«- *>« du dů •• 

П Ů 

e í (i Д e-<*~ *)*du\ 
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n & f # « \ 2 

--fe~h^+md%Jfjl^-^ du\ d& + 
n / n \ 2 

-JW#+2í)<»í Г ^ 
+ e - / ^ ' ю Æ ^ л , (VI) 

V 

deren Anwendung auf das zweite Glied der beiden vorhergehenden 
Gleichungen die Kompensation des dritten und vierten Gliedes herbei­
führt. In ähnlicher Weise können wir auch die Formel (IV) in die For­
meln (I, a) und (I, 6) ungestalten. Wir setzen hierzn 

sV* - tVx e<*-«>* + PXn\ ^ — / JL *<»-«>* du 

t 

und schreiben für das Quadrat der Risikosumme nach Ablauf der Zeit & 
& \ 2 

h - »VXY = I S* - 1 V , e(*-<>* - p ^ s^ + fjlx e(*-») 

= (S# —.7-e<*-«>« — PWi«5=t|)2 + 2(fl# —#7..) / J7,e<*-»>' 

— I / «/7» 
0 \ 2 

je(*-*)*du 

und für das Quadrat der Prämienreserve nach Ablauf der Zeit # 

(#Vxr = I «F* *(*-«>* + P^ «*zjj - \JIX e<*-*>« die J -

M*^e(*~<>*+P^ 

Mit Anwendung dieser Umformungen erhält man für die erste Ver­
tragsart 

J? =- ffh+*+U>"/*'.+, (S1»-iF. e(*-*>« - P.-j ?-=-,)• d# + 

6* 



u 
n ů 

+Je~h+0+2Í)d%"^ (,F. rf*-«>- + PéSi š^)* dů + 
t 

n & ů 

+ 2Je-h+*+23)dd JJxJjJx e«-«» du dů -
t t 

n ů i ů \ 

-Je~h+°+")d%Jjunx .<~>- du\ 
t \t 

und für die zweite Vertragsart 
n 0 

iM* j 6 t*™)d*.«'«+• (^-1 v * e ( *~ t ) d -P*n\**=*)*d&+ 
t 

n 6 

+Je~r*+»™)d*flltx+i> (S"»-tVx €<»-*)* - PXn\ Si=4i)^ dd + 
t 

n & & 

+ 2Je~h+0+26)d9 »fJxJjJx e<*->* du d» -
t t 
n ö / 0 \ a 

-Je-h+*™>d*^Jjjjx «<—>• du\ dß. 

Wenden wir nun auf das dritte Glied dieser beiden Ausdrücke die oben 
gefundene Beziehung (VI) an, so bekommen wir wieder die Ausdrücke 
(I, a) und (I, 6). 

Unsere Betrachtungen mögen durch zwei wohl nicht uninteressante 
Darstellungen beschlossen werden. Da man die Differentialgleichungen 
(II, a) und (II, b) auch in den Formen 

4-5-- - 2ötMx
% = -/*'*+. [(•S'e-.Y.)8 - Ä ' ] -

dt 
—fP.+tUtVtf — tMS] 

und i = — <p(x,t) 

•/f'ntliSHt—tVtf—tBS)) 

^dtMJ^-ťt+tK&t-tVtý-tM^-
dt 



m 
schreiben kann, so erhält man durch Anwendung des integrierenden 
Faktors e~m 

d {tMx
% e~2W} = — er™ <p <ar, t) dt, 

und wenn man diese Gleichung zwischen t und n integriert 
n 

tMx = / e-«(*-«)« 9? (*, tf) i 0 . (VII) 

Zur besseren Übersicht ist auf der rechten Seite t mit # vertauscht 
worden. Die Funktion cp (#, #) hat die ihr im Vorhergehenden erteilte 
Bedeutung. 

Beachtet man, daß gesetzt werden kann 

'Һ d J e~2(#-«)<J mx* d# ==. e-~W~-t)ö mx* d&f 

t 

so kann man die Formel (IV) auch in der Form 
n & # 

e\ äje tM* =- / c Jť~""d\ e-2(*-«)«#Wí}-<ž#. 

schreiben. Wendet man nun die partielle Integration an, so erhält man 
die Formel 

n # # 

ř t 
n 

-/** + #** fę-W-H) 
+ e r /«-+« 0 * l e -2 ( .>-i) í^ l x . ( W < (YIH) 

Diese beiden Ergebnisse können auch zu den Untersuchungen Anlall 
geben, die Dr. Berger mit Hilfe von Integralgleichungen im ersten 
Teil seines Aufsatzes „Über simultane Versicherungswerte**5) angestellt 
hat. 

Diese Untersuchungen, die der Verfasser ihrem mathematischen 
Inhalte nach schon im Jahre 1917 zu veröffentlichen beabsichtigte, 
dürfen wohl als eine kleine Ergänzung der neueren Lehrbucher, die 
der kontinuierlichen Prämienberechung größere Aufmerksamkeit wid­
men, angesehen werden. 

6) Ve$sicherungswissenschafliehe Mitteilungen des Deutschen Ve­
reins für Versicherungswesen in der Tschechoslowakischen Republik, 
Sechstes Heft, Prag 1930. 
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