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Die Interpolation durch Bernoulli’sche Funktionen.*)
Von Prof. Dr. Alfred Tauber (Wien).

Die Tatsache, dass fiir die Interpolation bestimmter Funktions-
typen dem Verfahren mit Beniitzung der Bernoulli'schen
Polynome eine gréssere Genauigkeit eignet als dem Newton-
schen, lidsst eine systematische kurze Betrachtung des ‘ersteren, das
auch unmittelbar die Sitze von Euler (Woolhouse) iiber die angeniiherte
Berechnung von Integralen und Summen reproduziert, wohl gerecht-
fertigt erscheinen. Definiert man némlich, in der Bezeichnungsweise
von A, Markoff,!) die Funktionen

?’1(‘”) = &, qu(x) = _g“" (pa(x) == &—:é’é—-{f—t—_&),

Pa() = b (1)

‘und allgemein, unter Verwendung der Koeffizienten Aj, A}, 4,, ...
der Potenzreihe
u

= Ao+ A+ Agt (2)

die m-te Bernoulli’sche Funktion als Polynom n-ten Grades

xrm xm-——~1
Pm() = Ao+ 4 r—

so ergibt sich fiir den Wert f(a - zh), den irgend eine Funktion f an
der Stelle a + xh annimmt, die interpolierte Darstellung

+...+Amwl—;—;—, m=12 ... (2a)

*) Anmerkung. Bei diesem Aufsatze, der vor Erscheinen des Kowa-
lewski’schen Buches ,,Interpolation und gendherte Quadratur+ (1932) der
Redaktion vorgelegt wurde, glaubte der Verfasser im Hinblick auf den
Hauptzweck seiner Arbeit, die Vergleichung der Newton’schen und Ber-
noulli’schen Interpolation, von einer nachtraglichen Ankniipfung an die
neuen Resultate Kowalewski’s absehen zu diirfen.

1) A. A. Markoff, Differenzenrechnung (Leipzig 1896), Seite 113,

10



146

fla) + ¢i(x) [f(b) — f(a)] + @o(x) B [T'(b) — ()] + ¢5(2) A? [{"(b) —
— )] + ... (3)
mittels der Werte der Funktion f sowie ihrer Ableitungen f/,1",...

andenbeiden Stellenaundb = a 4 h, wihrend sich die Newton’sche
Entwicklung

fla + zh) o~ f(a) + x Af(a) - (;)Azf(a)+ (;)mf(a) 4@

der Werte von f an den Stellen a, a 4 &k, a 4+ 2k, a + 3h, ... bedient,
ohne die Ableitungen von f zu beniitzen. Beim Vergleich zwischen den
Fehlern (Resten) R, 8 der Entwicklungen (3), (4), vorausgesetzt dass in
heiden nach gleichviel Termen abgebrochen wird, hat man der ersteren
jedenfalls dann die grossere Genauigkeit beizumessen, wenn
im ganzen Intervall @ bis « -+ A die drei Funktionen 8, 8§ — R,
S+ Reinund dasselbe Vorzeichen besitzen. Zu den Funktionen,
bei denen, im Falle des Abbrechens nach drei Termen, die Interpola-
tion (3) genauer ist als die Newton’sche, zidhlen z. B. zwei so heterogene
Typen wie die Exponentialfunktion und der Logarithmus, der Integral-
logarithmus, ausserdem auch Versicherungswerte.

Fir Logarithmentabellen bietet die Interpolation (3) mit-
hilfe von Nebenkolonnen entschiedenen Vorteil gegeniiber
derjenigen nach Newton, was auch auf den Mindestumfang der Tabellen
Einfluss iibt. So geniigen die 8-stelligen (markierten)?) Logarithmen der
dreiziffrigen ganzen Zahlen, um mit ganz geringfiigiger Rechnung den
Logarithmus jeder positiven Grosse bis auf eine Einheit der 8-ten
Dezimalstelle genau anzugeben.

Allerdings muss bei Anwendung der Interpolation (3) wenigstens
die erste Ableitung f' an den beiden Stellen a, a + & bekannt sein,
sei es direkt, sei es durch einen Zusammenhang mit der Funktion f
selbst. Dies trifft auch bei kontinuierlichen Versicherungswerten zu.

Als unmittelbare Konsequenz von (3) erhdlt man die Sétze von
Euler-Maclaurin und Woolhouse, wenn zwischen 0 und 1 nach z inte-

griert resp. bei ganzzahligem u die Summe f(a) + f(a+ ! ) +
)7

2 n—1
+f(a+—~—) d f(a+
n H
Der einleitende Abschnitt I entwickelt, um Hinweise auf die
Kompendien der Analysis zu vermeiden, einige Sitze iiber die
Eigenschaften der Bernoulli’schen Polynome.
1. Am einfachsten gestaltet sich die Untersuchung der oben durch
(2), (2a) definierten Funktion @,(z), wenn man diese vorerst durch

) gebildet wird.

%) Durch Unterstreichen der letzter Mantissenziffer, falls diese nach
oben abgerundet wurde.
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die Xonstante 4,, kompletiert und
xm—ﬂ

- xm xr
qm(r)3A°W+A — A+ Apy F+Am, m 2> 0 (5)

Lim —1)!
einfiihrt, so dass bei go(x) = 0 die Gleichung besteht

(;o:n(x) == (L) + A fir alle m=0,1,2,... (ba)
Dann bilden die Funktionen @m() eine sogenannte Halphen’sche Folge,
indem die Ableitung ¢'m(x) offenbar gleich der vorhergchenden

Funktion <p,ng_1(x) und allgemein q)m(")(x) @m—a(x) ist, woraus fiir die
J-te Ableitung von gu(x)

PuP(@) = @u(@) = us(®) = gna(@) + Au-s, 221 (5b)
folgt. Zifferméassig berechnet man die auftretenden Konstanten 4. 4,, ...
sukzessive aus ihrer Definitionsgleichung

w==(e* —1) (dy + 4yu + Au® 4+ ...},

da links und rechts die Koecffizienten von u, u?, «3, ..., u" iiberein-
stimmen miissen,

4, 4,
1=4d, 0=33+ T4, + ;+ 1,, (6)
A,y 4, Ap—
0:m+m+...+ 1' furm>2 (6&)
und zwar ergeben sich A, 4, . . . gleich Null, weil in der Potenzreihe fiir
% U u et +1
eu———l——_A "‘-‘A{d—-—-e“‘_jl—].—“—%l/ “*‘eu——_.l 1

als einer geraden Funktion von u, keine ungeraden Potenzen von u
vorkommen diirfen.

Wegen (6a) nimmt das Polynom ¢,,() fiir z = 1 den Wert 4,, an,
besitzt somit die Eigenschaft
@ml(l) = @u(0) = A, fiir m > 2, (N

welche auch das Verschwinden aller Integrale
1

f%m fﬂgﬂu:@mm~%mm=amglww

0 0

aufzeigt. Ferner ergibt sich bei Multiplikation der zwei Potenzreihen
von

“ A+ 4 A2 d ettt — ] 1 % LA
i o+ Aju+4 4w+ ... und e = T—l—!u—}——fu + ...

¥ —
16*
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in dem Produkt als Koeffizient von u™

a‘ﬂb——l
'+ Y l)’{m..—kAm, m 20
d. h. die Funktion gp(z), und dies bedeutet den Satz:
u™ - - & - )
S = Pol@) + @ul@) w A+ ple) vt = Y (@) um (8)

m=0

Hieraus erhellt sofort die Eigenschaft
Pl — 2) = (— D" gu(2), m 20, (8a)
weil aus (8), durch Substitution von (— ) statt «

— e )€ U) e(l z)0 -]
i) (—pm = ST M T W — o) um

m=0 m=0

resultiert. Bildet man nun die Gleichung (8) fiir x =0, —2—-, cees
7

?,’—‘

o ; und summiert, so entsteht links

x 2 n’*lu ) il
u u U e% —
e“—-—-l[l+e te4otet ]ze“—-l' W TH .“_ﬂ
“ u"
e —1 e —1

welch letzterer Ausdruck gemiss (2) als Potenzreihe ,uEAm(u,//z)m
0

entwickelbar ist, so dass der Satz gilt
Py - (1 p—1 An '
?m(0) + Pm (;‘) +. 4 om (———/L—;——) = ﬂ";ﬁl fiir m > 0. (9)

Diese Siitze betreffs der kompletierten Funktionen Zﬁm(x) itber-

tragen sich auf die Bernoulli’schen Funktionen gu(z) =Tpm(x) — A4,,
es folgt aus (7)
@m(1) = Pu(0) = O fiir m > 2 (10)

und nach (5b) fiir die Ableitungen von ¢y, (z) .
Pn (1) = gu®0) = dp_s, m— 21 >2, 1 > L. (10a)
Der Satz (7a) ergibt

f(p,,,(x) de= — Ay, m =1, (10b)
¢

und (8a) zunidchst gu(l — ) 4+ Ap = (— )™ [pm(x) + 4y] fir alle m,
was fiir m 2> 2, da 4, 45, . . . verschwinden, ersetzbar ist durch
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Pm(l — 2) = (— 1)Pgnm(z), m > 2. (11)

Der Zusammenhang ?g;m(x) == @m{z) + Am lasst auch aus (8) und (9)
die Summen finden

L N - ue™
w—1 . p—1 1
z m ( i ) Z(Pm (‘ ") udpy = Am (;;,;_:‘x *--ﬂ)° (12a)
A=0

Durch u dividiert erhalt Formel (12), mit Riicksicht auf g, = 0, die

iibersichtlichere Gestalt
e 1
#i(®) + gol@) ut po@ = (12b)

Erwiahnt sei noch, dass die explizite Darstellung der Bernoulli’schen
Funktion g,(z) fir m > 2 eine Vereinfachung durch Einfiihrung von
& = x — x? erfiahrt:

o) = — - pale) = (h —2) o7
2 ’ 1
ne) = 4 pio) = —(—n3 8y
2 3
Pe() = %E*j‘i Po(2) = (§ — ) §E+§2 £ “e

II. Um die Entwicklung einer Funktion der Variabeln = nach den
Bernoulli’schen Polynomen zu untersuchen, braucht man nur mit dem
Spezialfall einer positiv-ganzzahligen Potenz 2™ zu beginnen, fir
welche die Gleichung

am x x T
a wm( )+‘Pm~1( )4 . +%( ) (14)

m!
sich direkt durch Addmon von

am am—1 am—2 ad
‘Pm(x):Ao;ﬁ"r 4, '(m—i‘A (““"“274“ -+ Am—rgy

1 1 xm—1 m—2 x
‘5!“?’m-1(x): E’T[Ao(m—l)!+A1 (m——2)!+ ---+Am—2T!‘}
1 1 am—2 x|
‘3‘,"7’m~2(x): '3'!’[Ao————(m~2)!+ ‘--+Am—-s_l_!]
L o) - 1=

;n“!%(x) = : m! 1!
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ergibt, weil sich dabei geméss (6), (6a) der Koeffizient einer jeden Potenz
von z mit Ausnahme desjenigen von a™ aufhebt. In dhnlicher Weise

wird die Potenz 2™ durch die kompletierten Polynome gp(z) dargestellt

™ ;m(x) . ‘;«‘;m—l(x) () ;;’o(x) .
T g T T e ()
Liegt nun irgend ein Polynom von x vor
x x2 ah .
Glx) = ¢y -+ rll!»—%cz—é—!wi— e ("n! (13)
und entwickelt man jede einzelne Potenz nach (14), so wird in
. (x) Pa(x) | ()
Glax) == 0+ ('l(pll! -+ €y [—%' - 12! 4
(@) | @ a() P2
““”{ ot e Tt |
gra(@) | l2) Ll
+('le[ 1! 1 2!+...|(V+])!+...“‘““
Fa(2) gv(x) Fa(2)
+“”{ TSR Al o pivn R pl e ey
der Faktor von ¢ (x) gleich der Konstanten
c ¢ I ¢ . . .
1ls+§2"z+"'+‘,TT+""“‘fi':(’(”“(’(“) (16}
und allgemein der Faktor von ¢,(z)
('v' Cyiy Ch . .
R YRR oy g (16a)
Anderseits erhalt man aus (15), durch v-malige Differentiation nach =
d*G(x) x -y
s = (r) = i e L
da” G™)(x) €+ Cypy 1! + + ey n—m)! s

daher als Differenz von G®)(z) an den beiden Stellen x = 1 und - = ¢

" . Cy Cyig Cn
o0 =

und demgeméss G¢—1(1) — G¢—1(0) als Wert der Konstanten (1ta).
Somit lautet die Entwicklung des Polynoms G(z), wenn noch
G(0) statt ¢, geschrieben wird

G(2) = G(0) + ¢3(=) [G(1) — G(O)] + go(@) [G'(1) — G'(0)] + ... —
+ @al2) [GTI(1) — GO—1(0)] (18)

(17)
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und jetzt werde iiberhaupt fiir irgendwelche Funktionen ¥(x) der
Variabeln z mit stetigen Ableitungen F'(x),..., F"(x) eine solche
Entwicklung, mit Angabe der Restfunktion R.(z), vorge.
nommen

F(z) = F(0) + ¢y(2) [F(1) — F(O)] + @) [F'Q) —F O] + ...+

+ () [FE=1(1) — F*-1(0)] 4+ Ra(), )

welche bei F(2) == f(a - k) die eingangs angefiihrte Gestalt (3) erlangt.

Wegen der Eigenschaft (11) der Bernoulli’schen Funktion folgen aus (19)

- noch die beiden Formeln

F(z) + F(1 — z) = F(1) + F(0) + 2@y(=) [F'(1) — F'(0)] +

+ 2¢4(2) [F'"(1) — F"(O)] + ..
F(z) — F(1 — ) = (22 — 1) [F(1) — F(0)] +

+ 24(x) {F"( — F(0)]+4 25(x) [FO(1) — FDO)] + . .,

in deren letzterer rechts (2o — 1) herausgehoben werden kann, weil

¢a(®), ps(x), . . . den Faktor (x — }) enthalten, vgl. (13).

Zum Euler-Maclaurin’schen Satz gelangt man durch Integration
der Gleichung (19) zwisohen den Grenzen 2 = 0 und 1

(20)

jF(x z = F(0 f dz: + [F(1) — F(0)] f%(z) dz + [F(1) — F'(0)]»

xof gel) dz + . . . 4 [Fo=1(1) — Fo—1(0)] 0f () dz + “f Ra(2) d,

d. h. mit Riicksicht auf (10b) und weil 4,, 4;, ... verschwinden, fiir
ein gerades n

1
0f F(z) dz = F(0) — 4, [F(1) — F(0)] — 4, [F'(1) — F'(0)] —

— 4, [F"(1)—F"(0)] —...—4n [F‘”‘“"(l)*-1‘("“1’(0)]+fRn(3c ) da.
Ebenfalls aus (19), durch Addition der fiir x = 0, - , -—z-—s cen f;il

s H "
gebildeten Gleichungen, erhdlt man wegen (12a) die nach Woolhouse
benannte Summationsformel

Tr F(©0) — Y (54— ) A [Fo0(1) —F (0)]+"§’1R E
S - oeimarms e
(i) =0 = % (e i) 2=()

II1. Die Restfunktion in der Entwicklung (19) von F(z)
Ra(z) = F(z) — F(0) — z [F(1) — F(0)] — gu() [F'(1) — F'(0)] —
«+ o — @a(x) [F*=1)(1) — F—1(0)] (21)
verschwindet an den beiden Stellen z = O und z= 1, weil nach
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(10) fiir m 2 2 sowohl ¢n,(0) als @u(l) Null ist, ausserdem besitzt -
jede ihrer Ableitungen bis inkl. zur (n — 1)-ten, wie nun gezeigt
werden soll, an der Stelle z=0 denselben Wert wie an der
Stelle x = 1.

Zum Beweise bildet man dxe A-te Ableitung von (21) nach =, wobe1
zu beriicksichtigen ist, dass q>( )(x) fiir m <C 4 identisch verschwindet,

und ersieht aus der Gestalt von R{(x)

n“’<x>- Fi)(2)—g *’(x)tm*n(l)~F(*~l)(oyl~<pi‘.21(x>[F<*><1)-F<*><0)}~
— g at) [FAFI(1) — FE(0)] — . . . — i () [Fn—1)(1) — Fn=1(0)],
weil die Werte (;51132(1). e Oh )(1) gemiss (5b) mit (p(i)z(o), . (PS:‘)(O)

tibereinstimmen, dass die zweite Zeile rechts fiir = 1 denselben Wert
annimmt wie fiir x = 0. Anderseits lisst sich wegen

Y1 )(Z) == 1, fpﬂx(@ =zt d =z~

die erste Zeile rechts.umformen in ‘
Fib() — [FO—=1(1) — FE-1(0)] — (2 — ) [F®(1) — F@ (0)),

ibr Wert ist somit wieder fiir z = 1 derselbe wie fiir z = 0. Diese
charaktemstlsche Eigenschaft der Restfunktion R,(z)

Ra(0) == 0 und RY(1) = RY(0) filr A== 0 bis n—1 (22
dient im Vereine mit der Darstellung
Ry (@) == Fr—1)(z) — [F—(1) — F*-2(0)] —
~— (x — ) [F@—=3)(1) — Fe—=1)(0)]
zur Abschitzung des Restes Ry(x) fiir irgend ein n (vgl. Abschnitt VL.).

Beim Vergleich der Restfunktion R,(z) mit derjenigen
der Newton’schen Interpolationsformel®)

F(z) = F(0) + (”) AF(0) + (‘”) ASF(O) 4 ...+ (”)AnF(O) + Sae) (23)

(22a)

ze:gt sich eine Verschiedenheit erst fiir n > 2. Hingegen besteht Iden-
titdt zwischen den Resten R,(z) und 8,(x), ibr gememsamer Wert ist
darstellbar durch

F(z)me)a——w{Fme F(0)] = (2 )F»’(x’); (24)

] D‘bi;allgememere “Aufgabe, Ra(x) mit dem Reste von
P~} + (m f x)AF(w m)—}—(m ;' z) AF(—my+..,, m g n-—1

zu verglmchen, lasst sich durch Betrachtung der Funktxon %}(w) = F(m — x)
auf den oben behandelten Fall zuriickfithren. )
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‘wo z’ eine zwischen den Extremen der drei Gréssen 0, 1, x liegende
Stelle bezeichnet, denn die Funktion4)

Rz, ) == z (x — 1) Rl(z) —z (z— 1) Ry(x)

in ihrer Abhéngigkeit von z betrachtet, hat drei Nullpunkte z = 0,
z == 1, z == %, also muss nach dem Rolle’schen Satze die erste Ableitung
JR(z, x)/0z zweimal (mindestens) zwischen den Extremen von 0, 1, x
verschwinden und die zweite Ableitung 8%R(z, x)/02% einmal, etwa an
der Stelle z == «', also wird

3 2Pz, x)
)

z(x — 1) R"{(z) — 2R, (2) = 2 (z — 1) F"(2) — 2R, (=),

wie zu zeigen war, fut z = 2’ Null.

Aber bei n 2> 2 gestaltet sich die Abschitzung von Ry (x) nicht mehr
so einfach, wie fiir den Rest der Newton’schen Interpolationsformel

S(z) = (n i 1) Fon)(z),

wo 7 eine nicht niher bekannte Stelle zwischen den Extremen von
0, n, = bedeutet. (Diese Formel wird iibrigens im Folgenden nicht
bentitzt.)

IV. Speziell im Falle » = 2 lisst sich der Vergleich zwischen
den Resten

Ry(#) = F(z) — F(0) — = [F(1) - F(0)] — 2=V ) — w0y
" 8yle) = Fla) = FO) — 2 [F() —FO)] — (25)
—2E= D w) — 280) + FO))

leicht durchfithren, wenn man sich auf die eigentliche Interpolation,
d. h. auf das Intervall 0 bis 1 fiir # beschrinkt und F'''(x) keinen
Zeichenwechsel erfihrt. Hiebei gelangt der Hilfssatz zur Anwendung,
dass eine Funktion p(z), welche im Intervall 0 <2 <1 die Eigen-
schaften besitzt

0(0) = o(1) = 0, ¢'(0) > 0, 0'(1) <0, ¢"'(z) >0, (26)
innerhalb des Intervalls positiv bleibt. Dann wichst nimlich
¢"(z) mit z, kann also héchstens einmal im Intervall verschwinden,
- es variiert daher g(z) von dem positiven Wert g' (0) zu dem negativen
©'(1) entweder durchaus abnehmend, oder mit einem negativen Mini-
mum, ist aber in béiden Fillen zuerst positiv nachher nega-
tiv, und dies besagt, dass g(x) von o(0) = 0 angefangen bis zu einem
Maximum zunimmt, um wieder bis g(1) = 0 abzunehmen.

4) Vgl = B. Markoif, Differenzenrechnung, S. 11.
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Trotz der Beschriinkung der Variabeln z auf das Intervall 0 bis 1,
soweit es die Formeln (25) betrifft, muss aber, um S,(z) berechnen
zu kénnen, auch F(2) bekannt sein, daher soll nunmehr F(z) als eine
im Intervall z = 0 bis 2 bekannte Funktion angesehen werden,
und zwar soll ihre dritte Ableitung F"(x) dart durchgingig
entweder nur positive oder nur negative Werte aufweisen,
z. B. positiv bleiben, andernfalls brauchte man bloss [— F(z)] statt F(x)
zu betrachten. Unter dieser Voraussetzung ¥'”’(x) >0 zeigt man zunéchst,
dass die Ungleichung

5)— v < PO FO

gilt, indem man den Satz (24) auf die Funktion F'(x) tibertragt
Fe)—F(0) — = () — FO)] = ;) P )

und diese Gleichung zwischen 0 und 1 integriert

(27)

1

(P — ¥ — 10) — 1) — o) = [ () ¥ o
(i}

Das Integral rechst ist negativ {wegen x<Cl und ¥'"">0), daher
auch die linke Seite, wie es die Ungleichung (27) behauptet. Hieraus
,folgt aber, wenn man die Ableitungen von Ry(z), S,(x) nach z bildet

Riy(z) = F'(2) — [F() — F(O)] 4 - 2 (1) — F'(0)},
1—2z (28)
) = F'(2) — [F(1) — F(0)] 4 - 5 -2 [F(2)—2F (1) F(O)},

dass sowohl R'y(0) 4 R'y(1) als §'5(0) 4~ 8'4(1) eine positive Grisse ist,
denn

R'5(0) + R'y(1) = §4(0) + 8'y(1) = F'(1)+ F'(0) — 2 [F(1) — F(0)] (29)

hat nach (27) das positive Vorzeichen. Es bedarf nur noch des Nach-
weises, dass

'o(1) = F'(1) — 4 [F(2) + F(0)] negativ, (29a)
also §'4(0) positiv ist, um aus den Eigenschaften
80) = 8y(1) = 0, §5(0) >0, §y(1) <0, §"y(x) = F"'(2) > 0

auf Sy(x) > 0 zu schliessen. Nun wichst der Voraussetzung nach F"(x)
mit x, daher gilt dasselbe von der Funktion

(1 + 2) + F'(1 — z) — 2F(1)

wegen des positiven Vorzeichens ihrer Ableitung F*(1 ++ z) — F"(1 <~ ).
und es muss .
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1 -
Gf{F’(l + ) + F'(1 — 2) — 21'(1)] dz > 0 oder F(2) 4 F(0) > 2F'(1)

konform der Ungleichung (29a) sein.

Beziiglich der Restfunktion Re(x) wiire hervorzuheben, dass sie,
im Gegensatz zu S,(x), eine (und nur eine) Nullstelle’) innerhalb
des Intervalles x = 0 bis 1 besitzt, weil die Gleichheit von R',(0)
und R’y(1) bedingt, dass R",(x) irgendwo zwischen 0 und 1 verschwindet
und dort, als wachsende Funktion, vom Negativen zum Positiven
iibergeht. Es nimmt somit R'y(x), von dem positiven Wert R’y(0) =
= } [R'y(0) + R'y(1)] angefangen, erst ab, dann zu, kann aber dabei
nicht stets positiv bleiben, weil sonst Ry(z) immer zunehmen wiirde,
withrend R,(0) = Ry(1) ist. Daher wiichst Ry(z) von Ry(0) = 0 an bis
zu einem positiven Maximum, nimmt dann bis zu einem negativen
Minimum ab und wichst schliesslich wieder bis R,(1) = Null.

Nach Konstatierung des positiven Vorzeichens von Sy(x) hat also,
damit die Interpolation durch Bernoulli’sche Funktionen
ein genaueres Resultat liefert als die Newton’sche, die Rest-
funktion R,(z) die beiden Bedingungen

Sy(%) — Ry(2) >0, Sy(x) - Ry(x) >0 filr 2= 0 bis 1 (30)

zu erfiillen. Die erstere tmfft bei F"/(x) > 0 immer zu, wie man aus.
der Umformung

84(0) — Ry(e) = Z5 2 {[IF(1 4 2)— F'(a)] do— [F'(1) — FO)]}
= 0

erkennt, indem F’(1 + z) — F'(z) ebenso wie ¥"(x) mit x wichst und
fiir = 0 das Minimum F’'(1) — F’(0) hat. Fiir die zweite Ungleichung
(30) geniigt es nach (26), da Ry(x) + Sy(x) bereits den Voraussetzungen

Ry(0) + 85(0) = Ry(1) + 8y(1) = 0, R'y(0) + 8,(0) >0,
' R}”’z(x) + Sluz(x) > O
" entspricht, zu fordern, dass R'y(1) + 8',(1) negativ, d. h. die Be-
dingung erfiillt sei A
F'(0) -+ 3F'(1) < F(2) + 2F(1) — 3F(0). 31)
Fiir den Fall, dass ¥'"'(x) zwar sein Vorzeichen zwischen z == 0
und 2 nicht dndert, aber nur negative Werte annimmt, erhalt
man durch Betrachtung von [— F(x)] statt F(z) die analoge Bedin-
gung ‘
3F(0) — 2F(1) — F(2) -+ F'(0) + 3F'(1) > 0. (31a)
V. Beispiele fiir die Funktion F(z).
1. Als eine Funktion, welche der Bedingung (31) entspricht, ist

5} Eine Stelle der ,,Zufallsexaktheit** fiir die Interpolation.
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zuniichst der Logarithmus anzufiihren

gm@zmm+ﬁxm@=7$meﬂ>m 32)

wo @ ebenso wie & < a eine positive Grésse und k entweder die Zahl 1
 oder 1/log, 10 == 0,43429448 . . bedeutet, jenachdem es sich um die
Basis e oder 10 handelt, Hier 1st die Bedingung (31), durch k dividiert,

h " 3h '

D e y 2 —

Pl s - 5 < log, (a -+ 2h) 4+ 2log, (@ + h) — 3 log, a

" amnd in eine solche fiir den Quotienten # = h/a umgeformt

0+1+0

jedenfalls fiir & < § erfillt.) Die Entwicklung von log (a + zk) nach
Bernoulli’schen Polynomen, vgl. (19)

log a +- x[logbwlogu]——k[h%(z)(-; —_b.?)l_) —_

R .
— o) (g5 =) + - ] b=ath

vercinfacht sich fiir den Fall, dass 2= 1 und a gleich einer ganzen Zahl m
genommen wird, durch Einfithrung der Konstanten

kL vy k11
"m= 1 o\m m+1—)’)'m--*2'.3(a§‘ ;+12),

< log, (1 4 20) + 21log, (1 + ©) (32a)

(33)

(34)

and es entstehen die Interpolationsformeln der verschiedenen Grade
log (m 4 z) oo log m 4 z [log (m + 1) — log m] + = (1 — ) ¥m,
log (m 4+ x)oolog m + = {log (m ~ 1) —log m] + :
+2z(—2)[ym+ (J—2) y'm]
log (m + z) oo log m -} x [log (m 4~ 1) — log m] +
+r(l—2)ym+ G —2)Yn—2ll—a)y m]
. Sie haben insofern praktische Bedeutung als schon eine Loganth
mentabelle relativ geringen Umfanges, etwa von m = 100 bis 1000 aus-

reicht, um den Logamthmus irgend einer positiven Grosse mit nahezu
demelben Genauigkeit wie die der Tabelle selbst und, vorausgesetzt

(35)

') Desgleichen die Bedingung (3la) fur F(z) = log (@ + h— =h)

3log, (a + h}--—2log, a — log, (arwh)mwwaﬁ >0

a-+h
bei 0 < b < a.
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dass die Konstanten y, oder ym,)'m usf, sovieler man sich eben
bedienen will, in einer Nebenkolonne enthalten sind, mit relativ
geringer Rechenoperation anzugeben.

So erzielt man z. B. durch Anwendung der ersten sehr einfachen
Formel (36), obwohlsienurdie RechenarbeiteinerNewton’schen
Interpolation 2. Grades verursacht, bei 8-stelligen Logarithmen
.die Herabdriickung des Tabellenumfanges auf die Logarithmen der
dreiziffrigen ganzen Zahlen. Die zweite Formel (35) leistet bei 10-stelligen,
Logarithmen dieselben Dienste.?)

Eine Verstarkung der Konvergenz liesse sich bei Entwicklung der
Logarithmen nach Bernoulli’schen Polynomen herbeifiihren, wenn man
von der zweiten Formel (20) Gebrauch machte

log (m 4 z) —log (m + 1 — 2) = (22 —1) [log (m + 1) — log m —

kx(l—2x) |1 1
)

~ welche sich durch die Substitution

_ m(l—u) m+l—-—x___m+u

= ; 6
dm+u T 0 mtx m (36)
in eine Interpolationsformel fiir log (m 4 u) verwandelt
log (m + u) oo log m + (1 = 22) [log (m -+ 1) —
—logm —x (1 — 2) y'mls (37)

log (m + u) oo log m 4 (1 — 22) [log (m 4 1) —

—logm—x (1 —2)(ym—1+ x— ")

Bei der umgekehrten Aufgabe, aus einer Logarithmentafel
reduzierten Umfanges den einem gegebenen Logarithmus korrespon-
dierenden Numerus zu finden, kann die Anwendung der Newton’schen
Interpolation iiberhaupt nicht in Frage kommen, solange die benach-
barten Tafeldifferenzen der dort enthaltenen Logarithmen auch nicht
annithernd konstant sind, wihrend Formel (12b) sofort die Lésung mit
einer sehr rasch konvergierenden Entwicklung leistet: Um zu einer
gegebenen Grosse L, welche zwischen log (m -+ 1) und log m liege, den
der Gleichung L = log (m 4 z) entsprechenden Numerus m + = zu

7} Auf die linearen Kombinationen Newton’scher Interpolationen,
wie etwa die ,,Karup’sche Interpolation, vgl. Czuber, Wahrschemlichkeits-
rechnung II. S. 191 (9), d. b. die lineare Kombination zweier benachbarter
Newton’scher Interpolationen 2. Grades, braucht hier nicht eingegangen
zu werden, weil sie gegeniiber den Newton’schen Interpolationen der ver-
schiedenen Grade keine wesentliche Verringerung der Rechenoperation bei
gleichbleibender Genauigkeit mit sich bringen, wie man an dem Priifstein
der Logarithmen erkennt.
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finden, werde

. fi—logm _log (m 4 1) —logm
“lgmFD—lgm ™7 P (38)

definiert, woraus die Entwicklung des gesuchten Wertes x

€2%m — 1
T om—1 T §1(@) + @ola) om + @sle) on® +

folgt und die Interpolationsformeln entstehen
zowa— ja (1 —a) o,
rove—ie(l—a)on [l —3 (1 —2a) 0w}, (39)
zova— ja(l—a)ay [1 — 4 (1 — 2e) o — ¢y (@ — a?) ,7].
Eine Nebenkolonne hitte im Falle gewdhnlicher Loga-
rithmen die Konstanten oy, cventuell auch deren Quadrate, zu
vermerken.
2. Fiir den Integrallogarithmus, eine vom Logarithmus eigen-

tlich wesensverschiedene Funktion, erscheint die Bedingung (31) bei
a > 1, h > 0 erfiillt. Setzt man

a+zh

) = fetz—-l dt, Flz)= (40)

et 3zh
B e
a -+ xh
welche Funktion der obigen Annahme F/'(z) > 0 geniigt, weil

QU e
T () = 3 (2— 224 2), z=ua-} zh,

ebenso wie 2% — 2z 4 2 stindig das positive Vorzeichen behilt, so
erfordert die zitierte Bedingung (31) '

h 3h6h CH—'ZII a+h
L . e t—1 tp1
e(a +a+h)<a!:£ dt—f-—3&/‘60 dt.

Im ersten Integral ¢ == a - b 4 u, im zweiten { = a + h — u gesetzt,
geht diese Ungleichung iiber in

3het

h + ,__.,.< 3&’““’

et
== , 1
(b+cc+b )du, b a—{—h‘ 41)
0
und gilt jedenfalls fiir @ > 1. (Ein Beweis wird im Anhang skizziert.)
3. Der Bedingung (31a) geniigt die Funktion

F(z) = f(a + ah), {(z) = & [e~ti1dt, F(x)<0  (42)
F ‘
bei positiven z,a,h, wie anhangsweise gezeigt wird, zumindest fiir

e
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a 2> 2h. Sie gehort als Spezialfall zu den, die Makeham’ schen Leib-
rentenwerte darstellenden Prym’schen Funktionen. Man

darf also erwarten, dass fiir die Werte a. der kontinuierlich zahlbaren
Leibrenten 1 die Interpolation durch Bernoulli'sche Polynome einen
Vorteil gegeniiber der Newton’schen bietet.

Der Zusammenhang zwischen a; und der Ableitung ds;x/dx == a',
Cae= (s + O ar—1 © O (43)

{es stellt z, die Sterbensintensitat fiir das Alter z und § den natiirlichen
Logarithmus des Aufzinsungsfaktors vor) gibt sofort mit dem Leib-
rentenwert auch dessen Ableitung bekannt, demnach kann fiir das

Beispiel F(x)-—:—z;”m die Interpol&tionsformel
z(x—1) ~
2

verwendet werden. Zum Vergleich derselben mit dem Resultat einer
Newton’schen Interpoiation 2. Grades

az+a;h o~ az + (az+h - az) —a z) (43a)

Bt 2@ — a0+ 2O g — T bl D)
Ben b (2 1) (o —aee) + 2D G g0, ) (430)

wurden, nach einer in Czuber’s Werk?) abgedruckten Grundtafel, aus
den Werten der kontinuierlich zahlbaren Leibrenten fiir die Alter z = 30,
40, 50, . . . diejenigen fiir die Alter 35, 45, 55, . . . nach, (43a, b, c), dort
h =10, x =14, resp. =3 in (43c) gesetzt, interpoliert und den
genau berechneten gegeniibergestellt.

—_— j— —_— -— — —

2z a, ‘al, 8,45(43a) | a,(5(43b) | a,, ;(43¢) | a,, sgenau

30 | 18,9375 |—0,20311| 17,8456 | 17,8431 — 17,8459
40 | 16,5999 {-—0,26462| 15,2018 | 15,1858 | 15,2080 | 15,2020
50 | 13,6675 |—0,31909| 12,0236 | 11,9935 | 12,0448 | 12,0242
60 | 10,3179 |—0,34378| * 8,6075 8,5756 8,6406 8,6077
70 | 6,9617 |—0,31796] 5,4481 5,4331 5,4761 5,4471
80| 4,1189 |—0,24422| 13,0130 3,0210 3,0191 3,0120
90 | 2,1337 |—0,15357| 1,4708 — 1,4570 1,4713
100 |  0,9909 |-—0,08039 — _ — —

8) Wahrschemlwhkeltsreohnung II. S. 456. Bei den Rechnungen
wurde von der bekannten Beziehung a, = a, -} — 3y (4,+0) zwischen a,
und dem Werte a, der ganzjihrig voraus zahlbaren Leibrente 1 Ge~
. brauch gemacht, mit Ausnahme der Renten fiir die hochsten Alter, wo die
direkte Bestimmung der & vorzuziehen ist.
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Ersichtlich ist die Newton’sche Interpolation 2. Grades schon darum
die schlechtere, weil sie fast nirgends der Forderung entspricht, die
Rentenwerte bis auf wenige Einheiten der dritten Dezimalstelle zu
liefern, withrend die Interpolation (43a) dies leistet, mit einem Maximal-
fehler von etwa zwei Einheiten der 3. Dezimalstelle, der aber in obiger

Tabelle nicht aufscheint,?) sondern z. B. beim Vergleich von a,4 fiir
z = 30, 40, ..., nach (43a) und genau auf 3 Dezimalstellen berechnet
245 nach (43a)] 18,300, 15,777, 12,690, 9,288, 6,031, 3,428, 1,714
a4 genau | 18,300, 15,778, 12,692, 9,288, 6,033, 3,427, 1,712

Ahnliche Resultate, wie fiir lebenslingliche Leibrenten, findet man
fiir die Werte A, der Versicherung auf ein sofort nach dem Tode zahl-
hares Kapital 1, der temporidren Leibrente mt;;, der Verbindungsrente
azy usf. mithilfe der Gleichungen

A’y = (e + )] Az “‘llm ,na = (e 1 6)nat —{1 *“npzv”):

a -——-a
@y = lm =¥t T oy + S)ay — 1.
v K My Y
&0 3

(unter v den Abzinsungsfaktor verstanden).

VI. Zur Abschitzung des Restes R, () ist, gemiss dem auf die
Funktion F®—1)(z) libertragenen Satze (24)

F—1)(z) = F—1(0) + x [Fr=1(1) — F"‘“"(O)l+( )Fw“)(x) (44)

in Formel (22a) zu substituieren, wodurch die (n— 1)-te Ableitung
von R, (z) vorerst die Form

R,(n=(z) = (”) Fo+0(z') 4

Fo-1(1) — Fe—1(0)
2

erlangt. Daher kann, nach den Regeln der Integralrechnung, die Diffe-
renz zwischen der Funktion Ry(z) und dem Integral

f (& —t)n2 (;) Foe () dt, '(45)
h

— [FO=-3)(1) — Fo=b(0)]

(n—2)1

wo ¢ der zu (44) analogen Gleichung
FO=(1) = Fo--1(0) + ¢ [Fe—3(1) — Fo—1(0)] + ( ) Fo+1(¢) (45a)

. %) Ein Zeichen, dass die Stellen der Zufallsexaktheit der einzelnen
Intervalle nahe der Mitte liegen.
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entspricht, nur ein Polynom vom Grade n—1 in 2 sein, und
dieses ist nunmehr aus’ den Eigenschaften der Restfunktion, vgl. (22),
zu bestimmen. Der Ansatz

—1 an—2
Rafe) = —-1)!+ﬁa(n———2). ey
(x - t)np.z on - ' (46)
+f {n—2)! 2)“ o) i

erteilt bereits Ry (z) die Eigenschaft R,(0) = 0 und liefert, 2-mal nach »
differentiiert
xn-— -1

Ro(z) = f; - (n e R 5 Baa

(x-_t)n'l‘ n+1)/4
JE s

woraus, weil R,M(1) = R,®(0) = f,—z sein soll, als Bedingung
fiir die Konstanten §

i) Bs | _ﬂ_p:l-x _
m—Ai— T Tm—a—r Tt T
; (47)
_ (1 — t)n-l~2 t e
"*fm(z)“"““)dt
0 .
folgt, insbesondere fiir A = n — 2
' 1
By = — j ( ;) For () di, (473)
0

Nun besteht nach (14a), dort & durch 1 — ¢ und m durch n — A — 2
ersetzt, die Identitit

(Q—gr=i—2  g(l—1) i @i(l —2)
n—2—2)! (n—A—1)!" n—21—2)!

daher werden durch die fiir A=n—2, n—3,... gebildeten
Gleichungen (47) die Konstanten

(Fn-l— (1 — t)
LT TR

1
B = — [ Fmall — ) (;) Fot() ds
0

11
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definiert, d. h. nach (8a) die Konstanten
1

== (— 1y f Faeslt) (5) Fe0 0 (47b)
0

Schliesslich ergibt die Substitution der gefundenen Werte f in den
Ansatz (46) von R,(z)

Ro(2) = f {_{EZ‘; (2) Fon() de 4-
0

n—1

1
___.1 m N~ M
;—2‘ ) s fqom m( )Fwn(t)dt
0

Speziell fir den in Abschnitt IV. behandelten Fall n =2
reduziert sich diese Formel auf

z 1
Ry() = f (2‘) F) dt — 2 f (;) Pt
0 0

z 1
oder durch Zerlegung des zweiten Integrales in f -+ f auf
. 0 %

x 1 .
Ry(2) = (1 — 2) f (2‘) () dt— f (Q‘)F'"(t') dt. (49;
1] z

Daher muss unter den fritheren Annahmen 0 << # < 1 und durchgingig
positiver Werte F'"’(z), deren Maximum und Minimum im Intervall G
bis 1 mit ) und a bezeichnet sei, der Rest Ry(x), jenachdem er positiv
oder negativ ist, unterhalb

m —19, fE(1—1) _
oW | —5— (1*—x)ﬂf~"§~“dt~—

< . N T 0
a =ﬂrJ[m(1+x~2ﬁ)—ax(3—2x)]
resp. (1 — 2) 9 t(lz a4 fmz dt—
0 ) .
z2{l—2) . .
= [Az (3 — 22) — a(l + 2 — 22%)]
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liegen. Diese Obergrenzen fiir den Absolutbetrag von Ry(x) lassen sich
schreiben
z(l—x)2(1 4 22

;0( ¥ + aga(x)

201 s
und (A —a) 2 xl);3 20) agy(x),

(A —a)
(49a)

und sollte eine derselben negativ ausfallen, so gilt bloss die andere. Dic
Substitution von 1 — x statt a permutxert die Betrage (49a).

Beispielsweise wiiren fiir die im vorigen Abschnitte betrachtete
logarithmische Funktion

F(x) = log {m -+ z) die Extreme I = k/m3 und a == k/{m + 1)®

einzusetzen,
Anhang.

1. Beweis, dass die Bedingung (41) fiir @ > 1 erfiillt ist.
Entwickelt man die Nenner rechts in (41) nach Potenzen von u, be-
schrinkt sich aber auf die vier ersten Glieder, so besitzt das Integral
n (41), weil die Ungleichungen

1 >1 K 3{2 ;u"_
b4 u b b2+ 3 bt

1
b~u>“+b2+bs+b4

bestehen;einen grésseren Wert als dass in geschlossener Form
darstellbare Integral
)

et u ut  ud 36_“ u2 udy\’
0

Demnach wird jedenfalls der Bedingung (41) geniigt, wofern deren
linke Seite k/a -+ 3¢*/b kleiner ist als das mit e? multlphzxerte Integral
(51), das heisst, wofern
'_+ el i e~1+(l—h)eh~l (2—2h+ k) ek —2

RN RN (a+ )2 @+n
. (6 —6h + 3k — h3) " —6 +3h l—(1 4 h)eh
i RTET +h @+ by
— (2 + 2 -+ hE) et + 6 — (6 4 6k - 3h% + h)se‘,"‘]

2
+

(@ + h)? (a + h)*

statthat, welche Ungleichung, mit (@ -- £)* multipliziert und nach ez" e"
geordnet, besagt, dass der Ausdruck

11*
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e? [a® 4 a? + 2+ 6 -+ 2h (a® — 2) 4+ 2% (a + 1)] +
+ eh[2 (a® + a? + 2a + 6) — h (3a% — 66¢ — da — 4) —
— h® (902 — 6@ — 2) — h? (92 — 2) — 3h4] — 3 (@® + a® 4 20 + 6) —

—h(a®+ 1202+ 12a 4 24) — 2h* (2a* + 9a + 9)—6k® (@ + 2)~4h4——}7?

das positive Vorzeichen besitzen soll. Man braucht aber den-
selben nur nach Potenzen von & zu entwickeln, dann zeigt man unschwer,
dass fiir @ > 1 sowohl der Anfang der resultierenden Potenz-
reihe

(@ — 2%+ 20) 2 4 (303 — a4 20— 2) 1o +

120

+ (man 4+ 44a? — 120 + 24 — — (52)

)iéo '
+ (20 + 90t + 90 —7) o

positiv ist als auch der Koeffizient jeder hoheren Potenz h»
als der sechsten

-1
w+m+%+mfif+w~wh e ) g —
3a° — 6o —4a—4 Ga2—6a—2  9Ya—2 3
T = T T =21 v —3  r—4)

(52a)

Somit eignet sich beim Integrallogarithmus die Interpolation
(2. Grades) durch Bernoulli’sche Polynome besser als die nach Newton.
2. Fir die sub (42) angefiihrte Funktion

F(x) = f(a + zh), f(z) = e"f et dt
muss, wegen F'''(x) < 0, die Bedingung (31a) an die Stelle von (31)
treten, sie lautet
3f(a) — 2f(a + h) —f(a + 2h) + hf'(a) + 3hf @+ k) >0 (53)
und kann mit Riicksicht auf den bekannten Zusammenhang

1
f(z) —f(z) + — = (54)
der zwischen f'(z) und f(x) besteht, ersetzt werden durch
b+ 31 + @A —2fla + B —fe+ 20— 2 —E> 0. (9)

Die linke Seite dieser Ungleichung werde kurz mit w(a, h) be-
zeichnet, dann verifiziert man fiir die partielle Ableitung von y(a, k)
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nach a die Beziehung
3‘[’(“’ h) . 3 a—2h

i L TPy v Al
aus welcher durch Integration, da y(a, k) fiir einen fixen Wert von A
gich mit beliebig wachsen dem a der Null nihert, die Darstellung

) G—-‘:2h da

a® (a + h)? (a +- 2h)
und daher auch bei a > 2k, wie behauptet, das positive Vorzeichen
von p folgt.

(56)

pla, k) = h3%® :"“

{Der Redaktion am 27 Mai 1932 zugegangen.)

Uber die mittlere Abweichung.

Von L. Cvetnié, Prag.

Im Folgenden wird der Versuch unternommen, unter méglichster
Ausschaltung von Hypothesen den Begriff der mittleren Abweichung
klarzustellen, und zwar hinsichtlich solcher statistischen Beobachtungen,
die das Eintreffen oder Nichteintreffen eines Ereignisses zum Gegen-
stande haben, welchem Ereignisse eine Wahrscheinlichkeit zugrundeliegt
oder zugrundeliegen kann.

Ein derartiger Versuch mag zunéchst recht iiberfliissig erscheinen.
FErwigt man aber, dass massgebende Autoren in der Frage der zahlen-
missigen Ermittlung der mittleren Abweichung verschiedene Losungen
zulassen,l) so erscheint es nicht {berfliissig, die Frage aufzuwerfen,
welcher Weg eigentlich den Vorzug der Korrektheit hat.

Liegen die Ergebnisse der als gleich prézise angenommenen Einzel-
beobachtungen vor, so unterliegt es keinem Zweifel, dass der Quotient
aus der Summe der Quadrate der Einzelabweichungen und der Anzahl
der Einzelbeobachtungen den einwandfreien Mittelwert des auf die
Einzelbeobachtung beziiglichen Fehlerquadrates vorstellt, und somit
dessen Quadratwurzel die mittlere Abweichung liefert. Dabei kommt
es nicht einmal darauf an, ob die Einzelresultate Ergebnisse von Wahr-
scheinlichkeitsbeobachtungen betreffenoder nicht.

Ganz dhnlich liegt der Fall, wenn nicht die Einzelbeobachtungen
registriert sind, vielmehr nur die Resultate von Gruppen derselben,
jedoch die einzelnen Gruppen untereinander gleiche Gewichte auf-

1} C. V. L. Charlier, Vorlesungen iiber die Grundziige der mathema-
tischen Statistik, Kap. VIIL
. Dr. R. v. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in
‘der Statistik und theoretischen Physik, §9, 1; § 10, 4.
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