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and substitute

Q=h—1
we have
1 1 1 1
Q| 20 |+Q| 2% |+ ...+ Qu|2%|=2r| 2% |
2r -1 2r—3 1 2r+1

Also this formula we find in Steffensen’s book deduced by other way.,

Das zweiiindrige Wahrscheinlichkeitsgesetz der Ab-
weichungen der Primienreserve eines Bestandes
von Versxcherungen mit verschiedenen Auflésungs-
moglichkeiten.
Von Hans Koeppler, Berlin.

Die folgenden Betrachtungen betreffen Versicherungen, deren ein-
malige Primie nach der Formel

t=n t=n
Wsij = Zt-nm‘”v‘&m +Zt—-llpm(2) 8@ + 4 pD o 8p®
t=l te=l

berechnet wird. S0, §i®), 8, bedeuten die versicherten Summen, von
denen die mit S¢® bezeichneten Summen fortfallen, wenn der Ver-
sicherungsschutz nicht so umfangreich gewéhrt wird. Die Summe der
in der einmaligen Primie vorkommenden Wahrscheinlichkeiten muf3
der Bedingung

L=n t=n
Zt-—llpx(l) + Zt-»ll’l’z(z) + apas® =1
tel t=1

geniigen. Es sei noch bemerkt, daB ,p.(® die Wahrscheinlichkeit ist, den
Ablauf der Versicherung zu erleben, ohne von einem der zu befiirchtenden
Ereignisse betroffen worden zu sein. Die jihrliche Pramie wird nach der
einfachen Formel

a‘m_.
Pepj = i‘
Qan|
berechnet, in welcher
t=n-—1
an] = 2 tpz(a)@‘
{=0

den Barwert der prinumerando zahlbaren Beharrungsrente bedeutet.
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Setzt man
E=n-1
P> = Z 1PV 4 1) + 0,
k=t

80 1aB¢t sich der Rentenbarwert auf die bei Risikoberechnungen bendtigte

Form ’
t=n

azn] =Z (t—11Ps™ + +—12D) a7 + ap™ az
t=1

bringen, in welcher aij den Barwert der pranumerando zahlbaren Zeit-
rente von t-jahriger Dauer bedeutet.

Zur Abkiirzung werde im Verlauf der Darstellung
(1) (1) (2) (2) (8) (3)
t—1|P(x + k) = P(t—12), t—1|P(z +k); = Pt—1,3), (n—k)3 Pz +k)y = Doy »
(n—k)s=m
gesetzt, wobei 4 der Hinweis auf die A-te Versicherung ist.

Das rechnungsméifige Deckungskapital eines Bestandes von s von
einander unterschiedenen Versicherungen wird durch die Formel

A=8 Am=g
Z Vi= 2 Wiz +1); — Pry @z+0,)
A=1 A=1

dargestellt.

Fiihrt man fiir die Summe der einmaligen Pramien, die der unbe-
kannten Gebahrung der kiinftigen Ereignisse entsprechen mogen, die

Bezeichnung ein
A=8

& =Y Ug+n, + v
und wihlt fiir die Summe der Barwerte der noch nicht fallig gewordenen
Jahrespramien unter den gleichen Voraussetzungen den Ausdruck
i=s
%zzﬂﬂmm+%
i=1
dann erhilt man fiir das Deckungskapital, das den tatséchlichen Ver-
lauf der Ereignisse beriicksichtigt, die Gleichung

A=38
n@l"—Rzz Vl+(u—'v)‘
Bedient man sich hierauf noch der Gleichung
A=3

@—&=2m+4

A=l
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in welcher 4 die Gesamtabweichung von der rechnungsmiBigen Primien-
reserve darstellt, so folgt
4=u—uv I

Diese Gleichung stellt die Abweichung der Prémienreserve als eine
Funktion zweier Variablen dar. Die Darstellung des gemeinsamen
Gesetzes der Funktionen u und v, mit der wir uns beschiftigen wollen,
gilt auch fiir den Fall, daB noch gar keine Primienreserve angesam-
melt ist.

1. Ehe wir jedoch zur Herleitung dieses Gesetzes schreiten, wollen
wir das mittlere Quadrat aller Abweichungen 4 auf elementarem Wege
zu bestimmen versuchen. Zu diesem Zweck bilden wir fiir ¢ von einander
unterschiedene Versicherungen die generierende Funktion

A8 =gt b
— . 1) “(i l)”"‘ (t l)m
Y= Ilzl“‘ II 27’&——11) +

A=] A=1 t=1

‘& (;2' Ayt b(ta yi ) a(s)m b 3)m
— b, 5y Th—
+ Z 7’22—1,1)6 ( ¢+ p ' " (D

t=1

in welcher zur Abkiirzung

(1) 1) (2) (3) (3)
vSE e = alth, VS = alty,  ©Sh, = ajy

— (1 _ 8
Ppari=bsh,  Prar= by, Py az = by

gesetzt ist, Der Buchstabe 1 ist wieder zur Erkennung der A-ten der
s Versicherungen gesetzt. Man kann diese generierende Funktion nach
Poisson auch in die Reihe

Y =25 Pg. gy LSuzi—Ryyi (IT)
entwickeln, in welcher

die Summen &, sich nur aus den a-GréBen
» » Rz 3 ’ 12 L3 b' 3

zusammensetzen. Man berechne nun aus den Gleichungen (I) und (II)
die ersten und zweiten Differentialquotienten nach x und y und gehe
sodann zu deren Grenzwerten fiir = y =0 iber.

Aus der Gleichung (I) erhélt man, da (Z3);.o =1 ist,
y=0

oY (““ azl) = ) :
== 9[(;4_1;) LY== A‘t,
(ax)x 0 ;_z ox Iﬂg AZL !

y=0
A=8

oY ‘2"'az; 2
- —_ —_— o pa— P.T a( +L~).i-——*—"Bi,
(oy)zno (z=1 6‘3/)3,_,8 i=1 AT '
Y=

¥=0
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(ggj) _ (‘Z" ezl) +‘§ [azzi (az;.)ﬂ] -
ox? z=0 - ox =0 {2 oxt ex| .o

y=0
A=3 Amgpl=v] (
I} M o .
""‘{(z QI(I«H)A) -+ Z[Z Yo—1,2) (a(t,l))“ +
A=1 A=1l¢=1

t=v,

-+ 2 Pt - (@) + 1(3) (3) ] Z Uz +1,) }:: -,
oz,

(f;:>,=; Ci“ 2 S[E-)-

= -—{(lis Py, ﬂ(x+k),1) 5: { E Pilin EEH? +
A=1 A=1

t=v, A==8
+ Z el (GEn? + 15y (65) ] (Pay - a(x+k),1)2} ==D
i=1
&y ‘07, \SoZ; o[22 oz iz
6z6y (Z Z Z axdy e 8y
=0 A=l y=0
= A=8 A=grt=v3
{Z%(zwc)lz ij &(z+k),. +- Z [z Z(z—l z)a(z A) b(t 1) +
t=v;
Yt + 108 -
=1
A=8

*2 %[(ch)l Py a, +k),1} = K.
=1

Die Gleichung (II) liefert uns die Gleichungen

oY . .
(—9_;)5_____0: ZZP(Q"_Q') RI'L =4 . 1,
y=0
oY
=) =—Z¥Pg, g R =—Bi,
(3y)z=0 (f1,—Rs) V2
y=0

2y
7Y = —3rPg. ey 8= —C,
(6w2)z=° !

y=0
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P\ | yrpg e Ri——D
ayz 20 (&, 43 ] ’
y=0 -
&Y .
(m)z-o_ ZZPg, gy KRy = £
y=0
und ferner auch die Grundgleichung

LLPg,~a) = (Y)zag =1
Yoo

Der mittlere Wert der Quadrate aller nur méglichen Abweichungen von
der Summe der rechnungsmiBigen Pramienreserven wird durch den

Ausdruck P

2

We = S5Pg s (RI ~ %~ VA)
i=1

dargestellt, in welchem zur Abkiirzung die Reserve der A-ten Versiche-
rung mit ¥, bezeichnet wird. Lést man die Quadrate auf und fiihrt fiir
die einzelnen Summen die entsprechenden, im Vorstehenden mitgeteilten
Werte ein, so erhidlt man nach einigen zweckmifBigen Zusammenfas-
sungen

Amsrt=r) t=y;
1 1 1
M2 = z [ 2 P, (@) — ft,}) + Z P12 (a(t,l) — b(t,il))2 +
A==l ] tm=s ]l

3 3 3
+ Y @ — bi})h—w]-

- Eine weitere Umformung zeigt, dafl das mittlere Quadrat aller
Abweichungen von der Summe der rechnungsmiBigen Reserven gleich
ist dem Quadrat des mittleren ferneren Risikos.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB die vorgefithrte Be-
rechnung als eine Verallgemeinerung der von Timerding!) und von
Gruder?) gezeigten Berechnungen anzusehen ist.

2. Man kann nun auch aus der Summe aller Wahrscheinlichkeiten

22ZPg,—g) =1
die Wahrscheinlichkeit P(u,v) dudv der Abweichungen zwischen »
und % -+ du sowie zwischen v und v 4 dv herleiten, wenn man diese
Summe mit dem erweiterten Besselschen Diskontinuitdtsfaktor

_dudv
= G f f S A—uri—(R—B—oi g Gy

1) Analyse des Zufall, Braunschweig 1915, Das Urnenschema.

%) Theorie des Risikos. Transactions of the ninth mt.ematlonal Congress
of Actuaries, Vol. II, Stockholm 1930.
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multipliziert, welcher den Wert 1 annimmt, wenn 4 + u < ﬂ, < 4+
4+ u4du und B+ v < 8 < B+ v - dv ist. Hebt man auf beiden
Seiten du dv, so ergibt sich der dem Fourierschen Integral fiir eine
Funktion zweier Variablen sehr dhnliche Ausdruck fiir die Wahrschein-
lichkeit P(u, v) der Abweichungen % und v

P(u,v) = 7o )zf 4B+ (5P, g0 e~ RN dz dy.
o (1)

Setzt man hierin fiir die Exponentialfunktion etei—fwi die hinter
den zweiten Potenzen von z und y und dem Produkte zy abgebrochene
Reihe
1+ 821 — Kyi — 8,222 — 18,2 -+ |, Koy
und summiert nach &, und &, so bekommt man den Niherungswert
ZIP®, . ) eSe—fi = 1 | Azi — Byi — 1 (Ca* — 2By + Dy?).

Diesen kann man nach der Formel a = ¢l*¢ als Exponentialausdruck
schreiben. Entwickelt man darauf den natiirlichen Logarithmus bis ein-
schlieBlich der zweiten Potenzen und des Produkts von z und ¥, so
erhdlt man nach kleiner Umformung die Niaherungsgleichung

IEP®, R, Rz Rypyi eAzi—Byi-—a[(c—-A')z-—z(E——AB)zy +(D—B92)

Die Anwendung dieser auf den Ausdruck fir P(u v) wandelt den
letzteren in den Naherungsausdruck

P(u, v) = j fe—;(cuz' +2C,92y + Coat*f—(uz—vy)i f dy (IV)

— ——OD

um, wenn man zur Vereinfachung vorldufig noch

Cy==C—42, Cy=—(E—AB), Cy=D— Bt
setzt, obwohl man aus den vorhergehenden Berechnungen schon die
Werte Cyy, Cyy, Cpp kennt. Auf die Berechnung dieses Integralausdrucks
kommen wir spiter noch zuriick.

3..Durch Anwendung der Laplaceschen Methode gelingt es ver-
hiltnismiBig schnell, das Wahrscheinlichkeitsgesetz P(u, v) darzustellen.
Dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz 1a8t sich aus dem Laplaceschen
VVahrscheinlichkeitsausdruck fiir zwei Variable

ﬂ.=3 Az=g
Za V)

herleiten, falls man fiir die erzeugende Funktion Y die schon friiher
angegebene Form
9
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A=s
Y o= Z,
setzt. Generierende Funktionen verwandter Form treten in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und in der mathematischen Statistik nur recht
selten auf. Liest man die Darstellung, welche Markoff,?) in dem ,,Von
der Summe unabhéngiger Vektoren“ handelnden Paragraphen 33 gibt,
80 bemerkt man im Verlauf der Berechnungen die Gréie £2, welche einer
generierenden Funktion dieser ~Art entsprechen wiirde. Unter der
Voraussetzung kontinuierlicher Verinderlichkeit der Wahrscheinlich-
keiten gibt diese generierende Funktion auch C. V. L. Charlier in seiner
Abhandlung ,,Contributions to the mathematical theory of statistics‘’,
6. The Correlation function of type A.%) Das Vorbild zu dieser gene-
rierenden Funktion findet man aber auch schon bei Laplace auf pag. 323.5)
Eine einfachere Form dieser generierenden Funktion ist auch die,,Fone-
tion caractéristique*, die Darmois®) in dem dem ,,Cas général de la
dépéndance stochastique de deux 'variables” gewidmeten Kapitel VII
(Abschnitt 6) bespricht. .
Denkt man sich die erzeugende Funktion in eine nach den Exponenten
der e-Koeffizienten geordnete Reihe entwickelt, so wird der Nachweis
der Richtigkeit vermodge der Doppelintegrale

% n > 7
f fe tazitbyi dedy=0 und f fdx dy == (2n)?

gefithrt. Behufs Darstellung der Wahrscheinlichkeit P(u, v) in exponen-
tialer Form wandele man die Erzeugende Y in einen Néherungsausdruck
fiir ¥ um, indem man nach der Maclaurinschen Reihenentwicklung
fiir In Y die bis zur 2ten Potenz der Variablen und ihrem Produkt
genaue Niherungsfunktion

) olnY 31n};
In Yz, ) = (In Y)::8+x( ox )x=0+ y( )z=0+

oy
y=0 " y=0
2nY 2nY 2y
%l ox? om0 0x oY |,_, 0% |0
¥=0 ¥ =0 =0

setzt. Da (ln ¥Y)zwo=Inl=:0, und da die Vorzeichen der zyveiten

Y =0
Differentialquotienten mit Riicksicht auf den entstehenden Faktor
1% == — 1 als negativ angenommen werden kénnen, werde zur weiteren

3) A, A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig und Berlin
1912, pag. 175.

4) Arkiv fiir Matematik, Astronomi och Fysik, Band 9,.No: 26.

3) Théorie analytique des probabilités, Seconde Edition, Paris 1814.

¢) G. Darmois, Statistique mathématique, Paris 1928, pag. 189.
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Vereinfachung
oln¥Y olnY
In Yy = z+\—5— ¥ — § (Cpa? + 20y + Cpy?)
ax T=0 ay z=0
y=0 y=0
Amag
gesetzt, Daln ¥ = 2 In Z;, so gelangt man schnell zu den beiden Grenz-

i=1
werten der partiellen Differentialquotienten nach z und y. Diese haben,
da (Z3), o= 1, die Werte

z-=o
oInY = oz, 1ms | |
( ox )m-o o (Z E_x_)z_g"“ 2 Ql(zﬂ-)l L= A1,
Y=

= A=1
¥=0 A=1

olnY A3 0z, A=s
- ——Yep — —Bi
( oy )zao (E oy )xa-o E o By - b= "
y=0

Es folgt daher, wenn man die Integralgrenzen in der iiblichen Weise
bis — co und -+ oo ausdehnt, wieder

P(u, v) = D j f ¢~ 300" +2Cn2y + Costhal— (ue—¥ I gy, (IV)

— — o

Dieser Ausdruck 18t sich aber, wie es Markoff (s. a. a. O., pag. 176)
offenbar meint, auf die Form .

o0 w0

1 A . Cuu+Cuv P
P("’» ”) :—'Mfe— 20“1/ Cx aatd d?/fe 20“! + Ch B
(4 = CuChp— C?)
bringen. Wendet man nun auf die beiden Integrale die bekannte Formel

f — az’ bz dr = V___ e " da

an, so folgt nach emfacher Umformung

Cys 4* +2 Cpquv + Cyy0?
Plu, v) = ——— e~ 34 . (VI)
27 ]/A
Diese Funktion ist das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Einzelabweichun-
gen 4 und v, das die Form des ,,Fehlergesetzes in der Ebene” besitzt.

4. Von Interesse ist wohl auch die Umformung des Laplace-Poisson-
schen Wabrscheinlichkeitsausdrucks P(u,v) nach dem Prinzip von
Poisson. Es soll hier ein vereinfachtes Verfahren gezeigt werden, das der

[ R
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Verfasser fiir den Fall einer Urvamablen bereits in einem anderen Auf-
satz®) gezeigt hat.

A=g .
Ist wiederum Y ==IIZ;, 80 entwickele man dieses Mal Z; nach dem
A=l
Maclaurinschen Satz in die hinter den zweiten Potenzen von z und y
und dem Produkt zy abgebrochene Reihe

Zy = (Z1)z=o + x(&@Zz) +y (?*Z‘i) +
x Ze=( =0

y=0 33/
y=0 y=0
1 27 0*Z,; 02Z;
el ot )
2 [ oz |, _o 0x oy, o 27 A |
y=0 y=0 y=0
in welcher ist:
(Zl)xno = 1;
¥=0
L=y t=y
GZA ZA ' (2) @ (8)
P(c—l 1) au l) -+ 2 P(t—-l DGy Dy Oy | 1= Az,
""‘0 t=1
YA b=eyy =y
C4i 2) @) (3) @) . .
e ) o ) 2268\ = B,.
( R )z-g (;Zx Pi—1,2 b2 + Zpa 1,3 b@en + Py by ) 1 T
Y=
t=») t=v;
= il g
— = P(t--l ) (a(t,l))2+ P, ) 0(: )%+
(dx“ 20 2.! t;
y:a
~ + 0 )2) —
t=v) b=y,
c2Z;
o == 2 b 2 2 1 (b
(ayg)z—o ()_,1’: 1,3)( u)) +ZP€¢ 11)(@:)
y=0
+ 2O (9 )z) ==
. t=v; t=vy;
0*Z; ) ( (1)
Pl aleh U + Y B alth btk +
(ax oy ’“g z“:x t;
Y=

+ Y o ij’): Ex

8) Zur Berechnung des Risikos der ferneren Dauer von kontinuierlich
berechneten Versicherungen mit zwei verschiedenen Moglichkeiten des
ANusschexgens Giornale di Matematica Finanziaria, Serie 1I, Volume II,

2, 1932
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Es besteht somit die Naherungsgleichung
Zy =1+ (dsx — Bay) i — 4 (Cax® — 2E 1y + Day?).
Nach Poisson hat man

Zy = gs et
und folglich
Ams 1=s "‘w .
v=11%=Jo&"
A=l A=l

zu setzen. Weil aber die logarithmische Gleichung
InZ;=1Ing;+ ¢
gilt, so wird man auch die Naherungsgleichung
In gz + gat =In Z3 = In [1 4 (dsx— Bay) + — § (Cax® — 2Eszy + D;y%)]

aufstellen konnen, aus welcher man durch Reihenentwicklung in der
gewohnten abgekiirzten Weise die weitere Néherungsgleichung

In g2 + @it = (4ax — Bay) i — § (Caz® — 2By + Day®) +
: + 4 (dax — By)?
erhilt. Aus dieser folgt aber nach der Theorie der komplexen Zahlen
In g3 = — § [(C1 — 42 2® — 2 (Es — AaB3) zy + (D1 — Ba?) y7],
oL = Ayx — B;y. B

Mit diesen Werten ergibt sich fiir die generierende Funktion der Nihe-
rungsausdruck

Y =
A=8 A=8 A=8 l=s
—&[2 (GA“AA')W'-zz (ErAaB»zw;wz-—B;’)u']+ (Z Azz——ZBw)i
e =1 1 A=1 i=1 .

Wenn man die Integralgrenzen wiederum bis — oo und 4 oo ausdehnt
und zur Vereinfachung noch
A= ixz8

2 (Cr— A1) = Oy, Z(El — 41B)) = — Oy, Z‘D‘ — Bz’) = Oy

A=1
setzt, so erhdlt man abermals den schon berechneten Integralaus-
druck (IV).

5. Die Wahrscheinlichkeit P(u, v) 1Bt sich ferner als Losung einer

partiellen Differentialgleichung dreier Variablen darstellen, die aus dem
Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsausdruck hergeleitet werden kann.

Um die Darstellung moglichst einfach zu gestalten, setzen wir in dem
Ausdruck (II) ‘
A=g =8

Y . . -
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sodaB wir fiir P(u, v) den Ausdruck

P(u, v) = (2—%-)—2— f f Xe— e~ doy dy (VID)

erhalten. Wir setzen nun -
X = U
und differentiieren nach s; so folgt
.4
= = U
% UshnU

und hieraus

dX
7;=X—-l n X.

(Fortsetzung.)

How to compute the standard error of a correla-
tion with g.
Karel TFiska.

In the course of an investigation recently undertaken by this
writer with a view of determining the nature and diagnostic value of
the so-called speed and power tests of intelligence, necessity arose
to compare correlations with g obtained in different ranges for the two
kinds of tests. For this purpose, standard errors of the correlations with ¢
were needed. As the search in the literature for the formula required
led to no result, the task of deriving it had to be assumed by the writer. -

The formula for computing correlations with g has been given by
Spearman and may be written as follows:

o o (T2 i: T1oT14 *: _ [ne—vrin 3 )
v Tos Tos T Tin—1)1
) 2 ryghis\} Tara\} Ty n—1)T1s\?
= ‘e —— 2
re o] [ Bl ey R ey |
= (”12"13 + Tt -+ M-t 1u)* 3)

TesF T+ - - a1

" where 1,2,3,...,nare different variables which, taken any four at a time,
obey the tetrad equation

"' = T’ = Tz
and where g is a factor common to all these variables.
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