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and substitute 

we have 
Ç 0 = Ä - 1 

* 1 " * 1 " 
2Ä + A 2ti 

2r-~ 1 2r— 3 
4- + « 2r 

' 1 " 

2A ==2Ar 

" 1 " 

2Л 

1 2 r + l 
Also this formula we find in Steffensen's book deduced by other way. 

Das zweiändrige Wahrscheinlichkeitsgesetz der Ab
weichungen der Prämienreserve eines Bestandes 
von Versicherungen mit verschiedenen Auflösungs

möglichkeiten* 
Von Hans Koeppler, Berlin. 

Die folgenden Betrachtungen betreffen Versicherungen, deren ein
malige Prämie nach der Formel 

8Uj - J]i_i,fl.<l>tW> +|],_i,fl.<*>tW> + nPx^V«SnW 

berechnet wird. St<l\ S{*\ SnW bedeuten die versicherten Summen, von 
denen die mit Sfö bezeichneten Summen fortfallen, wenn der Ver
sicherungsschutz nicht so umfangreich gewährt wird. Die Summe der 
in der einmaligen Prämie vorkommenden Wahrscheinlichkeiten muß 
der Bedingung 

Vfr-uftW + J]t~l|^<2> + nP*™ - 1 
t~l t - 1 

genügen. Es sei noch bemerkt, daß npx^ die Wahrscheinlichkeit ist, den 
Ablauf der Versicherung zu erleben, ohne von einem der zu befürchtenden 
Ereignisse betroffen worden zu sein. Die jährliche Prämie wird nach der 
einfachen Formel 

Pxn\ • 

berechnet, in welcher 
&$n\ 

|---n—1 

a.r£i= ^ tpxmil 

í « 0 

den Barwert der pränumerando zahlbaren Beharrungsrente bedeutet. 



125 

Setzt man 
i-»n—1 

.p* ( S , = JJ {ilPxw + ,,.,,(«>) + „P: * < 3 > , 

so läßt sich der Rentenbarwert auf die bei Risikoberechnungen benötigte 
Form 

äxn\ =^y. (t-l\P*{l) + t~l|P*(2)) ÄFJ + nPx{Z) Ün\ 
t=»l 

bringen, in welcher ar\ den Barwert der pränumerando zahlbaren Zeit
rente von Ujähriger Dauer bedeutet. 

Zur Abkürzung werde im Verlauf der Darstellung 
(1) (1) (2) (2) (3) (3) 

t-\\P(x+k)\ = P(t~l\X)t t-l\P{*+t)A = P(t~-l,X), (n-k)AP(x + k)x = Pn t 
(n — k)x = n 

gesetzt, wobei X der Hinweis auf die A-te Versicherung ist. 

Das rechnungsmäßige Deckungskapital eines Bestandes von s von 
einander unterschiedenen Versicherungen wird durch die Formel 

A = * A«-s 

]jjj] FJL = ] [ ] (3l(*+*)A — -P*A Ä(*+*)A) 
A-»l A » l 

dargestellt. 

Führt man für die Summe der einmaligen Prämien, die der unbe
kannten Gebahrung der künftigen Ereignisse entsprechen mögen, die 
Bezeichnung ein 

A « s 

A---1 

und wählt für die Summe der Barwerte der noch nicht fällig gewordenen 
Jahresprämien unter den gleichen Voraussetzungen den Ausdruck 

A«-s 
$2 ~ 2j PXX &<*+*>* + v> 

A=»l 

dann erhält man für das Deckungskapital, das den tatsächlichen Ver
lauf der Ereignisse berücksichtigt, die Gleichung 

A-=« 

«1 — ̂  = 2 ^ + ( « — »). 
A « l 

Bedient man sich hierauf noch der Gleichung 
A-»# 

« i -« i=2 F j i + ^ 
A « l 
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in welcher A die Gesamtabweichung von der rechnungsmäßigen Prämien
reserve darstellt, so folgt 

A = u — v. (I) 

Diese Gleichung stellt die Abweichung der Prämienreserve als eine 
Funktion zweier Variablen dar. Die Darstellung des gemeinsamen 
Gesetzes der Funktionen u und t?, mit der wir uns beschäftigen wollen, 
gilt auch für den Fall, daß noch gar keine Prämienreserve angesam
melt ist. 

1. Ehe wir jedoch zur Herleitung dieses Gesetzes schreiten, wollen 
wir das mittlere Quadrat aller Abweichungen A auf elementarem Wege 
zu bestimmen versuchen. Zu diesem Zweck bilden wir für s von einander 
unterschiedene Versicherungen die generierende Funktion 

A*-« A « « jt=*vX <1> (i) 

T-rr T»T A*~i 
t*~9X 

A**8 * * • * / A 

' -П--ПE1Й-W 
* ł Л « l í = l 

fľ!,д ' (2) . (2) . (3) , (3) Д 
+ £ ř g ì - u ) e Ч U ) * % - H w v % + ÁУ9* X%~Ь'*У%)> (I) t-»l 

in welcher zur Abkürzung 

vl&kx+t = Ö(U)> ^^i-A+e ̂  «(M)> t ^ * ^ = °PX 

Ja^at| == o(tfA), J^a* j ==- o(t,;.), ^ a ^ j == o9Ä 

gesetzt ist. Der Buchstabe X ist wieder zur Erkennung der A-ten der 
s Versicherungen gesetzt. Man kann diese generierende Funktion nach 
Poisson auch in die Reihe 

Y^ZEP^-JK****-*** (II) 

entwickeln, in welcher 

die Summen Ux sich nur aus den a- Größen 
j> tt v ^ 2 >> >> >> >> ^" >> 

zusammensetzen. Man berechne nun aus den Gleichungen (I) und (II) 
die ersten und zweiten Differentialquotienten nach x und y und gehe 
sodann zu deren Grenzwerten für x = y = 0 über. 

Aus der Gleichung (I) erhält man, da {Zx)x^0 = 1 ist, 
y=»0 

lX**8 

(£L-(sš)..--> 
\ /**-0 \^i /*»0 XaL 

y**Q y**Q 

(x+k)x . i = -4ť, 

^Lг^s^^-^"51'' 
«~-l " ' * - ; ; Л-*l 
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=o 
=o 

l^Lo \Ä «*Lo Ä L &• \ '»* L . 
V-0 y=0 * ' y - 0 

=-{ ( f «^« - f+| / f *#-*> <4V+ 

+ ̂ ?iM)rö»)+ ?? 01-2^+^4-
* - l J A = l t 

l—\ - / V £-\ 4- V* [_- _ &z 

\0W,-o \A4i Ö«//,-O 4 4 i l ^ W J,. 
i/ = 0 i/_0 y. 

- - {(_ P^ «0+->-)' + _'[ S ?<™ < 0 2 + 
<="A -i A-* 

+ 2 pgLU ) (6<<V + rJJ(AjJ)« - 53 (P*A. a(*+*);i)4 -_ - fl, 
e=i J A=I • 

/82Y\ = (yBZx ydZA ,y\^_SZx t_Z£ 

V*%Lo [& **' h tyJ.-o ,li |>öy ?a: ey J,-o 
2/=0 I / -0 # _ 0 

- {_;a«*+-)*S-'-i -c+-)i + _T W V I S . tg! 
\ l _ I A=l A _ l t _ l 

_L. V J 2 ) „ (2) l>(2) » J3) „(3) i(3) 
+ ^jPC*- 1 ' * ) 0 ^) 0 ^) "T" ?VA Ö*A ^A ~~ 

t - 1 

^ » \ 
—2J 21(*+*)A P*A a{*+*)Af ^ *• 

A«l J 

Die Gleichung (II) liefert uns die Gleichungen 

_-27_7P (^_Ä i )f tV_=A . i , 

- ( 1 ) / . ( 1 ) J -л:м) + 

W.-O 
y _ 0 

y _ 0 

= — Äi, 

Ž/-0 
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ld*Y\ 
v-o 

und ferner auch die Grundgleichung 

EEPatf-w = (Jr)a;*o = 1. 
y - 0 

Der mittlere Wert der Quadrate aller nur möglichen Abweichungen von 
der Summe der rechnungsmäßigen Prämienreserven wird durch den 
Ausdruck , m 

W = ZZP^,-^ (я. - я2 - V ғ,í 

dargestellt, in welchem zur Abkürzung die Reserve der A-ten Versiche
rung mit Vx bezeichnet wird. Löst man die Quadrate auf und führt für 
die einzelnen Summen die entsprechenden, im Vorstehenden mitgeteilten 
Werte ein, so erhält man nach einigen zweckmäßigen Zusammenfas
sungen f 

W~Z\%P$UM4V»-I>%)* + ̂ ^(aS)-*®,)- + 

+ P%(a%-Ь%)*-vĄ. 
* Eine weitere Umformung zeigt, daß das mittlere Quadrat aller 

Abweichungen von der Summe der rechnungsmäßigen Reserven gleich 
ist dem Quadrat des mittleren ferneren Risikos. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß die vorgeführte Be
rechnung als eine Verallgemeinerung der von Timerding1) und von 
Gruder2) gezeigten Berechnungen anzusehen ist. 

2. Man kann nun auch aus der Summe aller Wahrscheinlichkeiten 
Z£P{ßu~ ®j =s 1 

die Wahrscheinlichkeit P(u, v) du dv der Abweichungen zwischen u 
und u ~f- du sowie zwischen v und v + dv herleiten, wenn man diese 
Summe mit dem erweiterten Besselschen Diskontinuitätsfaktor 

co 00 

_dudv r r 
e(®i-~A--u)xi~-(Шt--B-~v)yì(]/x dy 

г) Analys des Zufałł, Braunschweig 1916, Das Urnenschema. 
*) Th orie des Risikos. Tгansactions of the ninth intemationał Congress 

of Actuaries, Vol. II, Stockhołrn 1930, 
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multipliziert, welcher den Wert 1 annimmt, wenn -A + # < $ 1 < . 4 + 
+ u + du und H+r<.ß2<.B+i> + (fo; ist- Hebt man auf beiden 
Seiten dudv, so ergibt sich der dem Fourierschen Integral für eine 
Funktion zweier Variablen sehr ähnliche Ausdruck für die Wahrschein
lichkeit P(u, v) der Abweichungen u und v 

oo co 

P(u, v) = j J L f re-tU+«)^(B-ftOyK (272:P(Ält-irt)e<ft'*-ft^) tf# cty. 
^Jl-i (iii) 

Setzt man hierin für die Exponentialfunktion e®*xi~-®*yi die hinter 
den zweiten Potenzen von x und y und dem Produkte xy abgebrochene 
Reihe 

1 + ®lXi — %yi — -pv*2 — P 2 V + ®i$W 
und summiert nach ^ und ß2, so bekommt man den Näherungswert 

272;P(ft1>-»^Ä-*-f t^< == 1 + 4 ^ — Byi — | (Üz2 — 2Exy + Di/2), 

Diesen kann man nach der Formel a = elna als Exponentialausdruck 
schreiben* Entwickelt man darauf den natürlichen Logarithmus bis ein
schließlich der zweiten Potenzen und des Produkts von x und y, so 
erhält man nach kleiner Umformung die Näherungsgleichung 

£EP(® _ f ) ê -*"""®-*)* = eAxi~Bui~-Wc~At)x'~2(E~AB)xv+(D~Bity*h 

Die Anwendung dieser auf den Ausdruck für P(u, v) wandelt den 
letzteren in den Näherungsausdruck 

00 oo <* t 

P{U, |;) = _ L _ / f e-\(Cnx'+ZCltxy+altV')-iMX~vy)idxdy (IV) 
(27f)äj J 

— c o — o o 

um, wenn man zur Vereinfachung vorläufig noch 

Cn^C — A\C12=—(E — AB),C22=D — B* \ 

setzt, obwohl man aus den vorhergehenden Berechnungen schon die 
Werte C1V C12, C22 kennt. Auf die Berechnung dieses Integralausdrucks 
kommen wir später noch zurück. 

3.* Durch Anwendung der Laplaceschen Methode gelingt es ver
hältnismäßig schnell, das WahrscheinHchkeitsgesetz P(u, v) darzustellen. 
Dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz läßt sich aus dem Laplaceschen 
Wahrscheinlichkeitsausdruck für zwei Variable 

InL • (V) 
herleiten, falls man für die erzeugende Funktion Y die schon früher 
angegebene Form 

9 
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л=# =пz* 
setzt. Generierende Funktionen verwandter Form treten in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und in der mathematischen Statistik nur recht 
selten auf. l iest man die Darstellung, welche Markoff,3) in dem „Von 
der Summe unabhängiger Vektoren'4 handelnden Paragraphen 33 gibt, 
so bemerkt man im Verlauf der Berechnungen die Größe Q, welche einer 
generierenden Funktion dieser *Art entsprechen würde. Unter der 
Voraussetzung kontinuierlicher Veränderlichkeit der Wahrscheinlich
keiten gibt diese generierende Funktion auch C. V. L. Charlier in seiner 
Abhandlung „Contributions to the mathematical theory of statistics", 
6. The Correlation function of type A.4) Das Vorbild zu dieser gene
rierenden Funktion findet man aber auch schon bei Laplace auf pag. 323.5) 
Eine einfachere Form dieser generierenden Funktion ist auch die „Fonc-
tion caracte>istique", die Darmois6) in dem dem „Cas general de la 
dependance stochastique de deux variables" gewidmeten Kapitel VII 
(Abschnitt 6) bespricht. 

Denkt man sich die erzeugende Funktion in eine nach den Exponenten 
der e-Koeffizienten geordnete Reihe entwickelt, so wird der Nachweis 
der Richtigkeit vermöge der Doppelintegrale 

« n n n 

f fe±*«±»*dxd9=*0 und f fdxdy=(2n)* 

*~~n —-*Ä -~—n —--» 

geführt. Behufs Darstellung der Wahrscheinlichkeit P{u, v) in exponen-
tialer Form wandele man die Erzeugende Y in einen Näherungsausdruck 
für elnr um, indem man nach der Maclaurinschen Reihenentwicklung 
für In Y die bis zur 2ten Potenz der Variablen und ihrem Produkt 
genaue Näherungsfunktion 

-pm..+-(slL+-(#)j 
y « 0 y<*0 y**Q 

setzt. Da (In Y)XOSQ = In 1 = ö, und da die Vorzeichen der zweiten 
y**Q * 

Differentialquotienten mit Rücksicht auf den entstehenden Faktor 
i2 rr= — 1 als negativ angenommen werden können, werde zur weiteren 

8) A. A. Markoff, Wahrsoheinlichkeitsreehnung, Leipzig und Berlin 
1912, pag. 175. 

4) Arkiv für Matematik, Astronom! och Fysik, Band 9, No: 26. 
*) Theorie analytique des probabÜites, Seeonde Edition, Paris 1814. 
*) G» Darmois, Statistique mathematique, Paris 1928, pag. 189. 
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Vereinfachung 

In Yix,y) = i~f^ o * + (^) Q V ~ * (Cu^ + 20,^2/ + 0«»-) 

A«* 

gesetzt. Da In Y == V In .ZA» SO gelangt man schnell zu den beiden Grenz-
A - - 1 

werten der partiellen Differentialquotienten nach x und y. Diese haben, 
d a {Zx)¥wm0=l, die Werte 

.Ai, /ainY\ i^ezA CA* 

y«0 A a a l í/-*>0 Ae==1 

î/«0 |/»0 
Л=-в ыr \ *-** 

x+&)д • І == — Ä . 

* Es folgt daher, wenn man die Integralgrenzen in der üblichen Weise 
bis — co und + oo ausdehnt, wieder 

oo od 

P ( M ) t ) ) = _ L _ | I e - | |C u « , +2Cr t+U) - («« -» .H( i^ j , (IV) 
(2n)*J J 

— - o o — o o 

Dieser Ausdruck läßt sich aber, wie es Markoff (s. a. a. 0., pag. 176) 
offenbar meint, auf die Form 

co co 

.^•J-j^/r-Ä^-012^^^/--^^«* 
— oo ——CO 

(A === CUO22 — Vn) 

bringen. Wendet man nun auf die beiden Integrale die bekannte Formel 

/ e-
a*,±bxi dx =У ^ e *a 

an, so folgt nach einfacher Umformung 

P(U> V) Ä e 2I * (VI) 

Diese Funktion ist das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Einzelabweichun
gen u und i>, das die Form des „Fehlergesetzes in der Ebene" besitzt. 

4. Von Interesse ist wohl auch die Umformung des Laplace-Poisson-
schen Wahrscheinlichkeitsausdrucks P(M, V) nach dem Prinzip von 
Poisson, Es soll hierein vereinfachtes Verfahren gezeigt werden, das der 

9* 
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Verfasser für den Fall einer Urvariablen bereits in einem anderen Auf
satz6) gezeigt hat. 

Ist wiederum Y -= I I Zx% so entwickele man dieses Mal Zx nach dem 
A « l 

Maclaurinschen Satz in die hinter den zweiten Potenzen von x und y 
und dem Produkt xy abgebrochene Reihe 

*-*ta+-(£L+ '(SL+ 

in welcher ist: 
(Zx)x**o ~ 1> 

y»0 

( oZA [x* (1) {1} , v* (2) * (2) i (3) (3)\ . л 

Jx") Ä \ l i ҺÅ) м + 2j P{t U ) a^Л ) + ^ A övд Г ^ Д *%' /««o \гíaïl tÄ І / 

( f Ľ<г ~ & - ^ + я w) *—*•»• 

P L < r " ('?p"Ux) * ' + ï г , | t - w ) *)2+ 

+ î4ľ(«vľ)2)=-eл 

(^L8"~ (£^ l w>* ) г + £ ̂ > {b^)г+ 

y»0 

+ ^>( Й = -І3л 

(ШLr (£^w) afô) C ) + £ ^iw) 4ìì ьfx)+ 

ï/*»0 

+ p Г < ' f r i ľ l = ^ я -

•) Zur Berechnung des Risikos der ferneren Bauer von kontinuierlich 
berechneten Versicherungen mit zwei verschiedenen Möglichkeiten des 
Ausscheidens* Giornale di Matematica Finanziaria, Serie II, Volume II., 
N. 2, 1932. 
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Es besteht somit die Näherungsgleichung 

Zx = 1 + (Axx — Bxy) i — -I (Cxx* — 2Exxy + Dxy*). 

Nach Poisson hat man 
Zx = £A êA* 

und folglich 

A=»l ' A » l 

zu setzen. Weil aber die logarithmische Gleichung 

In Zx — 1XIQX + <pxi 

gilt, so wird man auch die Näherungsgleichung 

' In QX + <pxi -= In Zx = In [1 + (Axx—Bxy) % — \ (Cxx* — 2EKxy + DAy*)l 

aufstellen können, aus welcher man durch Reihenentwicklung in der 
gewohnten abgekürzten Weise die weitere Näherungsgleichung 

In QX + tpxi = (Axx — Bxy) i — ± (Cxx* — 2Exxy + Dxy
2) + 

+ \(Axx — Bxy)t 

erhält. Aus dieser folgt aber nach der Theorie der komplexen Zahlen 
In QX = — i [{CA — Ax2) x* — 2 (Ex — AJ3X) xy + (Dx — Bx

%) y*], 
<px == Axx — Bxy. 

Mit diesen Werten ergibt sich für die generierende Funktion der Nähe
rungsausdruck 

[ A=-S A = * Xr=z8 -\ /.A=r* A=S \ 

y (Cx-.Ax*)x*-~2 y*(Ex-AxBx)w+ V{Dx-Bx>)y> + ( V AXx- V 2 ^ 1 < 
A=1 A=1 G l J \A^1 Ö / . 

Wenn man die Integralgrenzen wiederum bis — oo und + oo ausdehnt 
und zur Vereinfachung noch 

J (Cx - -4A2) =- Cu , | ] (KA - ^A^A) = - Cw | ] (DA - Bx*) = O22 
A = l A = l . A = l 

setzte so erhält man abermals den schon berechneten Integralaus
druck (IV). 

5. Die Wahrscheinlichkeit P(w, v) läßt sich ferner als Lösung einer 
partiellen Differentialgleichung dreier Variablen darstellen, die aus dem 
Laplaceschen WahrscheinUchkeitsausdruck hergeleitet werden kann. 
Um die Darstellung möglichst einfach zu gestalten, setzen wir in dem 
Ausdruck (II) 
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sodaß wir für P(u, v) den Ausdruck 
71 Л 

P(u, v) * - -~^ f f J Í H — W ) . dx dy (VII) 

erhalten. Wir setzen nun 
X = U* 

und differentiieren nach s; so folgt 

und hieraus 

Ş=v«lnU 
ds 

ds s 

(Fortsetziuig.) 

How to compute the standard error of a correla
tion with g. 

Karel Tfiska. 

In the course of an investigation recently undertaken by this 
writer with a view of determining the nature and diagnostic value of 
the so-called speed and power tests of intelligence, necessity arose 
to compare correlations with g obtained in different ranges for the two 
kinds of tests. For this purpose, standard errors of the correlations with g 
were needed* As the search in the literature for the formula required 
led to no result, the task of deriving it had to be assumed by the writer. 

The formula for computing correlations with g has been given by 
Spearman and may be written as follows: 

/r12ri3\* /rl2ru\* __ / run~i)nn\* m 

"̂  ^ V7̂ ^~y ^ i~^~; ^ —1-^^=17^-; (1) 

- 2 f/r12r13\i , / ri2rl4\* , , / rl(*-l) rln\*l m 

- (^rrn^=r2) [\̂ —; + \̂ —) + • - + ^ z ^ r j J (2) 

__ /r12rl3 + r12r14 + »«-+, n<n~l)rl»\* ( 3 , 
\ r23 + r24 + • • • r(n~l)^ / 

where 1,2,3,. *., n are different variables which, taken any four at a time, 
obey the tetrad equation 

r12r84 =ss r13r24 ̂  rl4r23 

and where g is a factor common to all these variables. * 
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