Aktuéarské védy

Alfred Tauber
Die Zufallsvertrige in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. II

Aktudrské védy, Vol. 5 (1935), No. 2, 65-73

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/144625

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital signature
U within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/144625
http://dml.cz

Die Zufallsvertrige in der Wahrschemhchkelts-

rechnung.
Von Prof. Dr. Alfred Tauber (Wien). (SchluB.)

Als Beispiel fiir eine genauere Berechnung der Haupt-
konstante mogen k Vertrage einfachster Art in Kombination mit &’
anderen Vertrigen, ebenfalls einfachster Art, gebracht werden. Die
ersteren vereinbaren fiir das mit der Wahrscheinlichkeit » erwartete
Eintreffen eines Ereignisses den Preis 9 gegen den Einsatz ¢ und fir
die letzteren sollen die entsprechenden Werte w'3'C’ gelten. Sowohl k
als k' werde als groBe Zahl angenommen. Nun kann die Kombi-
nation des (k — v)-maligen Eintreffens des ersten Ereignisses mit dem

(¥ —+')-maligen Eintreffen des zweiten FEreignisses auf (f ) (f')

fache Weise vorkommen und ruft jedesmal zu Lasten des Unternehmers
einen finanziellen Effekt

(k—») A+ (K —»" )W — k€ — K'C’
hervor, die korrespondierende Wahrscheinlichkeit ist
w—r (1 — )y w'*—" (1 —u'y,

daher wird das kombinierte Risiko ﬁ gleich

. 1 — {1 — '\
o B ) () T
x [ (A —C)+ & (A —C") —»A—»" A,

die Summe ausgedehnt iiber alle », ', welche den Ausdruck in der
eckigen Klammer positiv machen. Um die Summation iiber »* aus-
zufithren und die Bezeichnungsweise (45) anwenden zu konnen, definiert

man
B 1 , 1
th‘k(m——@)—{—k'(ﬂl'——@')——vﬂ( I T T I =W (60)

dann geht der Wert von B in die Summe iiber

=
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R=wunr Y (f) (0 — 1)~ Zu (o o) (61)

mit der Bedingung fiir », dal g, positiv ausfillt. Wieder wie bei dem
Problem des vorigen Abschnittes, lassen sich alle zuldssigen Werte von »
in drei Teilsysteme zerlegen, jenachdem

0<o 21, 1< <o, 20,
statthat. Fiir den ersten Teil gibt dies die Bedingung fiir »
WA <k(U—C)—FK¢'
er entfillt bei k (A — €) < ¥'C’, withrend sonst die Zahl » kleiner als
O e
L SN FTI1 (62)

sein muB. Dieser Teil von 1/?\, auf die Werte » = 0 bis 4 — 1 beziiglich,
ist in geschlossener Form darstellbar, vgl. (45a),

s Sk ¥ .
) JUE) (O R Y LA
Rl =y ZO (v) (@ — 1)+ (Q” 0,) (62a)
Die Werte » des zweiten Teiles RIf von R haben die Bedingung g, << ¢’
oder

WM <kUA—C)+F W —C)—EFW (1 —2u)
zu erfiillen, dies erfordert, da die rechte Seite positiv und

v<y', ”r_:k(ﬁl—gl)'—“ks__*_ar’ Sl___z(sl__ulgll (63)

ist. Dann 1aBt sich fi\", bei Ersetzung des Wertes Zi (0., ¢’) durch

3

o d
VA"
( o )(L L) , "(e—-l 6—1)
o /T (@ ="
vgl. (45b), mit BRI vereinigen zu
w—1

BRI 4+ BRI — Qb Z (i)(o’—-l)""(ﬂ—l—c:—) +

g @

wia . . (630
o kigy — 1V (5 — 1)+ 7., p oy
+ Wty ,;, (v) (o — 1) (o \ 1)+ Z (@,-——1 a'~1)

Die erste Zeile rechts hat gemiB8 (60) den Wert
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u'—1 k -
k — —y e (O -——k’S’ — 9 ,
u ﬁ\:(, (v) (6 — 1)=* [k (A — ©) ¥(]
der mit Aw*Z(p, o) ibereinstimmt, wenn die GroBe
kN 1
— = , 8 =@ — :
TETA TR

eingefiihrt wird. Die Hauptdimension von u*Zi(p, o) ist aber, wegen

[ > o, 1
L

daher jene Konstante §7, deren (k + k')-te Potenz den Betrag (64a)

besitzt
— 1Ly
LU A

und bei Aquivalenz (¢ = o) gleich der Einheit.

Fiir den Ausdruck in der zweiten Zeile von (63a) richtet sich die
Hauptdimension nach derjenigen der Funktionen

; Zk’ Q’i—w, —7—9'*— >N (0" -_ l)k’_”" k ’/“" — ]f“‘ —_61'7 (65)
— 1 iy [

v

vgl. (51), wird also vergleichbar mit

= A% .,
e ()=

v=p
Der dritte Teil von ﬁ bezieht sich auf die Werte von », welche ¢, = o
bewirken mit der Obergrenze
kU —=C)4 U —C)
= %A

— &%, (66)

und kann wegen Z(g., a’)m(‘f) (¢ — 1)~ mit (65a) verejnigt

werden zu
m—1

Y (k) (k) (c— 1) (0" — 1) (66a)
y=u v\
Da zwischen den ganzen Zahlen u,, m, v die Beziehung

py = b (m — ) ++ 56* 4 &, b= W/WA
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besteht, ist die zu untersuchende Summe

» ‘m-—l k kl , _ (O’I'—‘l)b'
vt Y (v)(bm——bv—%bé*—}-éy)g’ s S\

Yy

ihre] Struktur unterscheidet sich von jener in (52a) nur dadurch, daB
hier k' im zweiten Binomialkoeffizienten die Oberstelle einimmt, Nach
ihnlichem Vorgange wie dort zieht man aus dem angeniherten Werte
des Summanden

k(N P ¥ K bm—ty _
5[5@"4V ]km;m@ﬁ:a“ﬁk ]

die k-te Wurzel und erhilt, wenn

v bm 174
tzkia::"’z;’s gz“—“’_c' (67&)

als abkiirzende Bezeichnungen verwendet werden,
. §° (g — a~ bt)a—s—bt
it —yH-t{q— bt)a—-bt’
Nun ist jener Wert von ¢ << 1 zu ermitteln, fiir welchen der
Ausdruck (68) sein Maximum erreicht. Zu diesem Zwecke wird

der beziiglich ¢ genommene Differentialquotient des Logarithmus
von (68) Null gesetzt

O0=Igé—lgt+lg(l—1¢) -+ b lg(a—bt)—Db lg(g— a- bi).
so daf die Gleichung fiir den gesuchten Wert von ¢ lautet

—_— b
0=f(t)=§—lit(9 ai_;bt) ,

¢ bt<<a<<g- bt (68)

(69)
_ Sie hat wegen f'({) << 0 nicht mehr als eine Wurzel. Durch Entnahme

von a— bt aus dieser Gleichung und Eintragen des Wertes in den
Ausdruck (68) wird dessen Maximum 7

1 [ 1—n&f g e
"—1_¢F ~) s ' 10 =0, (694)

—a- bt
womit die Hauptkonstante /7 von (67) bestimmt ist
(BU)e+¥ = wky'¥ (g — 1)—bm pk,
Beiderseits die k-te Wurzeln gezogen und & durch seinen Wert
ersetzt, resultiert mit Riicksicht auf (60)

e W [l—ul—pso gu’ 4 .
(ﬂu)l"v_.l_t( z u)b(g__a+bt),f(t)~_0. (696)

(¢’ —1)®
oc—1
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Nur im Aquivalenzfalle nimmt, wie auch hier zu zeigen, 7 den
Maximalwert 1 an, sonst ist 87 ein echter Bruch und die Gré3enordnung
des kombinjerten Risiko’s wird durch den groB8eren der beiden Betrige
in (645), (69b) gegeben,

AnschlieBend an diese Bestimmung von R wire das Problem zu
behandeln, ob in dem besonderen Falle

w=u, AW/A=CC,
d. h., daB} der zweite Vertrag dieselbe Wahrscheinlichkeit und dasselbe
Verhiltnis der finanziellen Effekte aufweist, wie der erste, den Ver-
trigen ein gegenseitiges ,,Kombinationsgewicht* beigemessen werden
kann, etwa derart, daBl wenn das kombinierte Risiko von je k Ver-
trigen der ersten und zweiten Kategorie in der GriBenordnung mit
jenem von (k -+ k,) Vertrigen der ersten Kategorie iibereinstimmt, der

zweite Vertrag das Kombinationsgewicht k,/k gegeniiber dem ersten
haben soll.

Verallgemeinert, wiirde eine solche Gewichtsbestimmung gestatten,
den obigen Vorbehalt beziiglich der Vertrige, fiir welche das kombi-
nierte Risiko zu bilden ist, dahin zu restringieren, daB sich die Vertrige
auf Gruppen verteilen sollen, deren jede eine groBle Zahl Vertrige mit
denselben Wahrscheinlichkeiten und mit proportionalen finanziellen
Effekten enthilt.

Anhang.

1. Die Gréfienordnung der Polynome W(p,0) bei g >o.
An Stelle des in (23) definierten Polynoms Y10, ) werde die Funktion

1 A
yilp, 0) = e (o — 1Y~ {0 — 1) ¥(p, o), Q_==,u—6, 0=<6<1(70)

betrachtet, und deren Gréfenordnung p—i nachgewiesen, gemaB der
Formel

T ot - c—1 '
— 4 — "
i, ) N[(l—-r)z = f]]/,‘ln Gjh—/; r_e - < 1. (70a)

Nach der Definition (23) ist nédmlich, wenn 7 = g gesetzt wird,

—1
"o A A\ (@ — 1) gu—r
e [ =
oder bei Eintragung des Wertes 1 = up — g
4=l — 0p\ (0 — 1)He—de—r qu—»
i, 0) = Z (u—v—29) (:u@ v 9) < pre—de
y=0

Dann zeigt die Substitution des Stirling’schen Néherungswertes (29a)
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fiir den hier auftretenden Binomialkoeffizienten (vom Summanden fiir
v =0 darf abgesehen werden) die Vergleichbarkeit von y(p, o) mit

p—~1

.(‘u, — e 6) (”Q — 60—)ﬁo~dg+i (Q _— 1);:q~—dgvv T
Lo so et g

Zieht man zunichst den Fall § = 0 in Behandlung und bringt den

—v+3
Summanden durch die Zerlegung (ug — v)se—++t= HFH-H(Q . -)M
u
in die Form
o— "\ 5T
—_— H—v v o #
ek VQ (%) ?:f% ’ (700)

e
2 (g —_ «-4)

[
so wird seine Dimension, wofern man vorerst den Fall 1—»/u <<p—1

betrachtet, der fiir » > v, erfiilllt sei, aus der Reihenentwicklung er-

sichtlich, die fiir den Logamthmus des Ausdruckes in der eckigen
Klammer

u—m&a~ww+@—1+mm@+w~m)h~1~ﬁ(mw

nach Potenzen von k vorzunehmen ist. Diese Potenzreihe, fiir b << p — 1,

lautet
e h®  o*—20 M
c—12 Tigzmre T

somit ist p;(p, o) auch mit der Summe

"~ (p—v) 7 Ve ——y[g__l (“:f) +fq:f§’, (“(;f)' +...]
v
v=to | 2ny (g-——» )
oo o=

vergleichbar, die bei Substitution von u — n statt » iibergeht in

n—vg nh V‘;" e _n'  o'—2

e—1 2 (e—1) 6@

) Y et £ S —
":{]/m(»t—-n)(e——l—% )e

Aber infolge des Einflusses der Exponentialfunktion haben die Glieder

fiir Werte von n, welche die Dimension V; itberschreiten, relativ kleine
Betriige, deshalb ist

e

. s 7 7
0 n
wz(e,a)w] mn=1m e (71)
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und diese vereinfachte Summe darf nachtriglich wieder bis u oder
dariiber hinaus erstreckt werden, ohne die Dimension zu dindern. An-
derseits nimmt in dem oben ausgeschlossenen, nur bei p < 2 mog-
lichen Fall 2 > ¢ — 1 der Ausdruck (70c) sein Minimum fiir A = p — 1
an, sodass die betreffenden Summanden von (706), als mit einer
positiven Potenz von e—# vergleichbar, irrelevant fir die Gesamt-
summe bleiben. Eine Obergrenze fiir ¢ erhiilt man sofort, da v <1
ist, durch gﬁnzliche Vetnachléissigung der Exponentialfunktion

z ——
,0) < 2 V= e
va(e, 0) % o—1) il T (1I—7)2 Vzn e—1) g (71a)

und analog, allgemeiner — in (71a) tritt dann (v — J) © statt vt auf —
fiir § zwischen 0 und 1, die in (70a) angegebene Obergrenze. Mit Riick-
sicht auf die Formel

— 1)~ e
(¢ })__L‘(z)w e —}i-—=/.¢——-6,
e # 2n(e—lp @

deren Richtigkeit daraus folgt, daB die linke Seite den Naherungswert

(@—1p— (_&)‘(_ﬂ_ _ ])"‘“]/___z_*_ _
et \u/\u 2o (A—p)

Gl F=50) Vo=

besitzt, vgl. (29a), (29b), findet man aus (70) fir das Polynom ¥;(p, o)
die Gréfenordnung

9 T ot A

Die in Formel (31) angefiihrten Konstanten «, & haben hier die

‘Werte
—1 4
=0,b=0p|2 — -
(=

Indes wird bei geringem Unterschiede zwischen p und o diese Dimensions-
angabe mit einer an Betrag groBen Konstanten b behaftet, und es er-
scheint zweckmifBig, eine Obergrenze fiir ¥ zu ermitteln, welche keinen
solchen Nachteil hat: Entweder man interpoliert die beiden Werte,
die sich aus (23) resp (26) ergeben

1 1—6 (A o (A
,1)=p(1—0 == !
Pile, 1) = o ( )(ﬂ_l) Al R (u)we*l(#)

ilo, 0) = p (z\)
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geometrisch zwischen 7=0 und 7=1

' e V"] (A 2
(e, 0) N[(-é“:i) I ] (,u)’ (72a)
127
was fiir Formel (31) die Konstanten &« =1, b = (é%i)i; liefert.
- Oder noch einfacher, man wendet die Ungleichung an
A A A
¥y(o, o) < Pilor 0) = ()~~() 72
20, 0) < Wilos 0 Ela) 5 (72b)

und erhilt &« = 1, b= 1/p.
2. Beweis der Formel (45a). Die fiir ¢ > 1 definierte Summe
p—1
o [ A A A
= e — Y == — <
Zig,0) = Y ( ”)(v)“’ )=, S—p—0,050<1(12)

e
y=(
erstreckt sich, wenn ¢ = 1 ist, iiber die Werte » = 0 bis 4 — 1, darf

aber wegen des Faktors % — v bis » = A ausgedehnt werden, dies gibt

A 2
e N e i

y=0

anderseits ist fiir g < 1 jedenfalls 4 > A und weil fiir » > 1 der Binomial-
koeffizient ( f ) verschwindet, folgt

A

2 A L det 11
zie o) = ¥ (7—)(5) e =0 =gy =5 o<t

y=0

3. Beweis der Formel (45b). GemiB der Definition (72) wird

-
0 o A o—1 Yl a —
Z|l—, ——]= e — —_— ,
‘(9-1 G—l) Zo (/1 0 v)(*’) g—1 1)
worin die ganze Zahl y' bestimmt ist durch '

y'~a'=z€lell=1-#+a, 0ss <1

und daher je nach § = 0 oder § > 0 den Wert 4 — p oder A — g - 1 hat

Ersetzt man nun in der Summe fiir Z;( ) den Summations-

_e .9
, o—1 o—1
buchstaben » durch 4 -, so verwandelt sie sich in

2 A A .
—o=t B (o)) e
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woraus sich als Wert der linken Seite der zu beweisenden Gleichung (45b)
ergibt :

%G (e X G- ()e-r

p=(

- A
welcher Wert sowohi fir § > Oalsfir =0 mit }' (—;1—~—v) ( i) (o—1)—,
y=0 -

d. h. mit der rechten Seite von (45b) zusammenfalit.
4. Beweis der Formel (51). Aus der GrifSenordnung (31) des
Polynoms W;(g, 9), bei g > ¢ und ,u = —2— -} 4, erhilt man diejenige von

W0 b (A\_ _ak (4
Zi(g, 0) = o (0— 1)1 o o{o—1)—1 (,u) " (e—1p (/“)

\

,a—ci-—l), wenn p <o ist, was

und daher fiir die Funktion Z; (9 i

é—'_%—l >-— nach sich zieht, mit analoger Bezeichnung
N 4 a’d (1 e—1_ .,
z‘(g——l’o-—-l)m o —1”’ ,u"}' 0 =p—7,
o—1

Bei 6 = 0 ist aber p’ = A — yu, somit resultiert

A 2 d ’ 2af A e 1 VA—
Zl('é__:__—l: o____l)(\)a}- (”)(0' 1A+, .

withrend bei 6 > 0, u' =A— pt + 1 sich bloB die Konstante a’ andert.

Druckfehlerberiehtigung zum Aufsatze des H. Prof. Tauber: ,,Die Zufalls-
vertrige in der Wahrscheinlichkeitsrechnungs,
Auf Seite 19 sind in der ersten Zeile die vier Worte ,,als 1 oder &

zu streichen, und in der 5. Zeile soll es statt ,,oder kleiner* richtig ,,oder ¢
kleiner‘‘ heiBen.
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