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intégrable dans la sphére £ limitée par une simple courbe fermée. Cette
sphére soit entitrement contenue dans le rectangle limité par les droites
8§==8, §=28,, t=1, t=1, Supposons en outre que les fonctions
z(s) et y(s) sont intégrables dans l'intervalle (s,, 8, et les fonctions
2(t) et u(t) intégrables dans P'intervalle (t,, t,>. Si, dans la section consi-
dérée, nous avons en vigueur

x(81), x(sz) . z(tx)’ z(tz) a(al, tl): a«(81, tz)
3/(31): 3/(32) u(tl)! u(tﬁ) = a(aa, tl)’ a(azx ta)

pour des 8, << 8, ¢, <C ¢, quelconques, alors nous obtenons facilement
de (4) I'inégalité integrale

f f a(s, t) z(s) z(t) ds dt f f a(s, t) y(8) 2(t) ds di
f [a(s, t) x(s) u(t) ds dt = f [a(s, 1) y(s) u(t) ds dt
2

>0

11 est bien facile de répondre ala deux1éme condition énumérée dans
(8’), alors par exemple pour la fonction a(s, ¢) = @{(s)¥) ol ¢(s) et y(t)
sont des fonctions ne diminuant point. Car de la rélation

[9_0(__2]”> [zu]” ( < )
@(8y) = Lo(s) t <ty

P(8,)P8); gp(sy)pita)
(P(gZ)V(tl)’ (p(,g )v(ts)

il y a que
= 0.

Die Formel des Herrn Prof. Loewy zur Darstellung
von Integralgleichungen als Losungsformel fiir

Integralgleichungen der Lebensversicherung.
Von Hans Koeppler, Berlin.

Aus der Tatsache, daB die Losung einer Integralgleichung selbst
wieder eine Integralgleichung ist 1) kann man wohl schon schliefien, da
irgendeine Beziehung, welche zur Darstellung einfacher Integral.
gleichungen dient, weiterhin auch umgekehrt zur Lésung einfacher
Integralgleichungen verwendet werden kann. Nach dieser Richtung hin
hat der Verfasser die einst von Prof. Loewy ?) aufgestellte und ange-
wendete Formel untersucht. Die letztere moge zunichst zur Bequem-
lichkeit der Leser in Kiirze mittels einfacher Integration und in ein-
fachster Form hergeleitet werden.
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Geht man von dem Funktionen-Quotienten
#l0)

8(t)

aus und differentiiert denselben, so ist bekanntlich

P —sWel) _¢l) s

a(t) =

oder 0= (s} - 8(t) s(t) ()
dp(t)  ds(?)
de(t) = 5= — gy 20 (4)

Integriert man num diese Differentialbezichung zwischen 0 und z mit
der Annahme des Vorhandenseins eines Wertes z(0), so erhilt man die
in den Darstellungen des Herrn Prof. Loewy enthaltene retrospektive

Formel
dw(t)
f f«u“+z’ )

nach welcher Prof. Loewy aus der einfachen retrospektiven Formel der
Primienreserve 3 Integralgleichungen der Primienreserve hergeleitet
hat. Integrieren wir die Differentialbeziechung (A) nach ¢ zwischen z
und 7z mit der Annahme des Vorhandenseins eines Wertes z(n), so ergibt
sich die prospektive Beziechung

2(2) = 2(n) — f®”+f“”m, ()

s(t) ()

die in den Darstellungen des Prof. Loewy nicht enthalten ist. Es sei
noch bemerkt, da die Formeln (I) und (II), die der Verfasser schon in
seinem Aufsatz ,,Die Anwendung der Integralgleichungen von Volterra
in der Lebensversicherung®, 3) inbezug auf Losungen von Integral-
gleichungen untersucht hat, sich auf einfachstem Wege ohne Anwendung
besonderer Kunstgriffe zur Herstellung von Losungen verwenden
lassen. Der Inhalt dieses kleinen Aufsatzes soll natiirlich nicht die Wie-
dergabe des gemeinten Abschnitts des soeben zitierten Aufsatzes zum
Gegenstand haben. Dieses Mal werde auf andere, sehr einfache Weise
gezeigt, wie man mittels der Formeln (I) und (II) die einfachen Integral-
gleichungen der Lebensversicherung 16sen kann,

Auf meine erwihnte Arbeit zuriickkommend, bemerke ich, daB

man die retrospektiven Integralgleichungen der Lebensversicherung
wohl a.lIe in der vereinfachten Volterra'schen Form

Mé)

@) w(&) p(§) d&

wm4m¢f
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darstellen kann. Setzt man
Mz) p(x) = p(2) und A(z) f(x) = g(),

80 erhiilt man die in der Lebensversicherung beliebt gewordene Form

p(@) = g(@) F [(&) p(&) d&. (B)
0

Zum Vergleich mit dieser Formel schreiben wir unsere Formel (I),
indem wir 2(t) = w(t) und 2(0) = (0) = 0 setzen,

e e
fﬂ& j. ©

Sollen nun beide Formeln miteinander iibereinstimmen, so mufl zu-

néchst
_ P(§)
= fsm

0

sein, woraus durch Differentiation nach x

7 =L

8()
folgt. Aus dieser Gleichung ergibt sich aber

dp(2) = s(x) dg(x).
Wenn man diese neue Gleichung zwischen 0 und # integriert und an-
nimmt, daB ¢(0) = 0, so erhélt man -

-

pla) = [2(8) dg(d).

0

Der weitere Vergleich der Gleichungen (B) und (C) fithrt zu der Glei-
chung
8'(§)

@ = 4 w(é),

aus welcher man

d1In s(§) = £ u(é) A
findet. Die Integration dieser Gleichung zwischen 0 und z liefert

In s(z) — In 8(0) = & [w(§) ¢,
) 0

12
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z z
) + fueras + [urae
8(x 0 0
) = oder 8(x) ==s(0)e
Nach Voraussetzung war y(z) = ‘EE(%L

Setzt man nun fiir ¢(i) und s(x) die Werte ein, so erhialt man die
einfache Losungsformel

z

3
[serage)  fa0) =" agie)

Pz) = e = 2 ;
(8)de (8)de
S(O)eibfu ) 5(0) e:!:bfu it
X
z
F [ e)de 111
= f e éf T ag), i

welche jenen nahe verwandt ist, die Prof. Cantelli4) und Prof. Messina®)
gegeben haben.

Die prospektiven Integralgleichungen der Lebensversicherung lassen
sich in den einfachen Formen3)

(=) £ f D uerpie) ae

darstellen. Auch in diesen setzen wir ‘
M) p(x) = p(x), sowie A(z) f(x) = g(a),
wodurch die prospektiven Integralgleichungen umgeformt werden in

k
v(@) = g(2) = [u() p(&) dt. (D)

Um die Formel (II) zum Vergleich heranziehen zu kénnen, setzen wir
in dieser

2(z) = p(x) und n = £,
80" bekommen wir

dqv(f ds(é)
i) = ot f & * f @) ¢ ®

Damit Ubereinstimmung zmschen (D) und (E) erzielt wird, muB zZu-
nachst .
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k
o(z) = (k) — f d(s)

z

gesetzt werden. Die Differentiation nach z fiihrt wieder zu der Beziehung

_ 9@ _ do(x)
T os(x) ] dg(z) = 8()

g'(z)

oder
dg(x) = s(z) dg(=).

Wird diese Differéntialbeziehung nach z zwischen x und % integriert,
so folgt

k
i) — g(z) = 8(&) dg(8)
oder :
k
¢(2) = p(k) —[5(£) dg().
Des Weiteren setzen wir :

ds(£)
8(£)

und integrieren wieder zwischen 0 und z, sodaB wir erhalten

= dIns() = £ p(8)

T

8(&) y (s
In (&) — In s(0) = In 5(0) = -_-}:f,u(f) dé oder s(z) = s(0)e 0
0

Indem wir die fiir ¢(x) und s(z) gefundenen Werte in den Quotienten

p(x) = ;ﬁg—; einsetzen, gelangen wir zu der Losung
k * f
% | ub)de
(k) — [o(&)dg(e) (k) — [s@) e WE)
. '(p(x) — z - — x - R
(&)d¢ £ [uterds
s(O)eiof”E) «(0) ¢ Ofn )
welche wir dadurch vereinfachen, daff wir
k
+ [utras

plk) = y(k) s(k} = p(k) s(0) e 5

setzen. Wir gelangen so zu der endgii!tigen Lésung -
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E &
R .
#(@) = pil) e:!-. ! Moe fe % xf 4 (é)didg (@), a V),

in der allerdings (k) als bekannt vorauszusetzen ist, was stets zutrifft,
wenn nicht der Fall y(k) = 0 vorliegt.

Um die Brauchbarkeit der Losungen (III) und (IV) vor Augen zu
fithren, betrachten wir die retrospektive und die prospektive Integral-
gleichung der Risikoprimie und die mit diesen Integralgleichungen
zusammenhingenden Integralgleichungen des riskierten Kapitals.

Die retrospektiven Integralgleichungen ergeben sich, wenn man in
der Formel der Differentialrisikoprimie fiir das Zeitdifferential % bis
k4 dk

}cHz dk == Mm+k(Sk - sz) dk

die k-te Primienreserve als die Differenz zwischen der Summe der
aufgezinsten Primien der Versicherung und der Summe der aufgezinsten
Risikopramien darstellt. Man erhilt auf diese Weise mit Fortlassung
des Differentials dk

k k
kﬁz = Ug+k [Sk — T)x;ﬁ({ rk—3dj +Of7'k_” )jjz dl:l

k E
= g ik (Sk — Py ({r"-“dl) -+ ,u,,..,.kbf k=4 01, dAd  (Va)
oder nur fiir die Risikosumme
k k
(Se—1V2) =(Sk~—me 0f rk—A dz)+ 0f H=Ayy 2 (Si—1Vz)dA. (VD)

Der Einfachheit halber beschiftigen wir uns nur mit der Formel (Vb)
und schreiben sie in der Form

k k
*(Se—1Vz) = (‘v"Sk — Py of v dﬂ) +Of Yo+ 3[4 (Sx—21V )] dA.

Indem wir diese Gleichung mit den Gleichungen (B) vergleichen, be-
merken wir, dafl wir

k
g(k) = &S, — Py Of vMA, pe = pots P(E) =08 (Sg—¢V2)

zu setzen haben. Zwecks Anwendung der Lésung (I11) schreiben wir

e,
dg(&) =d (vESg — P 0f vt dz)
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und erhalten zuniichst

¢
(S — i Vy) = f f e (vae——Tm—, j'vidz).
0

1}

Auf die rechte Seite die partielle Integration anwendend, finden wir
zundchst

o f”-’”‘e v P — f ¢
(S —2Vz) = (v# 8 — Poy [v*dA) | +
0
0

2
k g - ¢

el s 028, — P ey ag
0 °

Mit der Annahme, daB s, = 0, folgt femer

k

vk (Sp—iVa) = v# Sp — Pz ( [orda+ e f f et ba for da dé‘) +
0
k

k
by pdé
+fee T e 08 Sp dE,
] _

und da sich mittels partieller Integration

k
k kfu pds § k fﬂ d55
A+ ed T pppe[vPdAdE = [vrdd —[del T [vAdd =
Jrar [ e foasse o fucl
k
k Eook o,
— (v} d4 — [ﬁm sf‘d1]+feef’”“dsv5d5=
0 (1]

0

Pt edd
— e'fa:+ Edf

0
ergibt, so erhilt man schlieSlich

%
(ty 4 6 +0)d E [(ugyerors
(St — V) = Sk — [ an] ef e f—fegf H Mz e Se df]-
0 , 0

Die prospektive Primienreserve der gemischten Versicherung laft
sich auch darstellen als die Differenz zwischen der auf den Zeitpunkt der
Reserveberechnung diskontierten Versicherungssumme, welche beim
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Erleben des Ablaufs der Versicherungsdauer fillig wird, und dem

Barwert der kiinftig zu zahlenden Pramien der Versicherung abziiglich .
der anteiligen Risikopréimien. Hiernach ist also

n

WV = vn—k 8, —[op—F [1'5,,7, —T 2] dA.
4

Mittels dieser Formel erhalten wir fiir die Risikoprimie unter Fort-
lassung des Differentials dk

kﬁz =ﬂz+k[slc — kS, +f'vl—k (ﬁzﬂ - Aﬁz) dl] ==
k

n n
= Motk [Sk — vk S, Py [ vk dl] — g +kfv*—k AT, dA, (VIa)
k %
und ferner fiir die Risikosumme allein
"
S —2Va) = (Sk — o=k 8, + P [ oAt dl) —
s :

23

— | Ak He+a (Si— A‘V—z) da. (VIb)
k

Wir wollen uns der Kiirze halber auch dieses Mal nur mit der Gleichung
(VIb) beschiftigen und sie zum Zwerk der Losung in der Form

. » n
”k(‘sk — kvz) = (vk Sy — 8, 4+ Fzﬂfvz d}‘) “'f//‘z +2 [U'1 (SA"‘AV::)] di
. R 1 k

schreiben. Durch den Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (D)
ersehen wir, dafl wir

n
gy = (v"Sk — "8, + T’mj vt dl) s M= paes PE) = 0% (S — V),
k

p(n) = 0" (S, —,¥V5) =0
zu setzen haben. Um die Losung (IV) anzuwenden, haben wir nur

dg(&) = d (vese — o8, + Py [vh da)
- §

zu setzen. Wir erhalten als Vorstufe der endgiiltigen Losung
’ ¢
. — [ — dg 7 _ n
ok (S — i Vz) = —“fe i[ﬂxﬂ d‘(v;Sg —n S, + P,g;‘“lf ph dl).
k £ -

Wenden wir darauf auf die rechte Seite die partielle Integration an, s0
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folgt

&
- e de . n n
vk(sk——kv,,):-—[e [rose (veswv»sﬂw’mf v*dz)]
k
& .

n
..._f ff"x-l—E 5‘uz+e(v5 8 —vn8, + -P,;va" d}»)
¢

= ok §— " 8, +Px,,|fv"d/1-—[d f“"“ o 5,)

¢
n
|ty eds
—fe kfﬂe Borgtt SedE —
k

¢
n n
- [ ey pdt
——Pm;qfe Icf /m+efv‘dld£
k 3
n

as
= kS — o 8, +P,,,,fv1dz—.( e l)v”Sn

o ¥8 Sy dE —

-—‘f "_f.“:cvl—é ¢

. .
- n. n— (u 4 9)dé
— Pjk Dvx—k d},—;fe Lf A (15]
k : k

& n

— " ( 3 (Uy, £+6)
_(Sk-—kvz>=sk—[f et sgd5+e{”” S —

k

und schlieBlich

3
— "= +8)de
— P [e [ware d§].
k

Zu bemerken wire auch, daB in diesen Integralgleichungen zwei Integral-
gleichungen enthalten sind, die schon von Prof. Loewy und von Prof.
Berger$) auf andere Weise aufgestellt und von letzterem auch auf andere
Weise gelost worden sind. Interessant diirfte wohl auch noch der Hin-
weis sein, daB man ‘diese Integralgleichungen aus dem Barwert der
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Differentialrisikoprimien fiir einen Teil der Versicherungsdauer her- -
stellen kann. Fiir die ganze Versicherungsdauer n hat der Verfasser
diesen Barwert in seinem Aufsatz ,,Die mathematische Theorie der Ver-
sxcherung mmderwertlger Leben in kontinuierlicher Behandlung?)*
(pag 77) berechnet. In einem gréBeren Aufsatz, welcher die Uberschrift
trigt ,,Die durch Bewertung der Riickkidufe ausgestalteten Lebensver-
sicherungen und ihr wahrscheinlichkeitstheoretisches Risiko bei stetiger
Priimienberechnung* und welcher im Jahre 1917 vom Deutschen Verein
fiir Versicherungswissenschaft angenommen wurde, aber infolge der
ungiinstigen Zeiten nicht vertffentlicht werden konnte, hatte der Ver-
fasser den Barwert der Differentialrisikoprimien fiir die beliebige Zeit-
strecke von t, bis f, imerhalb der ganzen Dauer n berechnet. Nach
Anpassung an die in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen und Ver-
einfachung besteht die Gleichung

ty ty
jvt'“"’ o1, dt =fvt"t‘ fzit (St — V) dt =
A i
ts
= [vt Patdt—d Vs + Vo6 dp) =
by ty
=P [v-tidt — [ d (=4, T ) =
I iy

=P fv‘”“l dt — vtV + Vo
t
Fiir den Fall £, = & und ¢, = 0 ergibt sich in der Voraussetzung, daB

QVI b 01 x k
fv',llx+t (St — V) dt = Py [ vt dt — v% ,V,,
) 0

woraus folgt X

k
kf/;w == Fszfk'—l dt ——*f’l‘k'—t‘uz+t (St —tT/a:) de.

Setzt man hingegen tz__ n und t1 = k und nimmt an, daB ,V,= 8,
so erhdlt man
kd
f VR g 4y (Si—V,) db = P;Kif vtk dt — o—* 8 + 4V,
k k

wonach
n

n
£Vo = v7—% Sy — Py [v—* dt + [0 iz y1 (8, — V) .
k k

Diese beiden Gleichungen fanden ibrigens auch schon in dem vorigen,
in dieser Zeitschrift erschienenen Aufsatz des Verfassers Erwdhnung.®)
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ZPRAVY.

Spolek pro péstovani aktudrskych véd uspofddal v bfeznu a v dubnu 1937
cyklus pfednaSek o poletnich podkladech socidlnfho pojisté&ni
délnického i ifednického. O podkladech invalidniho a starobniho po-
jisténi délnického pfednéseli dne 5. a 12. b¥ezna dr. V. Havlik a dr. V. Ka-
livoda.

O zhodnocen{ narokt na dichod invalidni a starobni a na vybavné
pfednéfel dr. Havlik. PFipomenul, %e v socidlnim pojiSt&ni délnickém je
invalidni a starobnf déichod nejdileZit&jsf ddvkou, jejiZ poletni podklady
jsou rozhodujici pro zji§t&ni rovnovahy pojidténi. V roce 1936 &inila na pk.

" vyplata na invalidnich a starobnich dichodech 889, vyplaty na vSech da-
chodech, resp. 799%, vyplaty na vSech povinnych déavkach. V socidlnim po-
jisténi neni moZné spolehlivé stanoviti umrtnost aktivnich pojisténcii a proto
Je nutno Fad aktivnosti, ktery je zdkladnim potetnim podkladem pro viechny
vypotty, stanoviti pomoci znamé integrdlni rovnice na podklad$ umrtnosti
lidové a na podkladé pravd8podobnosti invalidisace a vyluky z poZitku inva-
lidnfho dichodu. Pokud jde o umrtnost, bylo pfirozené nutno pfejiti od
diive uZivané rakouské tabulky z let 1906—1910 k novym tabulkam &esko-
slovenskym uvefejnénym Statnim ufadem statistickym v roce 1935. Tyto
tabulky vykazuji ovSem podstatnd niZ&f imrtnost, takZe je pochopitelné, Ze
také pravd&podobnosti vyluky z poZitku dichodu invalidniho bylo nutno
podrobiti revisi. P¥i tom bylo sice moZno asteén& pouZiti viastniho materidlu
Ust¥edni socidlni pojistovny, je¥to se viak tento material vztahuje na po-
m¥mg kratkou dobu pozorovaci bylo nutno nakonec poufiti materidlu

tisskon&meckého z let 1928—29. PFi konstrukei disel a{"x] +x byl vzat na

vysledky z vlastniho materidlu zfetel a pokud jde o ultimatni tabulky byla
éisla pro vyS8f v&k stanovena s ohledem na lidovou tabulku tumrtnosti.
Také pravdépodobnosti invalidisace bylo sice moZno z vlastniho mate-
riglu USP. sledovati, aviak pFi tom bylo nutno pamatovati na to, %e velks
dést dtichodt vznikla v dob® krise, tak¥e pravddpodobnosti z téchto let po-
chézejici jsou podstatnd vySsi ne¥ s jakymi je tfeba pro primér budoucich
let poditati. Srovnédnim s materidlem ¥i8skonémeckym bylo zjidt&no, Ze proti
Sislam d¥ive pouZivanym nutno aspoil ve vysSich vékovych skupindch poéi-
tati s pravd&podobnostmi vy¥Simi a to tak, Ze do v&ku asi 45 let zhstavaji
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