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Die Losung von Summengleichungen durch die
Loewy’schen Formeln zur Darstellung von Inte-
gralgleichungen nach Ubertragung dieser auf end-
liche Differenzen.
Von Hans Koeppler, Berlin,

Unter Summengleichungen mégen Gebilde mit Jahresintervallen
verstanden werden, welche den Volterra’schen Integralgleichungen ent-
sprechen, jedoch hinsichtlich ihrer Kerne von der gleichen, einfacheren
Beschaffenheit sind wie die Volterra’schen Integralgleichungen der
Lebensversicherung, beziehungsweise die Ubertragungen der Volterra’-
schen Integralgleichungen auf die Lebensversicherung. Der Einfachheit
halber sollen die der allgemeinen Praxis am besten entsprechenden Jah-
resintervalle angenommen werden. Wesentlich ist nur, daB es sich nicht
um Betrachtungen handeln soll, bei denen Differentialinderungen vor-
liegen. Der Verfasser will hiernach also Berechnungen fiir Jahresinter-
valle anstellen, welche den Integraldarstellungen eines friiheren Auf-
satzes des Verfassers (1) entsprechen.

Unter einer retrospektiven Summengleichung wollen wir eine
Gleichung von der Form

A=yx—1

/
Qi = ) = Z ,-—‘(A) V) Pa+ I
2=0 [

verstehen. In dieser bedeuten @y, @+1) die unbekannten Funktio-

nen, %) die bekannte Funktion und 28 v den Kern, welcher sich
(x)
aus bekannten Funktionen zusammensetzt. Uber diesen Kern lassen

sich zwar von vornherein einfachere Annahmen machen, doch erfolge
die getroffene Annahme aus Griinden der Allgemeinheit. In der Voraus-
setzung, daB fu und fu4yy durch die Gleichung fu+1 = fuy ww
verbunden ist, schreiben wir die Gleichung (I) in der Form

=x—1

A

V)

for @o0 = fom o £ 2, 2 farn@us (Ta)
=0 W

und setzen darauf
f(m) p(m) = yp(m) und fe) ug) = g,
sodaf wir die einfachere Gleichung
A=x—1
Yoo = Gy Z gﬁ)"{'uﬂ) (Ib)
i=0 W)

erhalten, in der die Funktionen y(m) unbekannt sind.
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In der modernen Versicherungsmathematik bedient man sich wohl
allerortens seit Jahren lieber prospektiver Methoden zur Berechnung
der Priamienreserve. Daher erscheint es auch angebracht, prospektive
Summengleichungen aufzustellen. Als solche wollen wir die Gleichung

Asspp—1

f
P = Uy £ 2, Tov@ P+ In
A==z f(n)
ansehen, die wir zuniichst in
A=p—1
V)
foo o0 = foo oot 2, —fasn Pa+n (IIa)
i=x W)

umformen, wobei wir wieder annehmen, daf f;41) = fu) wq). Setzen
wir analog der Behandlung der retrospektiven Summengleichungen
f(m) p(m) = p(m) und f U = gy, s0 erscheint die Gleichung (Ila)

in der Form
A=n—1

v
Yoo = o0 & 2 —-'P(AH) (I1b)
I=x Wa)

Nach diesen Vorausschickungen mégen die Losungen der Gleichungen
(Ib) und (IIb) vorbereitet werden. Wir gehen zu diesem Zweck von dem
Bruch zweier Funktionen

PR
Yy = S

aus. Mittels dieses bilden wir die Differenz

Ya+n —Pu= %ﬁﬁ)— — 2o
(A+1) $(2)
__Pa+1 8 — @ 8a+1) + Pa+y Sa+n —Sa+n) _
- S Su+n B
_ S0+ (@141 — @) — @a+n Ba+n —Sw) _

S S +1)

_ Aeay  dsq
S Sy

Durch Summation dieser Differenz nach 4 von a bis b gelangen wir zu
der Grundgleichung

PYa+1)-

A=b—1 Aq7(,1) b—1
p(b) = ST — D vaen + pla), (I1L)
i=a S@) i=a 8

welche uns zu den Lisungen der Summengleichungen fiithren soll.
Fiir @ = 0 und b = #x, sowie y;) = 0 ergibt sich die losende Glei-
chung

A=x—1

A =Xt Aszy
Yoo= D TB__ Z "———A Ya+1)- (I11a)
i=0 $() A=0
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Schreibt man dagegen die Gleichung (I11) in der Form

A=b—1 Aoy A=b—1 Asy
pla) =pb)— 2 -4 T Pa+) (Iv)

i=a S i=a S

und setzt @ = %, b = n, so folgt
A=n—1 A=p—1

A4 As,
Voo =Py — 2, . 2 Y yagn (IVa)

A=x S i=x S

Um die Losung der Gleichung (Ib) vermoge der Gleichung (I1la) zu
bewerkstelligen, setze man erstens
& gy _ N Ay Apey
i) = g_;o -'éa)”» g(””—;_:o‘;(';,)ﬁ' 496 = ‘8("‘)’
wonach
Apeo = 80 4900
A=yx—1 A=p—1

2 Adpw= 2 s»dgw
A=0 A=Q

oder, wenn angenommen wird, daf ¢(0) = 0,
A=x—1
Poo = ago 8y Aga)-
Zweitens setze man
dsay - v
s we
woraus sich die homogenen Differenzengleichungen ergeben:

V)

Aspy = F Wy S

Y
3G+ — 8w g P 0,

w F v s
Wy
Die Losung dieser haben aber bekanntlich die Form (2)

Sa+n — w=0.

t=A—1 w
® + V)
Sy = " 8(0)
g Wiy

Setzen wir nun die Werte von @), 8(x) und s in

_ P

)
Yex P
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ein, so gelangen wir zu der Liosung

1 Bt g F o
Yoo == Ty s ' - s Agny =
Yo T, S es %o
{0 Wt)
Lom 30— |
Ay (3 W)
p— Az i Age. V)
i -
tﬂ (wyy F vey)

Die Losung der Gleichung (IIb) wird mittels der Gleichung (IVa) her-
beigefiihrt, indem man erstens

. Rep—1 Aoy A=n—1 Agey
Joo = y(n) — Z £re y Gt = p(n) — Z e
Aax S A=x+1 S
A
Ag(") = Ms(x)m *

setzt. Hiernach ist
Apey = 80 A9

A=p—-1 A=n—1
P(n) — @ = Z Apny= g s Agwy
und daher
{=n—1
Poo =@M — > spdgw.

A=3p
Der Vergleich der Gleichungen (I1b) und (IVa) liefert uns ferner noch die
Gleichung
sy _ | tw,
81 Wy
nach welcher *

V@
sy F —2 5= 0
Wi
oder

wy £ Y s

(),) = 0.
Weay

Sa+1)—

Fiir diese homogenen Differenzengleichungen bediirfen wir der weniger
bekannten prospektiven Lisungen, die wir leicht finden kénnen, indem
wir die 7 homogenen Differenzengleichungen

Y=y A=25,2+1,..,0—2 n—1)
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multiplizieren, wodurch sich ergibt:

A=n—1

Yn = I_I Aj.y,,.

A=
Hiernach ist aber
t=n—1
W = Y
8(n) = 1—_[ 7w 8ca

i3 it
und umgekehrt

t=n—1

Wt)
=<4
S = S

E (wyy == vwy)

Setzen wir die fiir g und sy, bezw. s, gefundenen Werte in

P
Yie) =
g S(x)
ein, so gelangen wir zu der Losung
t=n—1
W) -k v
w) et S(n)
t=xn O(n
Yoy = ———————— | p(n) — Z Ten—1" = Agey | =
'g(ﬂ) A=x we) —}: V(1)
{2 Wy
t=n—1 \ A=n—1 te A1
Wiy = Ve Wy 4= v
oyt [T oo ST ok v g,y
t=x () A=x t=x wWye)

Die praktische Anwendung der Gleichungen (Ib) und (IIb) und ihrer
Losungen (V) und (VI) konnte der Verfasser an bereits von ihm auf an-
dere Weise behandelten Summengleichungen (3) vor Augen fithren. Um
jedoch gréfiere Abwechslung zu bieten, soll eine retrospektive Summen-
gleichung fiir die Sparpréimie, welche Dr, M. Jacob (4) aufgestellt und
nach der dem Verfasser nicht bekannt gewordenen Regel von Cramér
gelost hat, nach dem hier beschriebenen Verfahren gelost werden. Zu der
von Dr. Jacob beschriebenen retrospektiven Gleichung fiir die Spar-
priamie 148t sich auch eine prospektive Summengleichung der Spar-
primie aufstellen, welche im AnschluBl an die Behandlung der retro-
spektiven Gleichung kurz beschrieben und geldst werden soll.

Aus der bekannten Tatsache, daBl die Jahresprimie einer ge-
mischten Versicherung oder einer lebenslinglichen Versicherung auf den
Todesfall stets der Summe aus der Risikopramie und aus der Spar-
priamie ist, folgt, wenn man die Sparprimie des x-ten Jahres mit @,
bezeichnet, zunichst

xQx == Pa:-n—l —Vqz+x—1 (Sn - uVa'):
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wobei angenommen wird, daB sich P und ,V, auf die variablen
Summen 8, beziehen. Nach der Theorie der Sparpramle und des Dek-
kungskapitals kann man aber

A=p—1

Va= z 'rx*zAHQas

i=0
setzen, sodaB die retrospektive Summengleichung inbezug auf 1,1z

A= ye—1
Wz = Pra] — 0z +x—1 (Su—— AZO LSt xQx)

entsteht, die wir noch in der Form

Am=sn—1
v Qy ( L Prn] — 18 ) + ”Z @ vi+1 5,10,
———— +" o —
Qx4+x—1 Gz +x—1 Qzi+a
schreiben wollen. Setzen wir sodann
v”x Q: v* Py vi+l At 1@
T = Yoy 1S, = g, R = gy,
q:+n—1 Qe +x—1 Qz+4

so erhalten wir eine der beiden in der Summengleichung (Ib) enthaltene,
niamlich

A=eyx—1

Yoo = Jeo + 120 Dot 2 Pa+1)

Beriicksichtigen wir, daB bei dieser Gleichung w = 1 und vy = gz 2
so folgt

t=n—1 t=x—1

U (we)y Fow) =

GemiB Losung (V) erscheint die Losung zunéchst in der Form

1 A=xn—1

7 2. Lsadgw.

T+x A=0

So einfach diese Losung auch erscheint, so bereitet doch ihre weitere
Vereinfachung gerade bei diesem Beispiel einige Schwierigkeiten. Es
liegt hier ein &hnlicher Fall vor wie bei den Lésungen der Volterra’schen
Integralgleichungen, die ebenfalls noch weiterer Umformungen be-
diirfen, beispielsweise durch Anwendung partieller Integration (5). Ver-
wendet man aber auf Grund der Formel

Yooy ==

A=p—1 A=x—1
Uiy Viny — (o) V(0) == A}Z U1y A”m + AZO Augy vty
den Ausdruck
p Ppr— A=n—1
AZO Les 2 A9y = gy Gy — Le g0y — AZO Alzyagoasy
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und beriicksichtigt, dafl nach der Natur der Aufgabe gg) = 0 sein muB,
80 ergibt sich

vl lasn(7P ) s
Qr+x—1  lotn\gziv—1
| e v+l P
+ l"“‘ Z lz+1 Qz+1( 2l 711+ZSA+1)
T+xn A=0 z
und hieraus die angestrebte Losung
A=3e—1

Q= Paz — 0 gy Sy + 2i2m). Z Ly 0 (P — 041 8241) =

T+

= Pyl — ¥z +2—1 (Sx — nva) = xn\ — Wl

Um zu der prospektiven Summengleichung der Sparprimie zu gelangen,
hat man in der Grundformel

Qe = Pz;t_[ — Vg 4u—1 (S — & V2)

die x-te Primienreserve durch die Formel
A=p—1

Vo= "8y — 3 0 1.1Q,

A=x
auszudriicken. Aus der so entstehenden Gleichung

A=n-—1
&y = P:c;;l — U g x—1 (Sn — =8, + AZ vi—x l+1Qz)

ergibt sich durch Transformation

A==n—1 1
v* Qs v¥* P::}IT vi+l Qs
= —t1 S, 18, — D gy, — X
Qz+x—1 9z +x—1 A=x Geir

Indem man nunmehr

o* v* Py
v @z = Yoo (____‘fﬁl_ — g+l §, o prtl S,,) = J(x)
9z +x—1 Jo+x—1

i1 5,0,
Qz+a

setzt, gelangt man zu der prospektiven Summengleichung

= P+

A=p—1
Yoo = oo — AZ 9z+2Pa+1)
fiir welche
v® Pyt
’W(;) == 1, ’U(;') = Qpai und y)('n) = g(n) = e
9z +n—1
Entsprechend der Losung (VI) haben wir zunéchst

11
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te=m t=m—1
g £ WOLZO T (1— gas) _lo4m
- w(e) t=x T Lot

zu berechnen und erhalten darauf als Zwischenlosung

lx+” 1 A=n—1
Voo = ¥m ——— AZ U2 A9y

Diese hat den gleichen Nachteil wie die entsprechende Lisung der retro-
spektiven Gleichung. Um die endgiiltige Lésung zu erhalten, wenden
wir dieses Mal die Gleichung
A=pmr] A=n-—1
Win) U(n) — %) Vo) = AZ way Avey + AZ Augzy V1)

=3
in der Weise an, daf3 wir
A=n—1 A=n—1

12 Ladgoy =lisn 9y — letx 9o — AZ Alpiagasy
=K =y

setzen. Es ergibt sich so

v* XQﬂ lz +n lﬁ +n A=pl
- = '/’(n)l g(n)l + Iix) + Z Aly i g+
q:&:+u—-1 Z -+ z+n A=n
oder
M‘L = ( '.”’_‘V_Pf’ﬂ__ v+l 8, 4 pntl S,.) —
9z +x—1 9z +x—1
1 A= 1 41 p —
—_—— Losa qzﬂ(i,_w‘l‘i 28, et G, )
THx A=x Qz+a
Aus dieser Gleichung findet man aber
wQz = P:Jﬂ — Vs tn—1 Sk + Vg px—1 "% Sy —
1 As=n-——1
- U%H-n——ll :‘ lz Lot a v (Pog] —9G2 1480111 + Qo2 8,) =
I TR A==y

= Lga] — V gz 4n—1 S+ Vprrn—1 V"> 8y —

lppn—1
— VU z+x—1 (Pzﬁf Azt n—x] R P if—l*:“m ph—x Sn) =
T+x
== Pz;z-f — ¥ @y 4x—1 S, +v Gztrn—1 VT Sp—
—Vqz4x—1 (Pz-ﬁl‘a.t+n;~———_xl—"4x+um) Vg pn—1 V"8, =
= P:cn{ — Ve pu—1 (Sx—uV2) = xnl — 1,
mithin die gesuchte Losung. Rein formal kénnte man bei diesen beiden

Beispielen auch eine variable Primie annehmen, keinesfalls aber abge-
kiirzte Priamienzahlung. Bei reinen Risikoversicherungen von mehr-
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jahriger Dauer, die allerdings nicht in den Kreis der Betrachtung gezogen
wurden, wird sogar bei gleichbleibender Jahresprimie die vorstende
Gleichung etwa wihrend der zweiten Hilfte der Versicherungsdauer
nicht mehr erfiillt.
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LITERATURA.

Soukromé poji¥téni Zivotni do roku 1937. Tentokrét publikoval Stétni
ufad statisticky vysledky svého Betfeni o soukromych pojisfovnich za
rok 1937 jiz v srpnu letodniho roku. Svou pohotovost tudiz SUS. nejen
dodr#uje, ale jests zlepSuje. Rozsah Setfeni jest v podstat® tyZ jako v letech
pfedchozich; je tu jen misty malé prohloubeni.

O vysledcich statistického Setfeni o soukromych poji§tovnéch tu ji%
bylo né&kolikrate referovdano a budeme-li v nésledujfcim poddvat zpravu
o roku 1937, pfipojime i data za rok 1936. P¥i tom uhrnné tabulky, které
budou dale uvedeny, zachovavaji formu, které tu jiZ diive bylo uZito, aby
bylo umoZnéno srovnéni s lety minulymi. .

Tabulka &. 1, kterd navazuje na tabulku uvedenou na 92. str. V. roé.
A. V., podavé prehled o vihrnu p¥ijatych prémii. Jest patrno, Ze doméei
pojistovny krisi, jejiZ nejhlubsi bod byl v roce 1935, jiZ piekonaly a svym
pfijmem ne pojistném v roce 1937 (457 miliond) dostaly se na hladinu
roku 1933; p¥i tom ve statistikach za rok 1937 neni zahrnuta pojiStovna Star.
U cizozemskych pojistoven chybi idaje o pojistovnd Fénix od roku 1935;
také u nich vSak byl rok 1935 rokem nejni#stho p¥ijmu na pojistném i ve
srovnani 8 pfedchozimi lety, nezahrnujeme-li v nich pfijem na pojistném,
kterého dosahla pojistovna Fénix a zajimavo jest, Ze v roce 1937 nedoséhly
ji% toho p¥ijmu jako v roce 1936.

Prehled vyvoje kapitdlového pojisténi — iihrn pojiSténych kapitdla
v mil. K& — je patrny z tabulky &. 2, kterd navazuje na tabulku z 93. str.
V. roé. A. V. Vzestup stavu pojisténych kapitéla jest zfejmy aZ do poéatku
roku 1933, pak nastava zlom takovy, Ze poditkem roku 1934 jest jiZ stav
pojisténych kapitélt nizsi, ne¥ byl podstkem roku 1933. Udaje za pojidtovnu
Star a Fénix od roku 1935 nejsou do p¥ehledu zahrnuty. Sledujeme-li viak

11*



		webmaster@dml.cz
	2016-04-11T13:41:14+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




