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Die Lösung von Summengleichungen durch die 
Loewy'sehen Formeln zur Darstellung von Inte­
gralgleichungen nach Übertragung dieser auf end­

liche Differenzen, 
Von Hans Koeppler, Berlin. 

Unter Summengleichungen mögen Gebilde mit Jahresintervallen 
verstanden werden, welche den Volterra'schen Integralgleichungen ent­
sprechen, jedoch hinsichtlich ihrer Kerne von der gleichen, einfacheren 
Beschaffenheit sind wie die Volterra'schen Integralgleichungen der 
Lebensversicherung, beziehungsweise die Übertragungen der Volterra'-
schen Integralgleichungen auf die Lebensversicherung. Der Einfachheit 
halber sollen die der allgemeinen Praxis am besten entsprechenden Jah­
resintervalle angenommen werden. Wesentlich ist nur, daß es sich nicht 
um Betrachtungen handeln soll, bei denen Differentialänderungen vor­
liegen. Der Verfasser will hiernach also Berechnungen für Jahresinter­
valle anstellen, welche den Integraldarstellungen eines früheren Auf­
satzes des Verfassers (1) entsprechen. 

Unter einer retrospektiven Summengleichung wollen wir eine 
Gleichung von der Form 

A^x—l , 

VW — UM ± I r VW (̂A+1) (I) 
A-0 t(x) 

verstehen. In dieser bedeuten <piH), ^(A+D die unbekannten Funktio­

nen, uix) die bekannte Funktion und -— v^ den Kern, welcher sich 
t(x) 

aus bekannten Funktionen zusammensetzt. Über diesen Kern lassen 
sich zwar von vornherein einfachere Annahmen machen, doch erfolge 
die getroffene Annahme aus Gründen der Allgemeinheit. In der Voraus­
setzung, daß /(A) und /(A+1) durch die Gleichung / a + 1) = /(*)*%) 
verbunden ist, schreiben wir die Gleichung (I) in der Form 

A=x- i v 

fix) <Pw = hx) uM ± 2 ZT~hx+1)(?iX+X) *Ia) 
A«0 W(A) 

und setzen darauf 

f(m) <p(m) = y)(m) und fix) uiH) = gix)i 

sodaß wir die einfachere Gleichung 
A«=x-1 v 

V(K) = 0 < * ) ± 2 -~^<A+i) (Ib) 
A = 0 W(A) 

erhalten, in der die Funktionen y>(m) unbekannt sind. 
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In der modernen Versicherungsmathematik bedient man sich wohl 
allerortens seit Jahren lieber prospektiver Methoden zur Berechnung 
der Prämienreserve. Daher erscheint es auch angebracht, prospektive 
Summengleichungen aufzustellen. Als solche wollen wir die Gleichung 

Awft—i / 

~G0 Ä *<*> ± 2 T ^ W W A + D (II) 
A«* /(*) 

ansehen, die wir zunächst in 
X*an—l 

/(*> <P(*) = /(*> u(*) ± 2 — /(*+l> WA+1) (Ha) 
A-*x ^(A) 

umformen, wobei wir wieder annehmen, daß /(A+D =/(A)^(A)- Setzen 
wir analog der Behandlung der retrospektiven Summengleichungen 
f(m) rp(m) = tp(m) und /(„> **(„> = gix), so erscheint die Gleichung (IIa) 
in der Form 

A*-n—1 

>± 2 ?vu+i). (пь) 
A~* t^(A) 

Nach diesen Vorausschickungen mögen die Lösungen der Gleichungen 
(Ib) und (IIb) vorbereitet werden. Wir gehen zu diesem Zweck von dem 
Bruch zweier Funktionen 

V(A) = " — 
*(A) 

aus. Mittels dieses bilden wir die Differenz 

«i. „ ^ < A + 1) WA) __ 
V(A + D — V ( A ) = — = Ä(A + 1) *(A) 

— ff(*+ ->*(*> ff(A)*(A + l ) + y(A + D (g(A + l) *(A + 1)) __ 

*(A)£(A+1) 

*(A + 1) (flPA + 1) <P(A)) <P(A + l) (*(A + 1) *(A)) ___ 

*(A)*(A + 1) 

__ A(PW A A ) 

*(A) *(A) 

Durch Summation dieser Differenz nach A von a bis 6 gelangen wir zu 
der Grundgleichung 

tfft)«- 2 Am)- 2 4 ^ w + 1 ) + v(«), (III) 
A - a 8{A) A~a #(A) 

welche uns zu den Lösungen der Summengleichungen führen soll. 
Für a = 0 und b -= x, sowie ^(o) ~ 0 ergibt sich die lösende Glei­

chung 
A=x—1 A A«=x—1 A 

VW= 2 ^ - 2 ^ W » (Ula) 
A==0 *(A) A~0 S(A) 
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Schreibt man dagegen die Gleichung (III) in der Form 
A-»6—1 Ä A^6~1 

*.> = **>- 2 %&+"! A*ww+» (iv> 
A-« ^(A) A~a $(X) 

und setzt a = «, 6 = n, so folgt 

«W = V(n, - T f(,> +T fW ** + .)• dVa) 
A~x *(A) A«x #(A) 

Um die Lösung der Gleichung (Ib) vermöge der Gleichung (lila) zu 
bewerkstelligen, setze man erstens 

x~*~iA _x^"A<piX) _A<P{*) 
ft*)— 2, ~;—> V(* + D-~ Z T~ -> AQ{n)~ -• > 

A~0 (̂A) A---0 *(A) 5(x) 

wonach 
Z1^(X) = *(„) J(jf(M) 

A-x—1 A = x—1 

2 -4^(A)= 2 *(»-40(A) 
A=0 A=0 

oder, wenn angenommen wird, daß <p(0) = 0, 

A=x—1 

¥>(*> = 2 *(A) -4g(A). 
* A=0 

Zweitens setze man 
A*(D = -r Ü<*L 

*(A) W(A)' 

woraus sich die homogenen Differenzengleichungen ergeben: 

A - r * ( A ) 

<̂ (A) = T ^ ' ^ ( A ) , 
V(A) 

*(A + 1) — *(A) £ ~ *(A) = 0, 

(̂A) T V(A) „ n 

5(A+1) _ _ 5 ( A ) = = 0 . 

Die Lösung dieser haben aber bekanntlich die Form (2) 

* T T ' w<'> + p<'>. 

Setzen wir nun die Werte von 9?(«), $(X) und a^) in 

<f{x) 

VW = ~ 
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ein, so gelangen wir zu der Lösung 

1 ' - " T 1 ' " i r l 1%) T *>(*) A 

« - » - . - . « „ ^ w - ,1. ,13 „,,r*<°«"<»= 

*-—x г-i n w(n 
2 , ; ^ Agw. (V) 
**"° n (%TM 

e-A 

Die Lösung der Gleichung (IIb) wird mittels der Gleichung (IVa) her­
beigeführt, indem man erstens 

A - K $()) A = x - f l ^(A) 

<4<P(«) 

setzt. Hiernach ist 

A«n—1 A^n—l 

<P(n)—<P{H)= 2 ^ ( A ) ^ 2 S(k)Ag(X) 
X^ x A —x 

und daher 
C - M — 1 

A = x 

Der Vergleich der Gleichungen (IIb) und (IVa) liefert uns ferner noch die 
Gleichung 

A*w ^ , vw z 

*(X) W(X) 

nach welcher 

^ T ^ ^ ) = 0 
W(A) 

oder 

5(A + 1 ) ^ 5(A) -=. 0, 
™(A) 

Für diese homogenen Differenzengleichungen bedürfen wir der weniger 
bekannten prospektiven Lösungen, die wir leicht finden können, indem 
wir die n homogenen Differenzengleichungen 

yh+1 = Aiyx (X = «, * -f 1 , . . ., n — 2, n — 1) 
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multiplizieren, wodurch sich ergibt: 
A=n~-1 

Vn = Yl A* • y-
A-x 

Hiernach ist aber 

. — '"ff1 ^ > ± V(t) Q 
8M ~ 1 1 —~~~~ *<*> 

und umgekehrt 

Í - A **(« 

í-n—1 

П щt) 
t^к 

5(A) = f :J^Zi *(n). 

П (W«)±»(0) 
Í---A 

Setzen wir die für <p(H) und s^, bezw. S(x) gefundenen Werte in 

. V(*) = 

ein, so gelangen wir zu der Lösung 

У<») 
*(н) 

í = n—I 

П 
Wtø) ± V(ř) 

W*) : f«к Щt) 
s(n) 

s(n) 

ГT W ( t ) ± *;<*> 
Í У Щi) 

t^n—1 , „. A=n—1 t^X—1 , 

= *»> П ^ | r < « > - 2 П W ( t > ± % ) ^ w 
t-X W( ř) Л-x t~x Щt) 

(VI) 

Die praktische Anwendung der Gleichungen (Ib) und (IIb) und ihrer 
Lösungen (V) und (VI) könnte der Verfasser an bereits von ihm auf an­
dere Weise behandelten Summengleichungen (3) vor Augen führen. Um 
jedoch größere Abwechslung zu bieten, soll eine retrospektive Summen­
gleichung für die Sparprämie, welche Dr. M. Jacob (4) aufgestellt und 
nach der dem Verfasser nicht bekannt gewordenen Regel von Cram6r 
gelöst hat, nach dem hier beschriebenen Verfahren gelöst werden. Zu der 
von Dr. Jacob beschriebenen retrospektiven Gleichung für die Spar­
prämie läßt sich auch eine prospektive Summengleichung der Spar­
prämie aufstellen, welche im Anschluß an die Behandlung der retro­
spektiven Gleichung kurz beschrieben und gelöst werden soll. 

Aus der bekannten Tatsache, daß die Jahresprämie einer ge­
mischten Versicherung oder einer lebenslänglichen Versicherung auf den 
Todesfall stets der Summe aus der Risikoprämie und aus der Spar­
prämie ist, folgt, wenn man die Sparprämie des H-ten Jahres mit XQX 

bezeichnet, zunächst 

xQx = Pxn~\ — v $x+x~l (SH — xVx), 
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wobei angenommen wird, daß sich P^ und MVX auf die variablen 
Summen 3H beziehen. Nach der Theorie der Sparprämie und des Dek-
kungskapitals kann man aber 

A-»K— i 

«F,= 2 r*-*Anö, 
A*»0 

setzen, sodaß die retrospektive Summengleichung inbezug auf x+\Q* 
A«rX—i ( A«rX—1 \ 

#*— 2 *"••"* A+iO*) 
A*0 / 

wir noch in der Form 

.T + x—l W.C+X—1 / A-0 &r+A 

entsteht, die wir noch in der Form 

schreiben wollen. Setzen wir sodann 

v\ Qx v*P.Xn\ . - c „ *>A+ x A+ iQx 4it 

?* + «—-1 tfs + x— 1 <Z.r+A 

so erhalten wir eine der beiden in der Summengleichung (Ib) enthaltene, 
nämlich 

A«x—-1 

V(x) = 0(x>+ 2 Gr+AWa+D-
A«0 

Berücksichtigen wir, daß bei dieser Gleichung W(X) = 1 und v^) = #£+;,, 
so folgt 

ff (»«)+«(„) = ff (i - j.+() - i-±--
«-=; t=*A ^ + A 

Gemäß Lösung (V) erscheint die Lösung zunächst in der Form 

Vi*)**} 2 h+xAg{xy 
h+x A«0 

So einfach diese Lösung auch erscheint, so bereitet doch ihre weitere 
Vereinfachung gerade bei diesem Beispiel einige Schwierigkeiten. Es 
liegt hier ein ähnlicher Fall vor wie bei den Lösungen der Volterra'schen 
Integralgleichungen, die ebenfalls noch weiterer Umformungen be­
dürfen, beispielsweise durch Anwendung partieller Integration (5). Ver­
wendet man aber auf Grund der Formel 

A ^ x — 1 A-~-x—1 
uto v(*) — u(o) v(0) = 2 u(i)Av{X)+ 2 Auix)ViX+i) 

A * 0 A=-*0 

den Ausdruck 
A«="x—-1 A«=x—1 

2 W A Ag{x) = h+H 9(*) — h 0(0) — 2 Alx+x (7(A+i) 
A^O A=0 
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und berücksichtigt, daß nach der Natur der Aufgabe g^y = 0 sein muß, 
so ergibt sich 

qx+x~ i lx+x\qz+x—i I 

h + x A*=0 \ <lz+l f 

und hieraus die angestrebte Lösung 
A=x—1 

HQ*~P*% — vq,+^S„ + -M2±Z=L 2 h+xvHPni—vqr+iSx+i)** 
h+x A-0 

= Pzn\ — Vqx+x—i (SH xVa) = Pxn\ — JT*. 

Um zu der prospektiven Summengleichung der Sparprämie zu gelangen, 
hat man in der Grundformel 

xQx = Pxn\ — vqx+x~i (SH — XVX) 

die H-te Prämienreserve durch die Formel 
A=-n—1 

xVx=V*-*Sn— 2 ^ A l l f c 
A=x 

auszudrücken. Aus der so entstehenden Gleichung 
/ A-«—1 \ 

xQz=Pxn\— vqx+x-x\Sx — v*-*Sn~\- 2 vl~K X+lQz) 

ergibt sich durch Transformation 

qx + x—l Vlz + x—3 / A-x <lx+X 

Indem man nunmehr 

- ^ - = VW, (?^—v«+iS* + v»^Sn) = g{x), 
%Z + X—\ W.U + X—1 / 

v*+l
MQx 

Qz+x 

setzt, gelangt man zu der prospektiven Summengleichung 

A=n—1 

Vi*) = 9(x) — 2 <l*+x W+u> 
A-x 

für welche 
vnP*n\ Щx) = 1, v(Å} = fe+л und yj(n) = ø(n) = 
( fc+n—l 

Entsprechend der Lösung (VI) haben wir zunächst 
11 
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j^m— 1 , t = m—1 7 

n ^ ± ^ = rid-fc+o--^-- . 
Ux *%) *«x *.r + x 

zu berechnen und erhalten darauf als Zwischenlösung 

Y>(*) = V(») r 1 ^ — / 2 l*+x dg{x). 
*'X+x ^x + x A«x 

Diese hat den gleichen Nachteil wie die entsprechende Lösung der retro­
spektiven Gleichung. Um die endgültige Lösung zu erhalten, wenden 
wir dieses Mal die Gleichung 

A = n — 1 A=*n—1 u{n) *><«> — «(K) t>(„) = 2 W ( A ) ^ ( A ) + 2 -4«(A)V(A+1) 
A-»x A«x 

in der Weise an, daß wir 
A-n—1 A = n—1 

Z, h+X^9(X):=~~ h+n9(n)— h+x9(x)— -£, Alx+x9{*+l) 
A=&x X — x 

setzen. Es ergibt sich so 

V* xQx _ h+n „ h+n . „ . 1 V yi? ^ 
- - - - - = ^0»)}- ^(n);" T-9r(x)+7^ Z ^+A0<A+1) 
qX+X 1 *>X+X ^X+X ItX + X A=*X 

oder 
«X 

fx—1 Wx+x— 1 / 

%+x A=-X \ qx+k 1 

Aus dieser Gleichung findet man aber 

xQx = Pxn] — t? < k + * - l #x + Vqx+H-i Vn~* Sn — 
. X**n—1 

— t>ff.j + *_i r~~~ 2 W***-* ( P ^ — t ^ + A ^ H + ^ + A V W - A ^ ) =-
*.e+x A=*x 

= A n J — *> q* +*~-l #x + *> £ * + x - l *>*-* # n — 

— V <&+*— 1 I -PrnJ fls+x n^ — / n—xAx + x -j ~ #"—* Sn I = 
\ *.t;+x / 

= -^.rn] — v qx+*-~\ SH + v qx+*-i v"-* Sn — 
V qx + x—\ (Px~7\ äx+xn~^x\ — -4.t + x n^x\) — » 2s+x—1 *>"—* #n = 

= Pxn\ — v qx+H~1 (SH — XVX) = P * ^ — ^77-p, 

mithin die gesuchte Lösung. Rein formal könnte man bei diesen beiden 
Beispielen auch eine variable Prämie annehmen» keinesfalls aber abge* 
kürzte Prämienzahlung. Bei reinen Risikoversicherungen von mehr* 
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jähriger Dauer, die allerdings nicht in den Kreis der Betrachtung gezogen 
wurden, wird sogar bei gleichbleibender Jahresprämie die vorstende 
Gleichung etwa während der zweiten Hälfte der Versieherungsdauer 
nicht mehr erfüllt. 
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LITERATURA. 
Soukromé pojištění životní do roku 1937, Tentokrát publikoval Státní 

úřad statistický výsledky svého šetření o soukromých pojišťovnách za 
rok 1937 již v srpnu letošního roku. Svou pohotovost tudíž SÚS. nejen 
dodržuje, ale ještě zlepšuje. Rozsah šetření jest v podstatě týž jako vletech 
předchozích; je tu jen místy malé prohloubení. 

O výsledcích statistického šetření o soukromých pojišťovnách tu již 
bylo několikráte referováno a budeme-li v následujícím podávat zprávu 
o roku 1937, připojíme i data za rok 1936. Při tom úhrnné tabulky, které 
budou dále uvedeny, zachovávají formu, které tu již dříve bylo užito, aby 
bylo umožněno srovnání s lety minulými. 

Tabulka Č. 1, která navazuje na tabulku uvedenou na 92. str. V. roč. 
A. V., podává přehled o úhrnu přijatých prémií. Jest patrno, že domácí 
pojišťovny krisi, jejíž nejhlubší bod byl v roce 1935, již překonaly a svým 
příjmem na pojistném v roce 1937 (457 milionů) dostaly se na hladinu 
roku 1933; při tom ve statistikách za rok 1937 není zahrnuta pojišťovna Star. 
U cizozemských pojišťoven chybí údaje o pojišťovně Fénix od roku 1935; 
také u nich však byl rok 1935 rokem nejnižšího příjmu na pojistném i ve 
srovnání s předchozími lety, nezahrnujeme-li v nich příjem na pojistném, 
kterého dosáhla pojišťovna Fénix a zajímavo jest, že v roce 1937 nedosáhly 
již toho příjmu jako v roce 1936. 

Přehled vývoje kapitálového pojištění — úhrn pojištěných kapitálů 
v mil. Kč — je patrný z tabulky Č. 2, která navazuje na tabulku z 93. str. 
V. roČ. A. V. Vzestup stavu pojištěných kapitálů jest zřejmý až do počátku 
rpku 1933, pak nastává zlom takový, že počátkem roku 1934 jest již stav 
pojištěných kapitálů nižší, než byl počátkem roku 1933. Údaje za pojišťovnu 
Star a Fénix od roku 1935 nejsou do přehledu zahrnuty. Sleduj eme-li však 
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