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RENTREE EN VALIDITE DANS
I’JASSURANCE-INVALIDITE

Par Dr ANT ZELENKA, Genéve
. Introduction.

Ce n’est pas par hasard que mon humble contribution aux hommaéges
du Prof. Dr E. Schoenbaum a pour sujet 'examen d’une question concer-
nant I'établissement des ordres des valides et des invalides et des valeurs
actuarielles qui en ressortent. C’est M. Schoenbaum qui a essentiellement
approfondi les connaissances actuarielles sur tous les problémes et qui a, le
premier, démontré 'importance de certaines équations intégrales de Vol-
terra pour les ordres des valides. Parmi ses travaux relatifs 4 ce sujet,
notons les suivants:*)

Dans le présent article, je traite I'influence des rentrées en validité sur
les ordres des valides et des invalides et les conséquences sur les valeurs
actuarielles. Pour donner une image plus compléte, je reproduis méme
certains résultats déja bien connus et je tdchesaussi, dans la mesure du pos-
sible, de faire une comparaison entre le systéme avec les rentrées en validité
et le systéme sans rentrées en validité.

Quant & la notation utilisée dans cet article, j'indique que — pour
simplifier 'impression, vu que les symboles sont assez souvent compliqués —
je note par a, non surligné méme les valeurs continues qui, normale-

ment, sont notées par a,. Mais je suis sir que cela n’occasionnera aucun
malentendu, car les formules mettent en lumiére de quelle valeur il s’agit.

L

Soit une population L(z,) de personnes d’dge =z, et supposons que
cette population soit ,,fermée«, c’est-a-dire qu’elle ne regoit aucune entrée
et n’est assujettie qu’a des pertes par sorties. Aprés le temps =, la population
est L(z), ot z= x5+ n. Le nombre des sorties qui s’effectuent dans
Pintervalle (n, n + ¢) est

R(x, t) = L(x) — L(z + ?)

ol selon ce qui précéde, R(x, t) n’est jamais négatif.
Cette population se divise en deux classes L; et L, qui s’excluent
I'une 'autre. Tout individu de la population L appartient & une de ces

*) E. SCHOENBAUM: Pouziti Volterrovych integrilnich rovnic v matematické
statistice (Rozpravy C‘gské akademie 26, trida II, &. 26; 1917).

E. SCHOENBAUM: O jisté integrodifferencialni rovnici (Rozpravy Ceské akademie
29, ti. II, & 15; 1920).
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deux classes et & une seule de telle sorte que
L(x) = Lya) + Lyfa).
Supposons qu’il existe des passages d’une classe & autre, dans les
deux sens. Ces passages peuvent se suceéder, ¢’est-a-dire qu’il y a toujours
la possibilité de rentrée dans n’importe laquelle des deux classes. Nous

distinguons des passages les sorties qui peuvent naturellement se produire
au sein de L;, comme au sein de L, et qui ont un caractére définitif,

La classe L, s’augmente par les passages en provenance de la classe L,.
Par contre, elle diminue soit par des passages & la classe L, soit par des
sorties. I1 y a done
Li(x + t) = Ly(x) + Pyla, §) — Pralx, 1) — By(x, 1) (1)
olt Py,(z, t) est le nombre des passages de la classe L, & la classe L, dans
Vintervalle (n, n 4 t).
P, (x, t) est le nombre des passages de la classe L, & la classe L, dans
le méme intervalle.
R, (x, t) est le nombre des sorties de la classe L, dans le méme intervalle.

Remarquons que E;(r, t) englobe non seulement les sorties des indi-
vidus qui appartenaient a la classe L; & époque n, mais aussi les sorties
éventuelles des individus qui dans Pintervalle (n, n + ) ont passé de la
classe L, & la classe L,.

De méme on a
Ly(x + t) = Ly(x) + Pyylx, t) — Pyy(x, t) — Ry(x, 1) (2)
ol R,(x, t) indique le nombre des sorties de la classe L, dans I'intervalle
(n,n+1).
La somme des relations (1) et (2) donne un résultat évident:
Rz, t) = RBy(x, t) + Ry(x, t).

Supposons que toutes les fonctions dont on fait usage sont dérivables et
que les limites ci-dessous existent:

dLl(x) — hm P2l(x’ t) . linl PlZ(x) t) . li E];(;-!_tl
dz 1—>0 14 t—0 l t—0
dL,(x) — lim Pro(z, t) — lim Py (x, t) —lim ]ji(fv.’_tl
dx >0 t t—0 t—>0
diw) Bl t) ) Balm )
dZ‘ t—0 10

Ayant introduit la notation
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. Pz, t . .
lim L& 8 _ Li(x) vielx) 4, k=1,20 %k

Ryl Q

0 ¢
lim
t—10

ol vi(z) est le taux d’intensité des passages de L; & Ly et pp(x) est le taux
d’intensité des sorties de L, on obtient

= Li(x) pup()

) . L) ralo) — L) bute) + @]
1L |
Ldzx(’”) = Ly(x) y15(%) — Ly(x) [12(%) + ()]
dL{x

di” = — Ly(@) pty(2) — Ly(@) pa(2)

Pour Vordre d’activité, L,(x) représente la classe des valides, L,(z) la classe
des invalides et L(x) est la population totale des valides et des invalides.
Si nous introduisons la notation courante dans les formules actuarielles,
nous avons:

ty(x) = p = le taux instantané de mortalité des valides

Us(x) = ui = le taux instantané de mortalité des invalides

¥15(2) = », = le taux instantané d’entrée en invalidité

vg(2) = p, = le taux instantané de rentrée en validité.

On arrive ainsi aux équations bien connues:

dl!l(l

L= — 1+ v,) + o,

ail I
dz l“(,uq-"l’ @x)+ laa

Ce systéme est d’une importance fondamentale pour toutes les ques-
tions se rapportant a la loi des valides et & la loi des invalides qui se trouvent
4 la base de tous les calculs actuariels dans l'assurance invalidité. Les
équations (I) forment un systéme d’équations différentielles linéaires homo-
gtnes du premier ordre; on sait que dans le cas ol les fonctions u?, ut,
v, et g, sont continues dans Vintervalle (z,, @), il existe une solution unique
12" et I qui pour x = x, prend les valeurs choisies I2* et IZ. La solution
du systéme (I) conduit soit & une équation différentielle linéaire homogéne
du deuxitme ordre soit & une équation différentielle de Riccati,

Pour établir Péquation différentielle du deuxiéme ordre, on dérive la
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17
remitre équation du systéme et on élimine d’abord == & l'aide de la
q Y

dz

deuxiéme équation, puis I’ & P’aide de la premiére équation:

&t A fe. . ar )
G2 - i [Qx (¢ + /,LI + v+ Q:t)] + 1 [sz.r — (e + 7)) +

+ (e =+ v2) (i—luf; — a)]
Cz
Pour établir 'équation de Riccati, on introduit deux fonctions auxili-
aires f(z) et g(x) de sorte que
f@) = 5" 4 Lg(z). ®3)
I1 résulte du systéme (I) que
dl:a dl? aa a ii 1
ﬁ‘x* + _&—Z—g(x) = l,r [’ng(x) __[llt - vz] + l_r [Qr - (/41 + 91) g(x)]'
En dérivant Péquation (3), on a:
diee  dif o) — df(z) i dg()
dr T dr dr 7 dz

11 en résulte que
i) _ ot

T = [fle) —Lig@)] . [r,9(@) — il — v, + I le, — (s +
+ o,) 9(2)].
Imposons encore une deuxieéme condition aux fonctions f(x) et g(x)
df (@)

2 = o) () — s — ).
On obtient ainsi

d )
W) 3 g80) + 0@ U+ 0, — i — sl — e

qui est I'équation cherchée pour g(z). Nous connaissons une solution expli-
cite de I’équation de Riccati seulement dans quelques cas spéciaux quand
les coefficients remplissent certaines conditions. Ces conditions signifient
toujours qu’il existe entre ces coefficients une relation, de sorte qu’ils ne
sont pas indépendants. Etant donné que dans notre cas les quatre fonctions
u2, 1, v, et o, sont, en général, indépendantes, Péquation n’admet pas
une solution explicite.

Ainsi, on voit que le systéme (I), en général, ne permet donc pas une
solution explicite pour les fonctions 12" et I¥.
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I1L.

Avant de considérer le xystéme général, il est utile de prendre le cas
oll g, -0, ¢’est-d-dire ou il n’existe aucune rentrée en validité. Nous nous
bornerons & rappeler sommairement les résultats bien connus. Les équations
(I) ¢’éerivent dans ce cas
(11(”‘

e l’m « 4_
dr (e + 7,)

II
(ll}' n

11 est facile d’établir Pintégral qui pour z = z, prend les valeurs I°* et 11/:
g l 1 0 I Xy Xy

z—1,

lrm lll!! f(.“l ey, L) de

L=y

fl’z,, dt * ’,m f,u, dr

l“ + I To “1 Iu+te.L,-t dt

Introduisons une loi simple d’élimmatlon des invalides par

£

)
P i —j/lrd‘[
l,=1e ;

- f ,u‘;_ dr li

en == P

représente la probablhte pour un invalide d’age xy d’atteindre I'Age .

Ensuite, on peut écrire
oL

L = l.';-i.?’i('l’m x) + fl;;l«rt”xn (g 4 1, %) dt )

ou Von s’apergoit d’une part le nombre des invalides d’dge x, qui ont
atteint I'ige x et, d’autre part, le nombre des personnes qui étaient valides
i Page ag, qui sont devenues invalides dans 'intervalle (z,, x) et ont atteint
I'age .

La formule (4) qui peut a’écrire

IH: Uipi(e, x4 t) + fl';‘;,vh_,p"(.r—k T,z t)dr

permet d’établir facilement les relatlons de Schaertlin.!) La loi de survie

1) Dr. G. SCHAERTLIN: Contribution & la théorie mathématique de I'assurance
en cas d’invalidité; Berne 1907.
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I, de la population totale des valides et des invalides est

lx.,,'"lm [+l

Ayant multiplié cette relation par e—?, l’intégra’oion par rapport a ¢ dans
T'intervalle (0, c0) donne

[

[l e dt = f I et dt + f 1 et
0

t——wr t

f oo dt =1 [P a+ e A+ [ [l pet+t,z41).
0

t=0 t=0

.e % drde.

En intervertissant les intégrations dans l'intégral double, il faut modifier
convenablement les limites d’intégration (formule de Dirichlet):

£
B P+ et e drdt= f f [N

0 T=0¢t=1

Dt rnet)e T dtdr =

=2 v

I

t=0 1

i

=[BT [P+ v+ ) eV At dr =
=0

t=7

8

= [I7",

aa — Jaa az
:!:+1 .’l‘+1 x+rdt l .
0

T

Done, on arrive a

Lo, = L@ + aff) + Ui}

qui est la formule de Schaertlin.

Par le méme processus, on peut établir une telle formule pour les
valeurs actuelles des assurances au décés. Il ressort du systéme (II) que

Lot = U5p + Tl
on obtient

ﬂz+tﬂx+te_dtdt tfla+hu’r-—te Mdt‘f“ ﬂxﬂﬂzwe—md[
t=

f ity @At =1 [P,z )l e At
0
© 7=t

+ [ fl‘;’;, Ve P+ T2+ )l e drdt.
{=071=

En intervertissant les intégrations dans I'intégral double, on obtient
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[ e e+ 1 ) e dr dr =

t=(t=7
= fl.(:‘t!f-t x4 ;-_L.te ——'hdr — l;aAii.
t=0
1l $’ensuit que B
A, = UNAZ + Azi) + B4l ©

On peut encore généraliser un peu ce résultat: au lieu de considérer des
assurances au décés d’'un montant égal & 1, on peut introduire des assurances
de montant g(t) ne dépendant que de 7. En introduisant la notation

LA@) = [l o, pt) e AL ete.
t=0

le méme processus que ci-dessus nous conduit &
LA(p) = LAFp) + AT(@)] + LA ). (M)

Si I'on suppose, par exemple, le méme état-civil pour les invalides que pour
les valides, la méme répartition des veuves par ge et les mémes conditions
d’attribution des pensions de veuves, la formule (7) peut étre appliquée aux
valeurs actuelles des pensions de veuves. La méme formule peut encore
étre appliquée pour les pensions d’orphelins, si 'on suppose le méme nombre
des enfants ayant droit pour les invalides que pour les valides, la méme
répartition de ces enfants par dge et les mémes conditions d’attribution.

Remarquons encore qu’ordinairement, on ne fait pas usage des IP
pour les calculs de valeurs actuelles a%' ou A% et qu’on applique presque
toujours les formules avec %%, , et avec la loi simple I

€O
aeai __ fraa 1 —dt
ey = fla:+:’z+z°x+te d

Ay = f rredl e At
Mais, pour x, ot Il = 0, on peut obtenir directement
12,0 ';: f L dt
l;:'A:: = ()f lit,“u;_ue_‘“ de

car, de ce qui précéde, il est toujours

82



€L
i —0t it 41 aa di
flr -He dt = l.zaz + lt ajv

fl“+l.ux we = 1AL 4 1A

t=0

III.

Supposons maintenant que p, n’est pas constamment égal & 0. Intro-
duisons encore la notation .
Gr=t+ v, =+,
ol ¢? et o' sont les taux d’intensité de I’élimination totale respectivement

pour la classe des valides et pour la classe des invalides. Le systéme fon-
damental

dl:ﬂt .
T — B0t L0

dr @
I—f—t ii l
—a —1 +z‘7x+z+ r+tVz 4t

n’ admet pas, comme nous avons démontré, une solution explicite dans le
cas général. Il est donc nécessaire de recourir & une solution approchée,
par une intégration numérique, par exemple. A cette fin, il est utile de
remplacer les équations (I) par les équations suivantes:

laa_H —_ lrm f”z-#-'z + fln fax—}-ﬂdﬁ d

+tet—1~1 B=7

t (I1I)

ln t_lu f“z+1 flaa fi+0d'9

r+T a:+r P=1

dr

Pour prouver que le systéme (III) est équivalent au systéme (I), il suffit
de dériver le systéme (III) et de montrer que I'on obtient le systéme (I).
Pour la premiére équation de (III), nousavons par dérivation:

t
aa
ot oo, ~[og . dr fﬁ,,do

dt =0 x+t+lz+t9:c+t flz*l-f\.t-"! Y=1 x-Hdr:

g o .
= a:+t [laa f t_” f -HQJJ 1.© 0[t$+0 d‘r] + l;t9z+t =
— 0t lz@):-l—t
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De méme, la dérivation de la deuxiéme équation du systéme (III) nous
conduit & la deuxiéme équation du systéme (I). Dans la deuxiéme équation
t

du systéme (I11) figure 'expression e J‘ Ozardr qui nous rappelle P'ordre

simplo des invalides dans le cas sans rentrée en validité. Ici, cette formule

indique la probabilité qu’un invalide d’Age x appartient & la classe des

invalides pendant tout l'intervalle (x, 2 + f). Dans la premiére équation,
L

a
on trouve encore e Of Oar T qui est la probabilité qu'un valide d’4ge =
atteigne 'dge x -+ ¢ sans avoir jamais quitté la classe des valides dans
Pintervalle (x, - ¢). Ainsi, on est amené & introduire deux ordres simples
auxiliaires des valides et des invalides par les formules

t
@
- d
l:*t = e fa.t+1 r__ lgpa(x, x + t)

T T ={)

t Iv)
t
) - d .
B o=t oY it n,
Avecvédtieddtation, nous obtenons
t
Z:IZH = l"p"(x, ¢ 4 t) + flg+19z+rpi 4+ 7+ t)dr

=0

(V)

t
L, =Upe+ 0+ ffﬁ’;,vurp’(x + 7,z -+ t) dr.
7=

Ces relations montrent d’une maniére expressive comment se con-
struisent les ordres 12%, et I ,. Le premier terme indique le nombre des
personnes qui restent dans leur classe pendant l'intervalle entier; le deuxi-
éme terme représente le nombre des passages en provenance de l'autre
classe en combinaison avec les probabilités de rester dans la classe nouvelle
depuis I'entrée jusqu’ad I'époque considérée.

Il est intéressant de comparer le systéme sans rentrées en validité avec
le systéme général et le réle qui y jouent les ,,ordres simples*, Par un ordre
simple, nous entendons P'ordre d’élimination dans une population qui n’a
pas d’entrées et qui diminue par les sorties. Ce sont la loi I dans les deux
systémes, et I seulement dans le systéme o existent des rentrées en
validité. Par contre, par un ordre composé nous entendons un ordre oit —
& part les sorties — il existe des entrées. Dans tous les deux systémes,
1% est un ordre composé. Mais I2® est un ordre composé dans le systéme
avec des rentrées en validité, et un ordre simple dans le systéme sans
rentrées en validité. En effet, on voit que 13" résultant des équations (II)
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est identique avec I résultant des équations (IV); mais [;* résultant des
équations (V) est bien différent de I'ordre ] résultant de (IV).

Des quatre taux uf, p, v, et o, résultent deux ordres composés
18" et 1%, et deux ordres simples I? et I{. Réciproquement, ces quatre
ordres permettent d’établir les taux:

" B dinl; ; ; dinli
Gﬁ:”£+vp:—7x‘ O-.t:;u‘z",l""‘r:——a“r"
lii laao_a + l(m l;“ [_El}(i — d_l_?’-lla:l = l‘;" (gl_n..l.(‘;(_t —_ .(iltl_l.;)
L de dx dx dx
el
din=-
A
QI E; dx
1
din =
b v
7= I* do

Si I5* doit étre équivalent & I7, il suit de la formule établie pour g, que g,
doit étre égal & 0. On voit donc que les deux conditions

aa « —
=1, ou p,=0
sont équivalentes.
Pour passer des formules continues & des formules discontinues, on
peut écrire

laa

1 — laapia + lll ’t(l l:lzl+1 lH + l(l(lpa (8)

ot p}* est la probabilité qu'un valide d’age x atteigne 'dge z 4+ 1 comme
valide,

p% est la probablhté qu'un valide d’dge = atteigne I'dge x -+ 1 comme
invalide,

plt est la probabilité qu’un invalide d’age = atteigne I'age x + 1 comme
invalide,

i

p2 est la probabilité qu’un invalide d’dge x atteigne I'dge x4 1 comme

valide.

Si 'on admet qu’une personne devenue invalide ne rentre pas en validité
avant une année et qu'un invalide rentrant en validité ne redevient pas
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invalide avant une année,?) on peut conclure que dans les formules (8)
P," est égal & pf et pl' est égal & p). Les taux annuels d’entrée en invali-
dité i, et de rentrée en validité r, permettent d’écrire

G=1l—p=1i+q G=l—p=r,+q
oit 82 est le taux d’élimination totale des valides et s, le taux d’élimination

totale des invalides. Sous 'hypothése ordinairement admise d’'une évolution
linéaire pendant une année on obtient

Py =501 —53) = ¥, (1 + pf)
P =r (1 —30) = fr, (1 + p))
et finalement,
Bl =0+ I b, (1 + p2)
Vopr = Upe + 157 31, (1 + 2%)
Toutefois, pour une application pratique, il est toujours utile de vérifier
Paccord des hypothéses avec I'expérience, car les formules de récurrence

(9) conduisent & un calcul de proche en proche ol 'on court toujours le
risque que les erreurs pourraient s’additionner au lieu de s’équilibrer.

9)

Iv.

Etudions maintenant le cas qui se présente souvent dans la pratique:
on connait ou I'on suppose que 'on connait la loi de survie I, de la popula-
tion totale des valides et des invalides. Il est évident que les quatre taux
40, w1k, v, et o, ne sont plus indépendants.

A Paide de I =1, , —1I¥ , on élimine 1%, de la deuxiéme
équation du systéme (I) et on obtient pour I , I"équation différentielle du
premier ordre

iy it
TR Ot Verd) — by ¥aur

Son intégrale

t

. ' .

lfn = lfe_g(q;“ e AT + flz+r”x+:e_zf(0;+0 MG A dr
Te=0

ne dépend que de trois taux p,, of et v,; il en est de méme pour %%, en

i aa ___ O ()

vertu de relation I3" , =1, , —1I7 .
?) Ces suppositions sont admissibles, si a) l'incapacité d'une courte durée est
considérée comme ,,maladie*’ et couverte par ’assurance-maladie, b) lorsqu’un in-
valide rentré en validité redevient invalide avant une année, la période intercalée n’est

considérée que comme une période de la suspension temporaire de pension.
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Done, la connaissance de trois taux:

Uz, le taux de mortalité de la population totale,

o', le taux d’élimination des invalides,

vz, le taux d’entrée en invalidité
permet d’établir les ordres I2% et I, Ces ordres ne dépendent nullement
de o2, c’est-d-dire de uj(= of —»,). Mais il faut souligner tout de suite
que ces deux ordres et 'ordre simple I — que I'on connait aussi en vertu
de o', — ne suffisent pas pour déterminer le systéme entier, car, comme
nous 'avons montré au chapitre précédent, il faut encore connaitre 1’ordre
simple des valides I]. Pour établir 1% il est indispensable de connaitre le
quatriéme taux of ou, ce qui revient au méme, uj.

La somme des équations (I) donne

l.uux = l;“.uz + l.lzt/‘fc

car
dl, die
&= T e T
11 s’ensuit que
o L L I
sziﬁzuz_'i;a‘cx_‘_ in;[,' (10)
x x x

La formule pour x4 a la forme uj = f(x) + p,g(x) ol les fonctions f(x)
et g(z) ne dépendent que des trois taux u,, o’ et v,. Il en résulte que si

o, augmente sans que ces trois taux changent, u; augmente aussi, car
o

g(x) =l_’f’; ne devient jamais négatif. Ainsi, on arrive & une conclusion
T
intéressante deux systémes définis par les taux
1 I Ii I
ll'tlﬁ v.t UZ Qz
I 1, I

i
HI v:l' GE Qit
tels que Ty, =My , T, =y, Tol = ol et Tp, + g, conduisent aux
mémes ordres composés de sorte que
Lyoa _ IMea  Yyii __ YIpii
="t ="
Les deux systémes ont encore le méme ordre simple des invalides I}. Seul
Pordre simple des valides est différent. De la formule (10) résulte que
it
Ta__Ta__ "z 1 i
Mg — x"iﬁ(gz"— Qz)-
x

Si ng » I@z’ on a H/“'Z ) I/‘: et, par suite Hl; K Il:' (A suivre.)
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