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R E N T R É E EN VALIDITÉ DANS 
L'ASSURANCE-INVALIDITÉ 

P a r Dr A NT Z E L E N K A , Genève 

Introduction. 

Ce n'est pas par hasard que mon humble contribution aux hommages 
du Prof. Dr E. Schoenbaum a pour sujet l'examen d'une question concer
nant l'établissement des ordres des valides et des invalides et des valeurs 
actuarielles qui en ressortent. C'est M. Schoenbaum qui a essentiellement 
approfondi les connaissances actuarielles sur tous les problèmes et qui a, le 
premier, démontré l'importance de certaines équations intégrales de Vol-
terra pour les ordres des valides. Parmi ses travaux relatifs à ce sujet, 
notons les suivants:*) 

Dans le présent article, je traite l'influence des rentrées en validité sur 
les ordres des valides et des invalides et les conséquences sur les valeurs 
actuarielles. Pour donner une image plus complète, je reproduis même 
certains résultats déjà bien connus et je tâche*aussi, dans la mesure du pos
sible, de faire une comparaison entre le système avec les rentrées en validité 
et le système sans rentrées en validité. 

Quant à la notation utilisée dans cet article, j'indique que — pour 
simplifier l'impression, vu que les symboles sont assez souvent compliqués — 
je note par ax non surligné même les valeurs continues qui, normale
ment, sont notées par ar. Mais je suis sûr que cela n'occasionnera aucun 
malentendu, car les formules mettent en lumière de quelle valeur il s'agit. 

Soit une population L(x0) de personnes ďâge x0 et supposons que 
cette population soit ,,fermée", c'est-à-dire qu'ełle ne reçoit aucune entrée 
et n'est assujettie qu'à des pertes par sorties. Après le temps n, la population 
est L(x), où x = x0 -f- n. Le nombre des soгties qui 'effectuent dans 
ľintervalle (w, n + t) est 

R(x, t) = L(x) — L(x + t) 
où, sełon ce qui précède, R(x, t) n'est jamais négatif. 

Cette population se divise en deux classes Lг et L2 qui s'excluent 
ľune ľautre. Tout individu de la population L appartient à une de ces 

*) E. SCHOENBAUM: Použití Volt rrových int gгálních rovnic v matematické 
statistic (Rozpravy České akad mi 26, třída I I , č. 26; 1917). 

E. SCHOENBATJM: O jisté integrodifferenciální гovnicІ (Rozpravy Č ské akademi 
29, t ř . I I , č. 15; 1920). 
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deux classes et à une seule de telle sorte que 

L(x) =- Lx(x) + L2(x). 

Supposons qiľil existe des passages ďune classe à ľautre, dans les 
deux sens. Ces passages peuvent se succóder, c'est-à-diгe qtľil y a toujours 
la possibiłité de rentrée dans ìľimporte laquelłe des deux classes. Nous 
distinguons des passages ies sorties qui peuvent natureilement se produire 
au sein de Z_, comme au śein de L2 et qui ont un caractèтe définitif. 

La cłasse Lг s'augmente par les passages en provenance de la classe Z 2. 
Par contre, elle diminue soit par des passages à la classe L2 soit par des 
sorties. II y a donc 

Lx(x + t) = Lг(x) + P21(x, t) — P12(x, t) — Rľ(x, t) (1) 
où P12(x, t) est le nombre des passages de la classe Z_ à la classe 2_ dans 
ľintervalłe (n, n + t). 

P21(x, ť) est le nombre des passages de la classe Z_ à la classe Lx dans 
le même intervałle. 

Rг(x, t) est le nombre des soгties de ła classe Z_ dans le même intervalłe. 
Remarquons que Rx(x, t) englobe non seulement les sorties des indi-

vidus qui appaгtenaient à la classe Lľ h ľépoque n9 mais aussi îes sorties 
éventuelles des individus qui dans ľintervalle (n9n+ t) ont passé de la 
elasse L2 à la cłasse Lv 

De même on a 

L2(x + t) = L2(x) + P12(x91) — P21(x91) — R2(x91) (2) 

où R2(x91) indique le nombre des sorties de la classe L2 dans ľintervalle 
(n,n+ t). 

La somme des relations (1) et (2) donne un résultat évident: 

R(x, t) = Rx(x, t) + R2(x, t). 

Supposons que toutes les fonctions dont on fait usage sont dérivabłes et 
que les limites ci-dessous existent: 

àL,(x) __ И m P21(x, t) _ U m _ _ _ _ _ _ m _ ( _ _ 

ăx t-м) t ř_o t /^o t 
ALг(x) _ ] i m P12(x, t) _ И m Pгi(x, t) __ И m __{__ 

ăx t-*o t t-+o t t-*o t 
dL(x) _ _ И m _(», t) _ ] i m ____<) 

áx t->o t t-+o t 

Ayant introduit la notation 
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lim -JííфJl = L((x) vik(x) i, k = 1, 2; i + k 
i-*0 * 

R*(;Г, í) 
hm — = Lk(x) fik(x) 
ť~*0 ř 

où vњ(x) est le taux ďintensité des passages de L^ à L& et /«&(#) est le taux 
ďintensité des sorties de Lk> on obtient 

1 X = L2(x) v21(x) — Lx(x) [v12(x) + fix(x)] 
åx 

dL2(.r) 
cLr 

dL(x) 

åx 

Lľ(x) v12(x) — Lг(x) [v21(x) + fi2(x)] 

— Li(x) Hi(x) — Lг(x) ^(x) 

Pour Tordre d'activité, Lx(x) représente la classe des valides, L2(x) la classe 
des invalides et L(x) est la population totale des valides et des invalides. 
Si nous introduisons la notation courante dans les formules actuarielles, 
nous avons: 

fix(x) = fi^ = le taux instantané de mortalité des valides 
f,t2(x) = fx\ = le taux instantané de mortalité des invalides 
v12(x) = vx = le taux instantané d'entrée en invalidité 
vn(x) = QX = le taux instantané de rentrée en validité. 

On arrive ainsi aux équations bien connues: 

dL 

(i) 

Ce système est d'une importance fondamentale pour toutes les ques
tions se rapportant à la loi des valides et à la loi des invalides qui se trouvent 
à la base de tous les calculs actuariels dans l'assurance invalidité. Les 
équations (I) forment un système d'équations différentielles linéaires homo
gènes du premier ordre; on sait que dans le cas où les fonctions fxa

x, fj,x, 
vx et QX sont continues dans l'intervalle (.r0, co), il existe une solution unique 
la

x et ïx qui pour x = xQ prend les valeurs choisies l™ et ll
x^ La solution 

du système (I) conduit soit à une équation différentielle linéaire homogène 
du deuxième ordre soit à une équation différentielle de Riccati, 

Pour établir l'équation différentielle du deuxième ordre, on dérive la 
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première équation du système et on élimine d'abord -— à l'aide de la 

deuxième équation, puis F* à l'aide de 1a première équation: 

S = S [fi -{fl* + à +v* + <?•>] + ? [w* ~("" ' + '-> + 
+ (/4 + " , ) ( | - /4-<?,)]• 

Pour établir l'équation de Riccati, on introduit deux fonctions auxili
aires f(x) et g(x) de sorte que 

/(*, = r/ + i%x). (3) 
H résulte du système (I) que 

dlaa dlil 

~Ù + ~à9{x) = l™{v*g{x) -'«-• - " J + l>* - (/4 + Qx) ?(*)]• 
En dérivant l'équation (3), on a: 

dVta dl? df(x) ..dg(x) 

dx dx dx x dx 
Il en résulte que 

dg) _ ^d^) = m _ ^{x)] Mx) _ ̂  _ vj + ç ^ _ ^ + 

+ &)«'(*)]• 
Imposons encore une deuxième condition aux fonctions f(x) et g(x) 

df(x) 

On obtient ainsi 
dg(x) 

åx 

^ • = /(*) M ^ ) — lĄ — »-]• 

vjň.*) + a(x) [/4 + e-—A*5—"J — e, 

qui est l'équation cherchée pour g(x). Nous connaissons une solution expli
cite de l'équation de Riccati seulement dans quelques cas spéciaux quand 
les coefficients remplissent certaines conditions. Ces conditions signifient 
toujours qu'il existe entre ces coefficients une relation, de sorte qu'ils ne 
sont pas indépendants. Etant donné que dans notre cas les quatre fonctions 
fil, fx%

x, vx et QX sont, en général, indépendantes, l'équation n'admet pas 
une solution explicite. 

Ainsi, on voit que le système (I), en général, ne permet donc pas une 
solution explicite pour les fonctions la

x et ll*. 
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Avant de considérer le système général, il est utile de prendre le cas 
où Qx - 0, c'est-à-dire où il n'existe aucune rentrée en validité. Nous nous 
bornerons à rappeler sommairement les résultats bien connus. Les équations 
(I) s'écrivent dans ce cas 

ax (II) 
ai'j _i__z;x + 0'*-

11 est facile d'établir l'intégral qui pour x = x0 prend les valeurs l™ et l": 

1JT — *>,*• o 
/(k',xЄ+",.+()d< 

i« _ r v / < • <di + 7/- „ e -M d T

t U 

Introduisons une loi simple d'élimination des invalides par 

t^A,,[Ax 

où 

~JV> li u , 

représente la probabilité pour un invalide d'âge x0 d'atteindre l'âge x. 
Ensuite, on peut écrire 

%=*iy (*.. *> + 7 é + , " x . .i/»'(*o+t> *) «u (*) 
0 

où l'on s'aperçoit d'une part le nombre des invalides d'âge .r0 qui ont 
atteint l'âge x et, d'autre part, le nombre des personnes qui étaient valides 
à l'âge :r0, qui sont devenues invalides dans l'intervalle (xQ, x) et ont atteint 
l'âge x. 

La formule (4) qui peut s'écrire 

*"+f = <">'>>x + *) + K + r ^ - r / À * +r,x+t)dr 

permet d'établir facilement les relations de Schaertlin.1) La loi de survie 
l) Dr . G. SCHAERTLIN: Contribution à la théorie mathématique de l'assurance 

en cas d'invalidité; Berne 1907. 

80 



lx de la population totale des valides et des invalides est 

/ /"« i r7 

lX+1 — lXrt I VX-C 

Ayant multiplié cette relation par e~ôt, l'intégration par rapport à / dans 
Pintervalle (0, co) donne 

Jit+fi-» dt = JiT+te-st àt + Ji^fl-6' dt 
0 0 0 

Jl%fl-*1 dt = I« JV\X, X+t) e~ôt dt +f 7é+r", + rPV + T, X + t) . 
0 0 t = 0 T = 0 

. e "* dT dL 

En intervertissant les intégrations dans l'intégral double, il faut modifier 
convenablement les limites d'intégration (formule de Dirichlet): 

' 7 7SV-+T.»'(* + T, x + t) e - « dT dt = 7 JlT+,vI+xe-6t. 
t = Q T = 0 r = 0 ( = T 

. p\x + T, x + 0 e~,5(,-T) d* dT = 

= h\rVx+r*-ÔT \JV\X +T,X+t) e~d(<~T> àt] dt = 
T = 0 f = r 

f/aa _? J iaa„ai /Ç. Y '*^>/ • 
— Jlx+rVx+rax+r d * = '* Qx • / $ > _ * * v 

T-=0 /.^? 4k -^ 
Donc, on arrive à 

h** -= w + « t f , + *x \& \% §} (5) 
qui est la formule de Schaertlin. x£jfrQlj^/'' 

Par le même processus, on peut établir une telle formule pour les 
valeurs actuelles des assurances au décès. Il ressort du système (II) que 

/ .. — iaa a . îii i 
V f r ~ lx Px ^ Wx 

on obtient 

]h+^+fl-ôtdt=]lT+,pUfl-itàt+ Jv^tfi+fl-ôtdt 
t = 0 *=0 f=-0 

k+À+fi-6t dt = Vt jV\x, x + t) ̂ fl~M ^ + 
f=o o 

+ 7 K + ^ + T P V + T,x+t) ^ T , e -* dT àt. 
t = 0 T = 0 

En intervertissant les intégrations dans l'intégral double, on obtient 
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/ / ^ T ^ Ï тЄ~V'(* +Г,X+t) Є- Й ( t -" åt dт = 
T»() t=*т 

/"/«« ... J i to"< 5 Tfl-r jnajai 
— }'<x + xVX*rxAT^xe a T — lx A x * 

T = 0 

Il s'ensuit que 
l,Ax=l^(Aa

x

a+Aaj) + tiAx. (6) 
On peut encore généraKser un peu ce résultat: au Keu de considérer des 
assurances au décès d'un montant égal à 1, on peut introduire des assurances 
de montant <p(t) ne dépendant que de t. En introduisant la notation 

QO 

lAx(<P) = fh+iPt-r/PW e~Ôt Ût etC* 

t-o 

le même processus que ci-dessus nous conduit à 
l^f) = 1?[A?(V) + A"J(<p)] + 1%Ax(<p). (7) 

Si Ton suppose, par exemple, le même état-civil pour les invalides que pour 
les vaKdes, la même répartition des veuves par âge et les mêmes conditions 
d'attribution des pensions de veuves, la formule (7) peut être appKquée aux 
valeurs actuelles des pensions de veuves. La même formule peut encore 
être appliquée pour les pensions d'orphelins, si Ton suppose le même nombre 
des enfants ayant droit pour les invaKdes que pour les valides, la même 
répartition de ces enfants par âge et les mêmes conditions d'attribution. 

Remarquons encore qu'ordinairement, on ne fait pas usage des ll
x 

pour les calculs de valeurs actuelles ax ou Aa
x et qu'on appKque presque 

toujours les formules avec la
x\t et avec la loi simple lx: 

00 
jaa-ai tjaa „. A n—ôt A4 
lxax = Jlx+tvx+fx+te d t 

0 

lr<=/C^+e4+te-"dt-. 
0 

Mais, pour x0 où ï£ = 0, on peut obtenir directement 

lX=k+te~Sidt 

0 

0 

car, de ce qui précède, il est toujours 
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t - o 
00 

)lx+dlx + te -= K^x + l'x '^x* 
t^o 

III . 

Supposons maintenant que QX n'est pas constamment égal à 0. Intro
duisons encore la notation 

< = A + vx 4 = /4 + vx 
où oa

x et cr̂  sont les taux d'intensité de l'élimination totale respectivement 
pour la classe des valides et pour la classe des invalides. Le système fon
damental 

x + t jaa un i 71? 
~ ~ ~ T ~ — lx+tux + t'\ vx + tQx^t 

(i) 
dl'\t . . . ' 

£ + î in rt1 _L 1aa il 
rïj — lx+tux+t \ lx+tvx^t 

n' admet pas, comme nous avons démontré, une solution explicite dans le 
cas général. Il est donc nécessaire de recourir à une solution approchée, 
par une intégration numérique, par exemple. A cette fin, il est utile de 
remplacer les équations (I) par les équations suivantes: 

t t 

ia:+t=ttlf'^^k+4,^ 
(III) 

lii „ 7 U - K + TdT , }jaa e ~ K + * d ^ d r 
lX+t~ ^ X e T - 0 T" JlX+TVX + Te ê~T aX 

T-=0 

Pour prouver que le système (III) est équivalent au système (I), il suffit 
de dériver le système (III) et de montrer que l'on obtient le système (I). 
Pour la première équation de (III), nous savons par dérivation: 

t t 

^ ± i _ 7«<V~K+*dV +lH o — flu o e~fa*+(>dêaa d r -
j , — — ^ e T = 0 °x + t \ lx + tQx+t JVX±TQX + TKJ # = T °x+taT — 
a l T = 0 

t t 
- a naa~Jax + T a T \ fjii _ „~*J ax + &a^ A^ i lUn — 

= — ax + tl*Z e T = 0 + }lX + TQx+TeV~T a r l + lzQx+t — 
T=0 

jaa a t jii^ 
— lx+t°x + t i " lxQx + V 
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De même, la dérivation de la deuxième équation du système (III) nous 
conduit à la deuxième équation du système (I). Dans la deuxième équation 

t 

du système (III) figure l'expression e 5 l J" r qui nous rappelle l'ordre 
simple des invalides dans le cas sans rentrée en validité. Ici, cette formule 
indique la probabilité qu'un invalide d'âge x appartient à la classe des 
invalides pendant tout l'intervalle (x, a: -f- t). Dans la première équation, 

t 
f'a i 

on trouve encore e 5 x*x qui est la probabilité qu'un valide d'âge x 
atteigne l'âge x -f- t sans avoir jamais quitté la classe des valides dans 
l'intervalle (x, x + /). Ainsi, on est amené à introduire deux ordres simples 
auxiliaires des valides et des invalides par les formules 

t 

x - ( - l K Û " + T d T = ^ ^ ^ + <) 
/ v-N) 

Avece^ftfc&Jkîtation, nous obtenons 

K\t = W * . *+*)+ K+rfo + y [X+T,X+t) dT 
T (V) 

#+t = %A*> *+*) + flT+Sx + rA* +*>*+*) dT. 
T-=0 

Ces relations montrent d'une manière expressive comment se con
struisent les ordres laa

+t et Ç + r Le premier terme indique le nombre des 
personnes qui restent dans leur classe pendant l'intervalle entier; le deuxi
ème terme représente le nombre des passages en provenance de Y autre 
classe en combinaison avec les probabilités de rester dans la classe nouvelle 
depuis l'entrée jusqu'à l'époque considérée. 

Il est intéressant de comparer le système sans rentrées en validité avec 
le système général et le rôle qui y jouent les „ordres simples". Par un ordre 
simple, nous entendons l'ordre d'élimination dans une population qui n'a 
pas d'entrées et qui diminue par les sorties. Ce sont la loi ll

x dans les deux 
systèmes, et la seulement dans le système où existent des rentrées en 
validité. Par contre, par un ordre composé nous entendons un ordre où — 
à part les sorties — il existe des entrées. Dans tous les deux systèmes, 
ï" est un ordre composé. Mais laa est un ordre composé dans le système 
avec des rentrées en validité, et un ordre simple dans le système sans 
rentrées en validité. En effet, on voit que laa résultant des équations (II) 
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est identique avec lx résultant des équations (IV); mais lx
u résultant des 

équations (V) est bien différent de l'ordre Vx résultant de (IV). 

Des quatre taux JLIX, JLI1
X, VX et QX résultent deux ordres composés 

Vx
a et lx, et deux ordres simples lx et Vx. Réciproquement, ces quatre 

ordres permettent d'établir les taux: 

dînVi . . dlnli 
-Í = /»_+"., = 5-Ѓ ^ - = /*_+'•. 

ăln-
IT n 

dx * r x ' x dx 

dlnl*} 
~ďx~ 

*-~x — — -» » 
Ví" 

dlT Г d Г d Ы " l /dlnÇ" 

*Єx ~ '* °x + dx ~ l* [lT ăx dx J ~ M d* 

l* dx 

.. dln-^-

v: ii x la
x
a dx 

Si lx
a doit être équivalent à £J, il suit de la formule établie pour Qx que QX 

doit être égal à 0. On voit donc que les deux conditions 

-r=ç ou e ._o 
sont équivalentes. 

Pour passer des formules continues à des formules discontinues, on 
peut écrire 

jaa jaa^aa i ~ii~A* jH /'*'».** _J_ jaa^ai io\ 
lx+l -~~lxPx + lxPx ^ + 1 =~ lxPx + lx Px W 

où pa
x est la probabilité qu'un valide d'âge x atteigne l'âge x -f- 1 comme 

valide, 

pa
x est la probabilité qu'un valide d'âge x atteigne l'âge x -f- 1 comme 

invalide, 

px est la probabilité qu'un invalide d'âge x atteigne l'âge x -)- 1 comme 
invalide, 

_o!jf est la probabilité qu'un invalide d'âge x atteigne l'âge x -f- 1 comme 
valide. 

Si l'on admet qu'une personne devenue invalide ne rentre pas en validité 
avant une année et qu'un invalide rentrant en validité ne redevient pas 
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invalide avant une année,2) on peut conclure que dans les formules (8) 
paa est égal à pa et px est égal à px. Les taux annuels d'entrée en invali
dité ix et de rentrée en validité rx permettent d'écrire 

<=--£=-••-+«; 4= I-PÏ=*-,+<& 
où sa est le taux d'élimination totale des valides et sx le taux d'élimination 
totale des invalides. Sous l'hypothèse ordinairement admise d'une évolution 
linéaire pendant une année on obtient 

£'=<,(--&) = **',(- +ri) 
p?-=»-,a-K) = K(i + p.î) 

et finalement, 

i"l.v = in>l + n¥Ai + vl) (9) 

•iVi = *&£+•?& a + pi> 
Toutefois, pour une application pratique, il est toujours utile de vérifier 
l'accord des hypothèses avec l'expérience, car les formules de récurrence 
(9) conduisent à un calcul de proche en proche où l'on court toujours le 
risque que les erreurs pourraient s'additionner au lieu de s'équilibrer. 

IV. 

Etudions maintenant le cas qui se présente souvent dans la pratique: 
on connaît ou l'on suppose que l'on connaît la loi de survie lx de la popula
tion totale des valides et des invalides. Il est évident que les quatre taux 
/ij , /**, vx et gx ne sont plus indépendants. 

A l'aide de lx\^=lx+t—lx+t, on élimine lx\t de la deuxième 
équation du système (I) et on obtient pour lx+i l'équation différentielle du 
premier ordre 

dl>{Lt •• . 
"""df" ~~ lr + t\ax+t "T v

x+t) lx+tvx + f 

Son intégrale 
* t 

lu ^li*e~fà+* + v*+*)dt+ fl v e-f
(<+» + v*+»)d*dT 

lz+t~ * z e 0 -T Jl'x+rvx + xe t a r 

T ~ 0 

ne dépend que de trois taux /ix, ax et vx; il en est de même pour la
x\ t en 

vertu de relation laf,, = L , . — Zî\ ,. 
x+t x-rt x + t *) Ces suppositions sont admissibles, si a) l'incapacité d'une courte durée est 

considérée comme ,.maladie" et couverte par l'assurance-maladie, b) lorsqu'un in
valide rentré en validité redevient invalide avant une année, la période intercalée n'est 
considérée que comme une période de la suspension temporaire de pension. 
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Donc, la connaissance de trois taux: 
juX) le taux de mortalité de la population totale, 
axi le taux d'élimination des invalides, 
vXi le taux d'entrée en invalidité 

permet d'établir les ordres laa et ll
x
l. Ces ordres ne dépendent nullement 

de al, c'est-à-dire de /*"(= ax — vx). Mais il faut souligner tout de suite 
que ces deux ordres et l'ordre simple ll

x — que l'on connaît aussi en vertu 
de ax — ne suffisent pas pour déterminer le système entier, car, comme 
nous Pavons montré au chapitre précédent, il faut encore connaître Tordre 
simple des valides lx. Pour établir la il est indispensable de connaître le 
quatrième taux aa ou, ce qui revient au même, ixa

x. 

La somme des équations (I) donne 
7 .. ia<t,,a _ _ vî,A 

car 

Il s'ensuit que 

_ _ _ г = __+_? 
dx dx dx' 

l4 = -ŹsPz — -W0 Г*+ Q,-SГa- < 1 0 > 7«« r * ma * "+" Q% ja 

La formule pour fia

x a la forme /ux = f(x) -f- qxg(x) où les fonctions f(x) 
et g(x) ne dépendent que des trois taux {tx> ax et vx. Il en résulte que si 
QX augmente sans que ces trois taux changent, fia augmente aussi, car 

îii 

g(x) = - ^ ne devient jamais négatif. Ainsi, on arrive à une conclusion 

intéressante deux systèmes définis par les taux Y 
4 

\ 
l \ 

Ч 
"4 

гQx 

UQx 

tels que Jџx -
mêmes ordres 

= uu Jv 
rx> yx 

composés 
de sorte que 

= " < et x
( 

Ijaa 
lx — 

lljaa 
lx » 

ІJÌІ 
lx -

IІ/iг 
~ ьx 

°x e t IQx + UQx> conduisent aux 

Les deux systèmes ont encore le même ordre simple des invalides lx. Seul 
Tordre simple des valides est différent. De la formule (10) résulte que 

V — uua = — (Jo — uo ) 
rx rx — -taa l "x " * ' ' 

lx 

Si UQX » \ x , on a ll£ » Yx <*, par suite ula
x « % ( A 8uivre.) 
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