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SOUTEZE

Ulohy domaciho kola 55. ro¢niku
Matematické olympiady pro zaky strednich skol

KATEGORIE A
1. V oboru realnych ¢isel feste rovnici

V2 (sint + cost) = tg®t + cotg®¢.
(J. Svrcek)

2. Necht ABCD je té&tivovy ¢tyfuhelnik s navzajem kolmymi thloptic-

kami. Oznacme po fadé p, ¢ kolmice z bodi D, C na pfimku AB

a déle X prusecik pfimek AC a p a Y prusecik pfimek BD a gq.
Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo ctverec.

(E. Kovdc)

3. Posloupnost (a,)%2, nenulovych celych ¢isel mé tu vlastnost, Ze pro
kazdé n = 0 plati a,.1 = an — by, kde b, je ¢islo, které ma stejné
znaménko jako ¢islo a,,, ale opa¢né pofadi ¢islic (zépis ¢isla b, mize
narozdil od zapisu éisla a,, za¢inat jednou nebo vice nulami). Napti-
klad pro ag = 1210 je a3 = 1089, ay = —8712, ag = —6534, ...
a) Dokazte, Ze posloupnost (a,) je periodicka.

b) Zjistéte, jaké nejmensi pFirozené ¢islo mize byt ag.
(T. Jurik)

4. Najdéte vSechny kubické rovnice P(z) =0, které maji asponn dva
rizné realné kotreny, z nichz jeden je ¢islo 7, a které pro kazdé redlné
¢islo t spliiuji podminku: Jestlize P(t) =0, pak P(t+1) = 1.

(P. Novotny)

5. Jsou dany usecky délek a, b, ¢, d. Dokazte, ze konvexni ¢tyruhelniky

ABCD se stranami délek a, b, ¢, d (pfi obvyklém znaceni) existuji

a pritom uhlopficky kazdého z nich sviraji jeden a tyz thel, pravé
kdyz plati rovnost a? + ¢ = b% + d°.

(J. Simsa)
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. Najdéte vSechny uspotfadané dvojice (z,y) pfirozengch ¢isel, pro néz

lati
P 2% +y? =2005 (z — y).
(J. Moravcik)

KATEGORIE B

. Urcete vSechny hodnoty celociselného parametru a, pro néz ma rov-
nice
(x4 a)(x + 2a) = 3a

aspon jeden celociselny kofen.
(J. Zhouf)

. V daném trojahelniku ABC ozna¢me D ten bod poloptimky CA,
pro ktery plati |CD| = |CB|. Déale ozna¢me po fadé E, F stiedy
useCek AD a BC. Dokaite, ze |[{BAC|=2-|q4CEF|, pravé kdyz
|AB| = |BC]|.

(P. Leischner)

. Rozhodnéte, zda nerovnost
a(b+1)+b(c+1)+c(d+1)+da+1) Z L(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢, d, kterd vyhovuji podmince
a) ab=cd=1; b) ac=bd =1.
(J. Simsa)

. Kazdou z hvézdicek v zapisech dvanactimistnych cisel
A = x883888888888, B ==x11111111111

nahradte né&jakou ¢islici tak, aby vyraz [14A — 13B| mél co nejmensi
hodnotu.
(J. Simsa)

. Kruh o stfedu S a poloméru r je rozdélen na ¢tyti ¢asti dvéma téti-
vami, z nichz jedna m4 délku r a druhad mé od stfedu S vzdalenost %r.
Dokazte, ze absolutni hodnota rozdilu obsahti téch dvou ¢asti, které
maji spoleény pravé jeden bod a pfitom zadna z nich neobsahuje

stfed S, je roven jedné Sestiné obsahu kruhu.
(P. Leischner)
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6.

40

Urcete nejmensi prirozené c¢islo n s nasledujici vlastnosti: Zvolime-li
n ruznych prirozenych ¢isel mensich nez 2005, jsou mezi nimi dvé
takova, ze podil souctu a rozdilu jejich druhych mocnin je vétsi nez

tFi. (J. Zhouf)

KATEGORIE C

6 2

. a) Dokazte, 7ze pro kazdé pfirozené ¢islo m je rozdil m® —m

délitelny ¢islem 60.
b) Urcete vSechna piirozené &isla m, pro kterd je rozdil m® —m
délitelny ¢islem 120.

2

(J. Moravéik)

Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny t¥i maji spolecnou
teénu. Poloméry kruznic k, [ jsou 3cm a 12cm. Vypoctéte polomér
kruznice m. Najdéte vsechna feSeni.

! (L. Bocek)

Urcete pocet vSech trojic navzajem réiznych trojmistnych pfirozenych
¢isel, jejichz soucet je délitelny kazdym ze tii séitanych cisel.

(J. Simsa)
Je dano pfirozené ¢islo n (n = 2) a redlnd éisla x4, 2o, ..., Tp, Pro
ktera plati
T1To = ToTy = -+ = Tp_1Tp = TpT1 = 1.
Dokazte, ze
i3+ o a2l 2

(J. Svrcek)

V ostrotihlém trojahelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vrcholu C'
a P, Q odpovidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC
a BC. Obsahy trojuhelnikai ADP, DCP, DBQ, CDQ ozna¢me po-
stupné Si, So, S3, Si. Vypoctéte Sy : Sz, jestlize Sp:S.=2:3,
S3:8,=3:8.

8 (P. Novotny)

Rozhodnéte, které z Cisel

\/p+\/§+\/q+\/ﬁ \/p+\/ﬁ+\/q+\/5

je vetsi, jsou-li p a ¢ razna kladna cisla.

(J. Moravcik)
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