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MATEMATIKA

7. Zavér

Ve stiedoskolskych ucebnicich matematiky jsou vétsinou uvedeny geo-
metrické ulohy, které vedou na pouziti geometrické rady, viz také [6].
V clanku jsme na problému multiplika¢niho efektu vladnich vydaji, pro-
blému vééného diichodu nebo na problému tvorby penéz v bankéach uka-
zali pouziti nekonecné geometrické fady v ekonomii. Diraz jsme kladli
na pouziti matematickych pojmi a ziskané vysledky jsme z pohledu eko-
nomie interpretovali az nasledné.
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O dikazech zajimavych Ciselnych rovnosti

Jaroslav Svréek, PrF UP Olomouc

Cilem ¢lanku je podrobnéji seznamit ¢tenafre s nejpouzivanéjsSimi me-
todami dikazt vyjimecénych ¢iselnych rovnosti, které jsou splnény pro
specidlni (zpravidla iracionaln{) hodnoty goniometrickych funkci. Takové
identity muZeme na sebevykonnéjsim pocitac¢i pouze otestovat s omeze-
nou presnosti. Poznatky ziskané v tomto ¢lanku lze tispésné vyuzit pii
hledani nebo dokazovani jinych ¢iselnych identit uvedeného typu.

Nejprirozenéjsi cestou, jak dokazat takovou ¢iselnou identitu, je vyu-
Zitd zdkladnich goniometrickych vzorci (goniometrickych identit). Jednd
se predevsim o aplikace souctovych formuli (pro dva argumenty) a déle
vyuziti jejich disledki, kterymi jsou formule pro dvojnasobny, resp. troj-
nasobny argument. Uplatnime je pfi feSeni tvodni tlohy.
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MATEMATIKA

Priklad 1. Dokazte, Ze plati

tg45° - tg 35° - tg 25° - tg 15° = tg 5°.

Reseni: K dfikazu vyuzijeme dvé goniometrické identity

tga+t tgy (3 — tg?
taatg) = BoE®S g ter( g )
1Ftgatgf 1-3tg°y

které jsou splnény pro vSechny pripustné hodnoty argumenti «, 5 a ~.
Prvni z nich je znamy souctovy vzorec, z néhoz snadno odvodite i druhou
identitu, a to na zékladé rovnosti tg 2y = tg(y+7) a tg 3y = tg(2y + 7).

Pomoci téchto vztahii (pro « = 30°, 8 = v = 5°) a rovnosti
tg2 30° = % upravime postupné hodnotu L levé strany dané rovnosti.
Plati

L = tg45° - tg35° - tg 25° - tg 15° = tg 35° - tg 25° - tg 15° =

)

= tg(30° 4 5°) - tg(30° — 5°) - tg(3 - 5°) =

_ tg30° +tg5° tg30° —tgh°  tg5° (3 —tg?5°)
©1—tg30°-tg5° 14 tg30°-tgh° 1-3tg?5°

tg?30° — tg?5°  tg5°(3 —tg?5°)
1—tg230° -tg25°  1—3tg2h°

3 —tg?5%  tg5° (3 —tg?5°)
1— 3tg?5° 1—3tg?5°
1—-3tg%5° tgh°(3 —tg?5°)

= =tgh°.
3_tg25°  1—3tg25° &

Tim je dikaz dané ¢iselné identity ukoncen.

Podobnym postupem lze dokazat napt. také nasledujici t¥i ¢iselné rov-
nosti. Pokuste se o to sami.

Cvieni 1. Dokazte, Ze plati
tg 40° + tg 60° + tg 80° = 3tg 70°, (1)
tg9° — tg27° — tg63° + tg 81° = 4, (2)
28in2° 44 sin4° 4 6 sin6° + - - - + 180 sin 180° = 90 cotg1°. (3)
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MATEMATIKA

Pfi dtikazu dalsi ¢iselné rovnosti vyuzijeme (pro mnohé mozna pie-
kvapivé) prostiedky syntetické planimetrie. Danou goniometrickou tlohu
pritom pfevedeme na ulohu z geometrie trojuhelniku.

Priklad 2. Dokazte, Ze plati

1
€08 36° — cos 72° = 7

Reseni: Vyuzijeme zde vhodnych vztahfi, které plati v rovnoramenném
trojuhelniku ABC, jehoz vnitini hly pfi zdkladné AB maji velikosti 72°,
takze thel pfi hlavnim vrcholu C' ma velikost 36° (obr. 1). Osa jeho vniti-
niho thlu pii vrcholu A protind rameno BC' v bodé D, pfi¢emz trojuhel-
niky ABC a BDA jsou podobné. V§imnéme si, ze také trojuhelnik ACD
je rovnoramenny (se zakladnou AC); plati tudiz |AB| = |AD| = |CD|.
Ozna¢me FE stfed zakladny BD v rovnoramenném trojihelniku ABD.

C

A F B Obr. 1

7Z pravouhlého trojuhelniku AEC je patrné, Ze plati

. _|CE| |BC|-3|BD| |AC|-3}|BD|
cos 36° = = =
|AC| |AC| |AC|

Podobné z pravouhlého trojuhelniku AFC (F je stied zdkladny AB)
mame L )

3[AB| _ 3|CD|

|AC|  |AC|

cos 72° =
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MATEMATIKA

Odtud plyne

|AC| — 5 (IBD| +|CD|) _ |AC| - 3|BC| _

c0s36° — cos 72° =

|AC| |AC|
_AC|-31AC] 1
B |AC| -2’

coz jsme chtéli dokazat.

Jin€ tesent nabizi dikaz pomoci vzorcd pro rozdil kosini dvou argu-
mentd a pro kosinus dvojnasobného argumentu. Plati

08 36° — cos T2 — 2 (cos 36° — cos 72°)(cos 36° + cos 72°) _
2 (cos 36° + cos 72°)

~ 2c0s?36° —2c0s®72°  (cos72° + 1) — (cos 144° — 1)
~ 2(cos36° +cosT2°) 2 (cos36° + cos 72°)

cos 72° + cos 36° 1

"~ 2(cos36° +cos72°) 2

Cvi€eni 2. DokaZte rovnost

cos 36° - cos 72° = i

Pozndmka: Na zékladé vysledku piikladu 2 a cviceni 2 je mozno piimo
vypocitat

cos 36° = @ a cos 72° = E

4 4
Uvedené rovnosti lze véak odvodit také jinym zpiisobem. Cisla sin 54°
a sin 18° jsou totiz kladné kofeny rovnice 16z* — 1222 4+ 1 = 0, kterou
ziskdme na zékladé rovnosti cos(5 - 54°) = cos(5 - 18°) = 0 ze vzorce pro
cos ba. Detailni vypocet se pokuste provést samostatné.

Dalsi moznou cestou, jak postupovat pii dikazech ¢iselnych rovnosti
zkoumaného typu, je vyuziti algebraickych prostfedki, specialné pak
Vietovych vzorcu, jez udavaji vztahy mezi kofeny a koeficienty alge-
braické rovnice. Ponévadz pro kazdou algebraickou rovnici n-tého stupné
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MATEMATIKA

muzeme vypsat az n Vietovych vztahd, lze pfi vhodném pouziti této
metody ocekavat soucasné odvozeni vétsiho poctu zajimavych rovnosti.
Uvedenou algebraickou metodu si ukdzeme pii feseni dalsi dlohy.

Priklad 3. Dokazte ¢iselné rovnosti

sin 10° + sin 50° = sin 70°, (4)
. o . o . o 1
sin 10° - sin 50° - sin 70° = g (5)
1 1 1
= 6. 6
sin 10° + sin50°  sin 70° + (©)

Reseni: Ozna¢me pro jednoduchost a = sin 10°, b = sin 50° a ¢ = sin 70°.
Nagim cilem je tedy dokazat trojici rovnosti

1 1 1 1
a+b=c, abc = =, -4+ -=-+6.
8 a b ¢

Predné si uvédomme, ze plati
1
sin(3 - 10°) = sin(3 - 50°) = —sin(3 - 70°) = 3

Presvédcte se, ze vzorec pro sinus trojnasobného argumentu ma tvar
sindz = 3sinx — 4sin?’gc7
odkud 1
sin®z — Zsinz + ~sin3z = 0.
4 4
Reélna cisla a, b a —c jsou proto kofeny kubické rovnice

3 1
3_ Y -

Podle Vietovych vztahi tudiz plati

a+b—c=0, (7)
3
ab—bc—ca——z, (8)
1
be = =. 9
abe = 2 9)
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MATEMATIKA

Ze vztahu (7) bezprostfedné plyne identita (4), z rovnosti (9) vyplyva
podobné identita (5). Vztah (8) nejprve upravime na ekvivalentni tvar

1,1 103
a b ¢ 4dabe’

odkud po dosazeni za abc ze vztahu (9) obdrzime pfimo identitu (6).
Tim je diikaz rovnosti (4)—(6) proveden.

Pozndmka: Ciselnou identitu (4) 1ze na rozdil od vztahi (5) a (6) snadno
dokazat také uzitim souctového vzorce pro funkci sinus. Podle ného

10° + 50° 10° — 50°

sin 10° + sin 50° = 2 sin 5 cos 5 = c0s20° = sin 70°.

Cviceni 3. Dokazte ¢iselné rovnosti

1 + 1 n 1
cos210°  cos?50°  cos?70°

=12, (10)

1 + 1 n 1 n 1
cos220°  cos240°  cos?260°  cos280°

= 40. (11)

Zavérem ukazeme, jak lze pii diikazech goniometrickych rovnosti efek-
tivné vyuzit také vektory.

Priklad 4. Dokazte, Ze plati

sin 5° + cos 13° — c0s49° — sin 113° 4+ sin 149° = 0.

Reseni: Upravme nejprve levou stranu na soucet hodnot péti sini. Plati

sin5° + cos 13° — c0s 49° — sin 113° + sin 149° =

= sin5° + sin 77° 4 sin 221° + sin 293° + sin 149°.
Reélna ¢isla sin 5°, sin 77°, sin 149°, sin 221° a sin 293° jsou y-ové sourad-
nice vrchold pravidelného pétitthelniku vepsaného do jednotkové kruz-

nice se stfedem v pocatku O kartézské souradnicové soustavy Ozy, ma-li
jeden z jeho vrcholt soufadnice [cos 5°, sin 5°].
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MATEMATIKA
Protoze v libovolném pravidelném n-tthelniku (n > 3) je soudet n vek-
tord, které maji pocatek v jeho stiedu a koncové body po radé ve vsech
jeho vrcholech, roven nulovému vektoru®), jsou i soucty odpovidajicich
z-ovych i y-ovych slozek vSech téchto vektorti rovny nule. V pfipadé
naseho pétithelniku tedy plati
sin 5° + sin 77° + sin 149° + sin 221° + sin 293° = 0
a navic také
cos5° + cos 77° + cos 149° 4 cos 221° + cos 293° = 0.
Tim je dikaz ukoncen.

Cviceni 4. Dokazte, Ze plati

cos 11° 4 cos 83° + cos 155° + cos 227° + cos 299° = 0.
cidlni hodnoty nékterych goniometrickych funkci. O jejich dukazy se
miizete pokusit nejprve samostatné, v pripadé nezdaru si prohlédnéte
navody ke cvi¢enim na strané 40.
Cvi€eni 5. DokaZte rovnosti

tg1° +tg5° +tg9° + - - +tg173° + tg 177° = 45, (12)

sin 10° - sin 20° - sin 30° - sin 40° - sin 50° -

-8in 60° - sin 70° - sin 80° = — 13

sin sin sin 555 (13)

c0s — - cos 2 cos St cos ar cos o cos o cos m_ 1 (14)
15 15 15 15 15 15 15 128"

*) Otocime-li kolem pocatku kazdy z n sc¢itanych vektord o 360° e stejném sméru,

n
jejich soucet se nezméni (vysledny souctovy vektor se pfitom rovnéz otodi stejnym
zptsobem). Tuto vlastnost ma jediné nulovy vektor.
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