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MATEMATIKA

Cty¥i trigonometrické nerovnosti

Radka Smgkalovd, PrF MU Brno

Zadani problému

Na stiedni Skole se seznamujeme s goniometrickymi funkcemi a vzorci,
nasledné pak se dvéma vétami, které udavaji vztahy mezi délkami stran a
velikostmi thla v libovolném trojihelniku — sinovou a kosinovou vétou.
Kdyz na tabuli ucitel vypocita posledni priklad z ucebnice a vycerpa
tak jeji obsah, nejeden zvidavy student miize polozit otazku, zda pro
hodnoty goniometrickych funkci na vnitfnich thlech trojuhelniku plati
néjaké rovnosti a nerovnosti. Ucitelova odpovéd bude tieba i kladna,
avsak nejspise nas zadnym takovym vztahem hned neobohati. Mozna
se na piisti hodiné nékolik takovych rovnosti a nerovnosti dozvime
([2] a [3]). Horsi to bude s jejich dukazy, které se neobejdou bez slozitych
goniometrickych tprav a uziti Cauchyovy ¢i Jensenovy nerovnosti, které
nas nejspise od hlubsiho studia trigonometrie odradi.

V nésledujicim textu se miZete téSit na konkrétni ¢tyfi trigonomet-
rické nerovnosti a na jejich nevidané dikazy, které byly oznaceny auto-
rem [1] za nejkratsi, které kdo kdy demonstroval. Moznd jim sami pfidéte
jesté pfivlastky dimyslné a matematicky krasné. Vsechny budou zalo-
Zeny na vyuziti znamé jednoduché nerovnosti

2uv < u? 4 v, (*)

ktera plati pro libovolna realna ¢isla u a v. Tém, ktefi ihned platnost
nerovnosti (x) nevidi, napovézme, Ze je ekvivalentni s nerovnosti

0 < (u—wv)2

Slibené nerovnosti, jejichz diikazy se budeme zabyvat, jsou nasleduji-
cich tvard

S1 = cosa + cos 3 + cos
So zsin%+sin§+sin
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3V3

ngsina—ksinﬁ—i—sinVST, (3)
3v3
54:cos§+cos§+cos%37f, (4)

kde a, (3, v jsou vnitini thly libovolného trojuhelnika. Sami jisté rychle
zjistite, Zze v pripadé rovnostranného trojihelnika nastane ve vSech
CtyFech vztazich rovnost. Proto nerovnosti (1)—(4) uréuji nejuétsi mozné
hodnoty trigonometrickych souctd, které jsme oznacili S az Sy.
Zamysleme se nejprve nad tim, zda je nékterd z nerovnosti (1)—(4)
dtisledkem jiné. Odpovéd zni ano. Dokonce jsou takové nerovnosti dve.
Pro¢ tomu tak je? Jsou—li «, B, v vnitini Ghly trojuhelnika 7', pak thly
————————— 2 jsou kladné a jsou to vnitini hly nékterého troju-
helmka T’, nebot pro jejich soucet plati
(E_g)+<ﬁ_é>+(2_1):§E_2i£i1:3ﬂ_

T
2 2 2 2 2 2/ 2 2 2 2 "

Co to pro nase nerovnosti znamen4? DokaZzeme-li nerovnosti (1) a (3) pro
v8echny trojihelniky, nebudeme muset dokazovat nerovnosti (2) a (4),

které jsou pro trojihelnik 7" diky rovnostem

sin%+siné+sin1:cos(z—g)+cos<z—é> +cos(E—1),

2 2 2 2 2 2 2 2
o B 1_-(E_ﬁ n_#5 -@_z)
cos2+c082+c052—sm 5 5 + sin (2 ) + sin 5 B

dusledky nerovnosti (1) a (3) pro trojihelnik 7”.

Zaméfime svoji pozornost nejdiive na nerovnost (1), jejiz dikaz bude
snadnéjsi nez u nerovnosti (3). D¥{ve nez v ném uplatnime nerovnost (x),
provedeme vSeobecné uzite¢nou upravu: do dokazovaného vztahu dosa-
dime napf. za v hodnotu 180° — o — 3, a tak pfejdeme ke vztahu, ve
kterém budou vystupovat jiz pouze dvé (nezavislé) veli¢iny « a (.

Diikaz nerovnosti (1): Abychom se vyhnuli po¢itani se zlomky, misto (1)
budeme dokazovat nerovnost 257 < 3. S vyuzitim znadmych vzorct

cos(n —x) = —cosx a cos(x +y) = coszcosy — sinzsiny
muzeme hodnotu cos~y vyjadrit ve tvaru

cosy = cos[r — (a4 3)] = — cos(a + B) = sinasin 8 — cos « cos S.

2 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Proto pro vyraz 257 plati
251 = 2(cosa + cos B) + 2sinasin f — 2 cos a cos . (5)

Nyni vyuZzijeme nerovnost (%) pro u = cosa + cos 3 a pro v = 1, poté
pro u = sin« a v = sin 3. Dostaneme dvojici nerovnosti

2(cosa+cos ) - 1 < (cosa + cos §)2 + 1%

2sin asin 8 < sin? o + sin? 3.
Sectenim a naslednou tpravou pravé strany obdrzime

2(cos o 4 cos B) + 2sinasin B < (cosa 4 cos §)% + 1 + sin? o + sin? 3 =
= cos® a + 2cosacos 3 + cos® 3 + 1 + sin® a + sin® .

Zde vyuzijeme vztah sin?z + cos?z = 1 pro 2 = o a y = (3 a ziskime
tak nerovnost

2(cos v + cos B) + 2sinasin § < 3 + 2 cos acos 3,

kterd je podle (5) ekvivalentni s nerovnosti 257 < 3, kterou jsme chtéli
dokéazat.

Nyni nas ¢ekd dikaz nerovnosti (3). Otézka zni, zda mtZeme pouzit
prakticky tyz postup jako u predchoziho diikazu. Nechame na samotném
¢tenari, aby ovéril, ze tudy stejné jednoducha cesta nevede. Uvidime, ze
k dosazeni cile budeme muset uplatnit nerovnost (x) daleko rafinovanéj-
§im zpusobem.

Dikaz nerovnosti (3): Aby v nerovnosti (3) vystupovaly pouze dvé ne-
zévislé veli¢iny « a (3, s vyuZitim znamych vzorct

sin(n — ) =sinx a sin(x + y) = sinz cosy + cosxsiny
vyjadiime hodnotu sin~y ve tvaru
siny = sin[r — (a + )] = sin(a + ) = sina cos 5 + cos asin G.

KdyZ jesté obé strany nerovnosti (3) vynésobime ¢islem 2, budeme do-
kazovat nerovnost

2sina + 2sin 8+ 2sinacos 3 + 2 cos asin 8 < 3v/3. (6)
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Nabizi se myslenka: kaZdy ze Gty ¢lent levé strany nerovnosti (6) od-
hadnout pomoci nerovnosti (x). Tedy

2sina -1 <sin?a+1,
2sin -1 <sin? 3+ 1,
2sina cos § < sin? o + cos? 3,

2 cos asin 8 < cos? o + sin? 3.

Sectenim vSech ¢tyt nerovnosti a naslednou tpravou pravé strany obdr-
Zime

2sina + 2sin 3 + 2sinacos 3+ 2cosasin § <
<2+ 2sin? a + 2sin? B + 1 cos® a 4 1 cos? j. (7)

Diky goniometrickym jednickam bychom se funkci na pravé strané nerov-
nosti (7) zbavili jediné tehdy, kdyby se koeficient u vyrazu sin® & rovnal
koeficientu u vjrazu cos? a a zaroveil by se rovnaly koeficienty u vyrazii
sin? 8 a cos? 3. To ovSem jak v prvnim, tak ve druhém pifpadé neplati,
nebot 2 # 1.

Neklesejme na mysli! Myslenka odhadnout vSechny ¢tyii Cleny levé
strany nerovnosti (6) pomoci nerovnosti (x) je spravnd. Jen musime jed-
notlivé ¢leny rozsiit vhodnymi zlomky. A to takovymi, aby se v zavéru
sobé rovnaly prislusné koeficienty. Zvolime proto kladné ¢isla ¢ a r, prvni
dva ¢leny rozsifime zlomkem %, druhé dva ¢leny rozsiiime zlomkem I a
kazdy upraveny ¢len odhadneme pomoci nerovnosti (x). Tim ziskdme

2
2sina = ;(t-sina) < Z(t? +sin® a),

(t? + sin? B3),

| = k] =

2
2sinﬁ:¥(t-sinﬁ)§
. )
S S
2sinacosﬂ:2r( ma -cosﬂ> §r( 1n2cy +cosQﬂ>,
r r
. .2
2cosasin 3 = 2r (smﬁ ~cosa> <r (sm25 Jrcoszoz>.
r r

Po secteni vSech ¢tyf nerovnosti a Gpravé pravé strany obdrzime

2sina + 2sin 8+ 2sinacos  + 2cosasin § <

1 1 1 1
<2t + (Z + —> sin® a + <Z + —) sin® B + rcos® a + r cos® 3.
r r
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Potrebujeme, aby se sobé rovnaly jisté koeficienty a aby se pak cela prava
strana odvozené nerovnosti rovnala ¢islu 31/3. Obé podminky vyjadiime
soustavou dvou rovnic o dvou neznamych ¢ a r ve tvaru

+o=r
2r—3\/_

Presvédcete se dosazenim, ze soustavé vyhovuje dvojice kladnych cisel

1
t
2t +

(Méte-li chuf, muZete sami soustavu vyfesit.) Tim je ditkaz nerov-
nosti (6), na kterou jsme prevedli nerovnost (3), ukonéen.

Jednoduché, nemyslite? Nejspis se vam honi hlavou myslenka, jak asi
vypadaji ty tézsi, obvykle uvadéné diikazy, které se neobejdou bez slozi-
tych goniometrickych tprav. Abyste sami mohli posoudit jejich slozitost
a naopak jednoduchost a krasu dikazt, které jsme vyse podrobné vylo-

zili, nazna¢ime alesponl stru¢né jejich postup podle [2].

Diikaz nerovnosti (1) a (3) klasickgm zptisobem: NAm vSem zndmou ko-
sinovou vétu pro trojuhelnik ABC' zapiSeme ve tvaru

a? = (b — ¢)* 4 4bcsin® %,

z ného? plyne prvni ze t¥i nerovnosti (dalsi dvé jsou analogické)

. b c
sm — sin — <

2—2\/— 2 = 2ac’

Jejich vynasobenim dostaneme odhad

<

NIQ
£
Q.

2

00\»—t

o .
sin — sin — sin
2 2

M\Q

ktery se stane vychozim bodem dtikazi nerovnosti (1) a (3). Prvni z nich
pak pfimo plyne z pozoruhodné rovnosti pro obecny trojihelnik

cosoz—i—cosﬁ—i—cosv:1+4sin%sin§sin%. (8)
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Druhé z nich z obdobné rovnosti

. . . e
sma+smﬂ+sm”y:4cos§cos§cosg, (9)
z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem trojice Cisel
cos® 2, cos? 5, cos® 7 a dale z nerovnosti, kterd ma tvar
2 & 2 27 _ 9
cos” — + cos cos® - < —. 10
2 + 2 + 2 4 (10)

Ze dvou posledné zminénych nerovnosti totiz obdrzime

2 2 2~ 4
a vynechanim prostfedniho ¢lenu po tpravé dostaneme nerovnost
@ 058 s < ﬁ
€08 5 COS 5 €05

ktera spolu se vztahem (9) dokazuje nerovnost (3). Zbyva tedy vysvétlit,
proc plati nerovnost (10). PfesvédCete se sami, Ze po trojim uziti vzorce
2cos? 2 = 1+ cosz prejde nerovnost (10) v nerovnost (1), kterou jsme
jiz pomoci (8) dokézali.

Neptipada vam to dosti slozité? Navic mnozi z vas by jesté mohli mit
vyhrady k tomu, Ze jsme rovnosti (8) a (9) v dtikaze povazovali za fakt,
ovSem pro uplnost bychom je méli rovnéz dokazat. Tehdy by byly dikazy
nerovnosti (1) a (3) jesté slozit&jsi.

V samotném zavéru se jesté jednou vratme k pfechodu od trojice za-
vislych ahld «, G, v ke dvojici nezavislych thla «, 3, ktery jsme pouzili
v kazdém z obou neklasickych dukazi. Abyste se presvéddili o uziteénosti
této metody, nabidneme vam nékolik péknych vztaht platnych v obec-
ném trojuhelniku, jejichz dikazy miizeme provést pravé uvedenym pie-
chodem.

3 i/cos2 % cos? §c0s2 % < cos? = @ + cos? é + cos? T <

Cviceni: Dokazte, ze pro vnitini thly «, 8, v libovolného trojuihelniku
ABC plati:
tga+tgf+tgy =tgatgftgy,
p a7 B

te 2tel 1 te2te ) 4tgltg Y =1
gotes ttestey Htgstes =1,

cosa + cos 3+ cosy = 1—|—4sin%sin§sin%7
sina—i—sinﬂ—i—sinw:4cos%cos§cos%.
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Jsou vam posledni dvé rovnosti povédomé? Ano, jsou to praveé klicové
vztahy (8) a (9), u kterych ndm v pfedchozim textu chybél diikaz. Diky
vasi pili uz vam chybét nebude!
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Prvodiselnd dvojcata a jejich zobecnéni

Julius Okos, VZP CR Praha

Jak znamo, prvociselnymi dvojéaty rozumime prvocisla, jejichz rozdil
je 2. Ctendf si jisté okamzité vybavi napiiklad dvojice prvoéisel {3;5},
{5; 7}, {11;13} atd. Pfi hledéni novych prvociselnych dvojéat v posled-
nich letech sehrava zasadni roli vypocetni technika. Pfestoze se prvoci-
selna dvojcata vyskytuji pomérné casto prakticky v celém dosud pro-
badaném tseku prvocisel, neni dodnes znamo, zda je jich kone¢né nebo
nekone¢né mnoho. Je to jeden z nejznaméjsich nevytresenych problému
teorie Cisel. O ném a dalsich ,,prvociselnych® zajimavostech se doctete na
strankach http://primes.utm.edu, kde je také umisténa tabulka prv-
nich 100000 prvociselnych dvojcat. Nejvetsi dosud znamé prvociselna
dvojcata objevena 15. 1. 2007 maji v desitkové soustavé po 58 711 ¢isli-
cich.

Co vsak mizeme ¥ici o dvojicich po sobé jdoucich prvocisel, ktera
jsou od sebe vzdilend o 4, jako jsou napf. dvojice {7;11}, {13;17},
{19; 23}, {37;41}? Vyskytuji se tyto dvojice ,,do nekoneéna“? Co mu-
zeme Yici o dvojicich po sobé jdoucich prvocisel {23;29}, {31;37},
{47;53}, {53;59} atd., kterd jsou od sebe vzdélena o 67 A co mizeme
Fici o dvojicich {89;97}, {359; 367}, {389;397}, {401;409}, ktera jsou od
sebe vzdalena o 87 Je jich nekone¢né mnoho?

Takto se dostavame k hypotéze, ze pro libovolné prirozené ¢islo n
existuje nekoneé¢né mnoho dvojic po sobé jdoucich prvocisel vzdalenych
od sebe o 2n. O jeji pravdivosti neni nic zndmo ani pro jednu hodnotu n.
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