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MATEMATIKA

Co mozna nevite o Ctyfahelniku

Barbora Havirovd, Gymndzium FElgartova, Brno

Abstract. Many propositions about triangles are discussed in the school mathe-
matics. There are formulas for computing the area of a triangle and relations
between its sides and internal angles (Law of Sines, Law of Cosines). Using
this knowledge, analogous formulas for quadrangles can be proved. The paper
is not only the overview of the formulas, but the proofs are also included, as
it is understanding of proofs that improves the skills necessary in geometry.

Ve skolské matematice je bézné probirana cela fada tvrzeni o trojuhel-
nicich. Zndme rtzné vzorce pro vypocet obsahu, vztahy mezi stranami
a vnitfnimi Ghly (sinova a kosinova véta). VyuZijeme-li téchto znalosti,
miizeme dokazat obdobna uzite¢na tvrzeni pro ctytthelniky, na kterd
v hodinach matematiky ve Skole nezbyva cas.

V celém ¢lanku je pouzito (a na obr. 1 zndzornéno) obvyklé znaceni
prvkia v konvexnim ¢tyithelniku ABC D: délky stran AB, BC, CD, DA
jsou oznaceny po fadé a, b, ¢, d, délky tuhlopticek |AC| = e, |BD| = f,
velikosti vnitfnich Ghla u vrchola A, B, C, D po fadé «, (3, «, . Déale
s = %(a—i— b+ c+d) je polovina obvodu a S obsah ¢tyftahelniku. Priseéik
uhlopficek je v celém ¢lanku znacen pismenem X a velikost thlu AX B
pismenem w.

Obr. 1

Nejprve si muzete vSechny vzorce v o€islovanych vétach prohlédnout.
Pokud se pak zactete do jejich dikazt, které uvadime v podrobné a
uplné podobé, zdokonalite se jisté v metodach, které ptfi geometrickych
vypoctech casto potfebujeme.

Prehled poznatkil zahajime elegantnim vzorcem pro vypocet obsahu
¢tytihelniku.
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MATEMATIKA

Véta 1. V libovolném ctyrihelniku ABCD plati
1
S = 3¢ fsinw.

Drfive nez se pustime do dikazu, uvédomme si, ze siny vedlejsich thla
se rovnaji, a tedy

sin|[JAXB| =sin|4BXC| =sin |[$CXD| = sin |[$ DX A| = sinw.

Obsah S ¢tyruhelniku ABCD uréime jako soucet obsahi trojuhelniku
ABX, BCX, CDX a DAX, vyjadfenych pomoci dvou stran a jimi
sevieného thlu, a pomoci vytykani vzorec odvodime:

S =0S8apx +Spcx +Scpx +Spax =

1 1
3 |[AX||BX| sinw + 3 |BX||CX| sinw +
1 1
+§|CX||DX\ sinw+§|DX|\AX| sinw =

[|AX|(|BX|+ |DX]) +|CX|(|BX| + |DX|)] sinw =

N =

= %[(\AX| +|CX]) (|BX| + |DX])] sinw = %efsinw
Zname-li kromé délek uhlopricek také délky stran c¢tyithelniku, mu-
zeme pro urceni jeho obsahu vyuzit nasledujici vétu.
Véta 2. Pro libovolny ctyruhelnik ABCD plati
(48)% = 4e%f? — (a® — b¥* + % — d*)2.
Vzorec tentokrat odvodime tak, ze vyjdeme z pravé strany rovnosti

a po nékolika tpravich obdrzime stranu levou. Oznacme velikosti hla
o1 = [$BAC|, as = [4CAD| (obr. 2).
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MATEMATIKA
Vyuzijeme kosinovou vétu postupné v trojihelnicich ABC, ACD, ABD:

b? = e? + a? — 2eacosay

2 =e? + d? — 2edcos asy

fP=a?+d*— 2ad cos(ay + az)

Dosadme nyni do pravé strany dokazované rovnosti za b?, ¢2, f2 a po-
stupné upravujme (vyuZijeme pFitom souétovy vzorec cos(ay + az) =
= cos a CoS g — sin g sin g ):

4€2f2 _ <a2 _ b2 +02 _d2)2 —

o202 1 2

= 4e’(a® 4+ d* — 2ad cos(a1 + ag))—

2

—(a® — a® — e? + 2eacos g + €? 4+ d* — 2ed cos ay — d?)? =

=4e’[a® + d* — 2ad cos(a + az)—
— a? cos? a; — d? cos® as + 2ad cos aq cos ag] =
= 4e®[a®(1 — cos® a) + d*(1 — cos® ap)—
— 2ad cos(ag + az) + 2ad cos ay cos ozz] =
= 4¢*(a® sin? o + d? sin? ay + 2ad sin o sin ) =
= 4e*(asinog + dsinay)? = 16 (%ea sin a; + %edsin a2> i =
=16(Sapc + Sacp)® = (45)*

Porovnanim vzorci pro obsah z obou dokazanych vét obdrzime po
snadné tupravé dulezity vztah mezi délkami stran a tthlopficek obecného
¢tyrtahelniku:

4e? f2sin® w = 4 f2 — (a® — b* + & — d?)?
(a® = b* + 2 — d?)? = 4e® f(1 — sin® w)
(a® —b® + ¢* — d*)? = 4e* f? cos® w
la? — b? + ¢* — d?| = 2ef| cosw|
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V uvedeném vztahu mizeme odstranit absolutni hodnoty, kdyz si pro-
myslime jiny postup odvozeni vyuzivajici kosinové véty, ktery nyni uve-
deme.

Ve ¢tytahelniku ABC D plati

[SAXB| = |4CXD| =w
(jedné se o vrcholové ahly) a
|[<IBXC|=|XDXA| =180° —w
(vedlejsi tihly). Uvazme nyni, Ze cos(180° — w) = —cosw a pouzijme
kosinovou vétu v trojuhelnicich AXB, BXC, CXD a DXA:
a> =+t —d* =
= |AX|* + |BX|* - 2|AX||BX| cosw —
—|BX|? = |CX|? - 2|BX||CX]| cosw +
+|CX]? + |DX|* - 2|CX||DX]| cosw —
— |DX|? — |JAX|* - 2|DX||AX| cosw =
—(|AX||BX|+|CX||DX|+ |BX||CX|+ |DX||AX|)2cosw =
—[|AX|(|BX| + |DX|) 4+ |CX|(|BX|+ |DX])] 2 cosw =
—(|AX| + |CX]) (|1BX|+ |DX])2cosw =
—2|AC||BD| cosw = —2e¢f cosw

Tim jsme dokéazali upfesnény vzorec bez absolutnich hodnot. Pro lepsi
prehled ho zopakujeme v nasledujici véte.

Véta 3. Pro libovolny ctyrihelnik ABC D plati
a? =+ —d? = —2efcosw.

Z posledniho tvrzeni okamzité plyne velmi zajimavy vysledek.

Véta 4. Uhlopricky AC a BD étyrihelniku ABCD jsou navzdjem kolmé,
pravé kdyzZ pro délky jeho stran plati

a’>+ =%+ d2
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Dalsi pozoruhodné tvrzeni, které nyni uvedeme a vzapéti dokazeme, se
opét tyka obsahu obecného ¢tyithelniku a jisté vam pripomene Heronav
vzorec pro obsah trojuhelniku, ktery se pouziva, zname-li délky stran
trojuhelniku.

Véta 5 (Brahmaguptova nerovnost). Pro libovolny &tyrihelnik ABC' D

plati
S<VG a6 -0 -06 -,

piitom rovnost nastdvd prdvé pro ctyrihelnik, ktery je tétivovy.D

Misto uvedené nerovnosti dokazeme rovnou silnéjsi vysledek, ze kte-
rého navic okamzité vyplyne, ze konvexni ¢tyfuhelnik s nejvétsim ob-
sahem pfi zadanych délkich stran je ¢tyftahelnik tétivovy (vepsany do
kruznice).

Véta 6. Pro libovolny ctyruhelnik ABCD plati
5% = (s —a)(s—b)(s —c)(s — d) — abed cos* <QTH> .

Obsah S ¢tytahelniku ABC D bude vhodné vyjadrit jako soucet ob-
sahil trojihelnikit ABD a BC'D (obr. 3), tedy ve tvaru

1 1
S = iadsina—k ibcsin*y.

Obr. 3

Pokracujme dale umocnénim obou stran rovnosti na druhou a podob-
nymi dpravami jako v pfedchozim dikazu (,goniometrickd jednicka®,
souctovy vzorec pro funkci kosinus, navic vzorec pro kosinus dvojna-
sobného thlu, umocnéni dvoj¢lenu na druhou, rozklad rozdilu druhych

1) Brahmagupta (598-670), indicky matematik a astronom. Vice o Brahmaguptovi
viz napf. [1], o uvedenych vztazich viz napt. [2].
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mocnin na soudin) vedeni snahou nahradit hodnoty sin « a siny hodno-

tou cos (2£2). Jde tedy o tyto postupné tpravy:

2d? b>c? bed
5 = a4 sin® o + Tc sin® y + e sinasiny =
2d2 b2 2
— T (1~ cos?a) + (1 — cosy) +
4 4
abcd
5 [cosacosy — cos(a +7)] =
= a*d” + _bZC2 — a*d? cos® o — —6262 cos? v+
4 4 4 4
bed bed
+a20 Cosacosv—% [20032 <GTM> _1] _
= Gy + —b202 - a*d? cos® o — —b202 cos®y +
4 4 4 v
bed bed
+ a2c cos avcos y — abed cos® (QTH) + %

1 1
= Z(ad—i— be)? — Z(adcosa — becosy)? — abed cos? (O[Tﬂ> .

Pouzijeme-li nyni pro vyjadfeni vyrazti adcosa a bccos~y kosinovou
vétu v trojuhelnicich ABD a BCD ve tvaru rovnosti

f?=a*+d*> —2adcosa,

f? =02+ — 2bccos 7y,

dostaneme pro hodnotu S? dal$imi postupnymi tpravami:

1 1
5% = Z(ad + be)? — i(adcosa — becosy)? — abed cos? (a;rfy) =

1
=16 [4(ad + be)? — (a® + d* — b* — ¢*)?] — abed cos® (QTM) =
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1
:1—6(2ad—|—2bc—a2—d2+b2+02)-

-(2ad + 2bc + a® + d* — b* — ¢?) — abed cos® (0442—7> =

=16 [(b + 6)27 (a — d)z} [(a + d)27 (b _ 0)2] _ abed cos? <2> _

1
:E(b+c—a+d)(b+c+a—d)(a—|—d—b—|—c)(a—|—d+b—c)—

— abed cos? <0[J2r7) =

— (s )= 0)(s — (s~ d) — abedeos® (*57)

Tim je vzorec z véty 6 odvozen.

V tétivovém ctyrtuhelniku plati o + v = 180°, takze hodnota kosinu
v poslednim vyrazu je nulovéd, a proto mé pravé odvozeny vzorec pro
obsah jednoduchy tvar nazyvany Brahmaguptiuv vzorec

S=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Ve dvojstiedovém ¢tyfihelniku (étyithelniku, jemuz lze opsat i vepsat
kruznici) je navic
a+c=b+d=s,

proto pro jeho obsah dostavame elegantni vzorec
S = Vabcd.

Kosinova véta pro trojuhelnik je velmi dobfe znama. Malokdo vsak
vi, Ze také pro obecny ¢tyruhelnik existuje stejnojmennda véta.

Véta 7 (Kosinova véta pro ¢tyfuhelnik (Bretschneiderova véta)). Pro
libovolny ctyrihelnik ABC D plati

e2f? = a®c® + b*d® — 2abed cos(a + ).
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O platnosti uvedeného tvrzeni se mizete presvédcit sami, kdyz vzorec
z véty 6 postupné upravujete:

1
5% = T: [4(ad + be)® — (a* 4+ d* — b* — ¢*)?] — abed cos® (QTH)

1 1 abed
2_ 1,22 22y 12 2 2 22 _
Sf4(ad+bc) 16(a+d b c)+2

1
~ abeg TSt )
2

5% = i(cﬂd2 +b%c?) — 1—16(a2 +d? b —?)? - % cos(a + 7).

Vysledek pak porovnite s vyjadienim hodnoty S? ze vzorce z véty 2.

Pro zajimavost dodejme, Ze kosinovou vétu pro ¢tyithelnik ABCD je
mozné zapsat v podobé kosinové véty pro trojuhelnik o stranach ef, ac,
bd a vnitinim thlu o + ~:

(ef)? = (ac)? + (bd)? — 2(ac)(bd) cos(a + 7).

Takovy trojuhelnik skutecné lze eukleidovsky sestrojit z daného ¢tyithel-
niku (pfi zvolené jednotce délky, bez ni jsou ef, ac, bd obsahy, nikoliv
délky). Takova konstrukce nas nds mize pfivést k novému diikazu posu-
zované kosinové véty, zalozeném na obr. 4, ktery nyni popiseme.
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Ctyithelnik ABCD je rozdélen na trojihelniky ABD a BCD, které
jsou otoceny kolem bodu B do poloh A1 BD;, resp. BC3Ds, a to tak, Ze
bod D; lezi na polopfimce BC a bod Dy lezi na polopfimce BA. Body
B, A1, Cy nutné lezi v pfimce, nebot

|4 D2BCs| + 14 A BDy| = [$ DBC| + | ABD| = |$ ABC|.

Na této ptimce je ddle zvolen bod F tak, ze AFE || D2C5. Trojthelniky
BC5Ds a BEA jsou podobné, proto

|AB||BCy| _ ab

BFE| = = .
IBE | BDs| f

Pokud bychom vsak zvolili na poloptimce BA; bod F tak, aby platilo
CF || D1A;, pak by analogicky z podobnosti trojihelnikt BD1A; a
BCF vyplynulo |BF| = IBCUBA| — ba tedy E = F. Proto také

|BD:| I
CE || D1A;. Dopo¢itame jesté délky
AB D BC||A1D bd

|D.B] f7 [BD:|  f7

abychom vyuzili kosinovou vétu v trojihelniku ACFE, o némz vime, ze
jeho vnitini thel u vrcholu E mé velikost «++, piipadné 360° — (a+ ).
Protoze kosiny obou hodnot jsou stejné, plati

2 2
(5] (5 2 ot

Vynasobenim obou stran rovnosti vyrazem f? okamzité ziskdme ky-
zenou kosinovou vétu pro ¢tyftuhelnik.

Mozn4a jste si povSimnuli, ze ve vzorcich z dokdzanych vét 6 a 7 vy-
stupuji pouze thly « a . Tato asymetrie je vSak pouze zdanliva, nebot
diky rovnosti o + 8 + v + § = 360° plati soucasné

1)
2047 _ 2 fB+0

cos(a + ) = cos(B + 9), cos” —5 5

S pribyvajicim poctem dokdzanych vztahti mizeme dalsi odvozovat
pouhou dpravou nebo kombinaci predchozich. Prikladem je pravé do-
kazana kosinova véta pro Ctyithelnik nebo nasledujici velice dilezita a
zndma nerovnost.
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Véta 8 (Ptolemaiova nerovnost). V libovolném ctyrihelniku ABCD plati
ef < ac+ bd,

pritom rovnost nastdvd pravé pro ctyrihelnik, ktery je tétivovy.?)
Abychom mohli nerovnost dokézat, vyuZijeme jiz odvozenou kosino-
vou vétu pro ¢tyftahelnik. Postupnymi iipravami dotyéné rovnosti dosta-
vame
e2f? = a®c® 4 b?d? — 2abed cos(a + ),

e2 2 = a2 4 b2d? — 4abed cos® (QTM) + 2abcd,

e?f? = (ac + bd)* — 4abed cos® a42—fy'

Protoze na pravé strané odec¢itdme od druhé mocniny nezapornou hod-
notu, plati
e2f? < (ac + bd)?,

neboli
ef < ac+ bd.

Rovnost v dokdzané nerovnosti nastane, praveé kdyz

a+y

oS
2

0,
neboli a + v = 180°.

Poznamenejme, ze Ptolemaiova nerovnost plyne pfimo také z kon-
strukce na obr. 4, konkrétné z trojihelnikové nerovnosti v trojuhel-
niku ACE. Jak jsme dfive zjistili, jeho strany maji délky v pomeéru
(ac) : (bd) : (ef).

Na zavér ¢lanku uvedeme jeSté vzorec, ktery umoznuje ze znalosti
délek stran a tthlopricek c¢tyriahelniku vypocitat vzdalenost stiedd jeho
thlopricek.

Véta 9 (Eulertv vzorec) 3) Pro vzddlenost x stredd ihlopricek libovolného
ctyruhelniku ABCD plati

P4+ +E+d? =+ f2 4 42

2) Klaudios Ptolemaios (asi 85-165), fecky astronom, matematik, fyzik a zemépisec.
Vice o Ptolemaiovi viz napf. [3], o Ptolemaiové nerovnosti viz napt. [4], [5] a [6].

3) Vzorec odvodil Euler jako duisledek jiného tvrzeni, viz [7].
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V dtkazu vyuzijeme opakované znamy vzorec pro délku téZnice troja-
helniku, podle kterého pti obvyklém znaceni prvka v trojiuhelniku ABC
plati

1
t2 = Z(sz +2¢% — a?).

Oznacme E stfed thlopticky AC a F stfed thlopticky BD ¢tyithel-
niku ABCD, takze x = |EF| (obr. 5). Pak v trojihelnicich ABC, ACD
a DBE pro piislusné téznice BE, DFE resp. EF plati

1

|BE|? = Z(2a2 + 2b% — €%),

1

IDEP=1(
1

z? = Z(2\BE|2 +2|DE|? — f?).

2¢2 + 2d* — €?),

Zbyva dosadit z prvnich dvou rovnosti do tieti:
1 1 1
z? = Z(a2 - 562 + ¢+ d? - 562 — 1.

Po zfejmé tpravé obdrzime dokazovany vzorec.

Obr. 5

V pripadé, kdy bod F lezi na thlopficce BD, nelze mluvit o trojuhel-
niku DBE, ale pouzité vyjadfeni z2? piesto plati. Ovéiime to dosazenim
f =|BE| + |DE|, nebot po tpravé ziskdme

1
v = 5|IBE| - |DE]|,

coz je skutecné platna rovnost.
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Dokéazany Eulertv vzorec ma jeden dulezity dusledek, ktery mozna
znate ze skoly. Jak vime, dany c¢tyruhelnik je rovnobéznik, praveé kdyz
jeho stredy thlopficek splyvaji. To podle dokdzaného vzorce nastane,
pravé kdyz

a>+ 02+ +d? =+ f2
V tom piipadé ovSem plati soucasné a = c a b = d, coz nas privadi k tzv.
rovnobéznikové rovnosti

2(a® + %) = * + f2

VSechna tvrzeni uvedend v nasem textu je mozné pouzit i pro ne-
konvexni ¢tyftuhelniky, pouze jejich dukazy se nékdy lisi ve znaménku
u nékterého vyrazu. Clanek vam miize poslouzit nejen jako ptehled za-
jimavych a dilezitych vzorca pro ¢tyfthelnik, ale také jako pomiicka pti
dikazech podobnych tvrzeni a FeSeni nejriiznéjsich planimetrickych tloh.
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